Matematika Al

I1l. ZH gyakorld feladatsor

Pintér Jozsef (gyakorlatvezetd)
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1. Implicit deriva

Feladat

Hatarozzuk meg az implicit méddon megadott x3 + 2x%y + y = 0 gérbe azon
érintd egyeneseit, melyek merélegesek az y-tengellyel!
Megoldas
A gorbe érint6jének meredekségét megadja az y'(x) fliggvény, ami
meghatarozhato implicit derivalassal.
Tekintstink y-ra x-t6l fliggd valtozdkent (fliggvényként), azaz y(x)-ként.
x3 4+ 2x%y(x) +y(x) =0
d
dx
3x% + 4xy(x) + 2x%y'(x) +y'(x) =0




/

dS

1. Implicit deriva

Megoldas (folyt.) 5 () 2
, , , —3x2—4 —3x2—4
3x% + 4xy(x) + 2x%y'(x) +y'(x) = 0->y'(x) = xesz == 23;2+1xy

Ahhoz, hogy mer6leges legyen az y-tengelyre az érint6 egyenes, annak
meredeksége 0 kell hogy legyen, azaz y'(x) = 0.

—3x% — 4xy
' _ _ 2 _
y'(x) = 71 =0 - —3x“—4xy=0
Ennek az egyenletnek két megoldasavan: x; = 0ésx, = — %y.

Tehat a gorbének azokban a pontokbzin lesz vizszintes az érintd egyenese,
amelyeknél az x koordinata 0 vagy — 3V alaku.

Hatarozzuk meg, hogy a gbérbe mely pontjaira teljestiinek ezek!
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1. Implicit deriva

Megoldas (folyt.)

l.eset:x =0
x3+2x%°y+y=03+2-0y+y=y=0.
Tehat az egyik ilyen megoldas a P; = (0,0) pont.

4 3
ll. eset: x = — gy -y = Z X (Lehetne az els6 verzidval is dolgozni, de én y-t szeretném kifejezni.)

6 3 1 3
X+ 2xfy+y=x>—7xP—Tx=—-x>—7x=0.

Vegyuk észre, hogy ennek is megoldasaazx = 0 (ésigy y = — Zx = 0, azaz P; pont),
de ezt mar megtalaltuk. Nézzik a tobbit (x # 0):

1 3 . , , ,
—=x?—==0 - x?*= —~ — Nincs mas valés megoldas.
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1. Implicit deriva

Megoldas (folyt.)

Tehat egyetlen pont van, melyben az érinté merdéleges az y-tengellyel:
P(0,0)

Irjuk fel az érint6egyenesek egyenletét a tanult képlettel!

ey =v(x):(x —xg) + yo, ahol y'(x) a meredekség, x, és y, a fix pont koordinatai.”
e:y=0x—0)+0 -y=0

x3+2x%y+y =0

0:2
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2. Parameéeteres deriva

Feladat

Hatarozzuk meg a t paraméter azon értéket, melyre ay; = (cost,sint)

(t € [O, %D ésy, = (t? + 1,t* — 1) (t €] — o0, o[ )gdrbék érints egyenesei
merdGlegesek! irjuk fel az érint8 egyenesek egyenletét is!

Megoldas

Tanultuk, hogy a paraméteres gorbek erinté egyenesének meredekséget

megadja az,y’' = %” formula.
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2. Parameéeteres deriva

Megoldas (folyt.)
Tanultuk, hogy a parameteres gorbek érint6 egyenesének meredeksegét megadja az

,,y’ = %" formula. (Ahol a potty a t valtozd szerinti derivalast jeloli!)

cos(t)

Y1 esetén: y; = (e —ctg(t)

V2 esetén: yé = 1 (valéban, a ¥, csak egy (fél)egyenes, lasd rajz a kovetkezd oldalon.)

Ahhoz, hogy a két egyenes merGleges legyen y; = ;—,1 osszefuggésnek teljesulnie kell,
2

azaz y; = —ctg(t) = —1 legyen, melynek egyetlen megoldasaat € [O, %] halmazon a
T

Lt =—.
4
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2. Parameéeteres deriva

Megoldas (folyt.)

Tehatat = % paraméterben kell venni a
gorbék érintb egyeneseit.

T

Y1 eseténe; ty = —1 (x — COS (Z)) +
sin(2)=—x+\/§ Teryyees

4
Y, eseténe, :y =1 (x — (5)2 — 1) +
(E)Z—1=x—2

4

. VEX— 2

-1.2

Tehat a feladat egy negyedkor és egy féleegyenes merdleges érintd egyeneseinek felirasarodl szolt.
De egyébként a megoldashoz nem kell tudni felrajzolni egy ilyet, szimplan derivalassal, egyenletek megoldasaval kijon az eredmény.



3. Taylor-polinom 1.

Feladat

Hatarozzuk meg az f(x) = cos(m - x) + Inx + x3 - e* harmadfoku Taylor-
polinomjat az x, = 1 pont koral!

Megoldas

(k)
A tanult képlet alapjan T,,(x) = ’,;‘zof k(!x(’) (x — xo)F.

Igy tehat ki kell szdmolnunk a derivaltakat egészen a harmadik derivaltig!




3. Taylor-polinom 1.

Megoldas

(k)
A tanult képlet alapjan T,,(x) = ’,}=0f k(!x(’) (x — xg)F.

lgy tehat ki kell szdmolnunk a derivaltakat egészen a harmadik derivaltig!
f(x) =cos(m-x)+Inx +x3-e*

f'(x) = —m-sin(m - x) +%+ 3x2eX 4 x3e*

f"(x) = —m?-cos(m-x)+ ;—21 + 6x e* + 3x%e* + 3x%e* + x3e*

f""(x) = m3sin(m - x) + % + 6e* + 6xe* + 6xe* + 3x%e¥ + 6xe* + 3x%e* + 3x%e* + x3e”



3. Taylor-polinom 1.

Megoldas

f(x) =cos(m-x) +Inx + x> -e*

f,(x) = —m - sin(mw - x) +%+ 3x2eX + x3e*

f"(x) = —m* - cos(m - x) + ;—; + 6x ¥ + 3x%e* + 3x%e* + x3e*

f""(x) = w3sin(m - x) + % + 6e* + 6xe* + 6xe* + 3x%e¥ + 6xe* + 3x%e* + 3x%e* + x3e”
F) =e—1,f (1) =1+4e f"(1) = —1 + 13e + 72, (1) = 2 + 34e

lgy mindent 6sszerakva a Taylor-polinom:

. 2
T;(x) =e—1+(1+4e) (x—1) + ————(x - 1)? + 2 (x — 1)

3!




4. Taylor-polinom 2.

Feladat

Hatdrozzuk meg az f(x) = sh(2x) fliggvény 6todfoku Taylor-polinomjat az x, = 0
pont kériil a g(x) = e?* fiiggvény segitségével! Adjunk becslést a sh(0.1)
értékére!

Megoldas

(2x)k
k!

k
Tanultuk, hogy e* = Z,‘fzo%, igy e?* = Y7,

eX_o—X e2X _p—2X

Tudjuk tovabba, hogy sh(x) = 2

,azaz sh(x) =



4. Taylor-polinom 2.

Megoldas

(2x)k
k! -

k
Tanultuk, hogy e* = Z,‘fzo%, igy e?* = Y7,

—X 2x —2X

e~"—e

Tudjuk tovabba, hogy sh(x) = ex—ze ,azaz sh(x) =

2
k k
00 (ZX)k 00 (—ZX)k ZOO_ <(2X) _(—2.’)6'))
§ Yk=0 1 —Xk= , k=0\""gI k!
gy sh(2x) = =2 & - 2 K — - =
1 4x> 4x2 8x3  8x3 16x* 16x* 32x° = 32x°
(<1—1>+<zx+2x>+< ) (B4 ¢ (-2 (24 220) 4

T2
16x 64x°> . . , , .
) +—, 1 Innen pedig egyszerlen meghatarozhaté a Taylor-polinom.



4. Taylor-polinom 2.

Megoldas

6x3 = 64x°

1
Te(x) = 2x + — t .

Ez alapjan becslést tudunk adni a sh(0.1) értékére!
Vegyik észre, hogy f(0.05) = sh(0. 1) = 0.100166.

lgy a becslés T(0.05) = 2 - 0.05 + — (0 05)3 + (O 05)° = 0.100166.

(Ez a becslés egyébként 10 tizedesjegyig pontos.)




5. Teljes fuggvényvizsgalat

Teljes fuggvényvizsgalathoz Nagy llona jegyzetét ajanlom, melyben 16 darab kidolgozott példa is szerepel!
Aszimptotakrdl minimalis emlités volt csak, de egyébként olyat nem néztiink.

Ami neklink fontos:

Ertelmezési tartomany, zérushelyek, monotonitds, konvexitas (és ezekhez kapcsoléddan lokalis szélsGértékek,

inflexids pontok), hatarérték az értelmezési tartomany szélein (végtelenben is) és szakadasi helyeken,
ertékkészlet.

Készitsiink tablazatot és abrat is! Abran legyen egy-két hely pontosan jeldlve, pl.: zérushelyek, minimumok,

maximumok, és nagyjabol élethlien a gorbiletek (hol ng, hol csokken, konvex (U alaku), konkav (forditott U
alaku)).

Feladatsor: https://math.bme.hu/~nagyi/al/fuggvenyvizsgalat.pdf



https://math.bme.hu/~nagyi/a1/fuggvenyvizsgalat.pdf

6. Szoveges feladatok

Az egyik legfontosabb, legnehezebb és leghasznosabb feladattipus!

Szintén Nagy llona kidolgozott példait ajanlom, melyben 12 darab kidolgozott példa szerepel!

Feladatsor: https://math.bme.hu/~nagyi/al/szelsoertek.pdf

Mindenképpen tudjuk megoldani az éran tanultakat, és a feladatsorbdlaz 1., 2.,4.,5., 7., 11. és 12. feladatokat.
(Tehat fontosabbak a geometriai jellegl feladatok! De azért a tobbit is érdemes lehet megnézni.)

Vigyazzatok! Néhol félre van szamozva a megoldas, pl.: A 11-es feladathoz a 10-es megoldas tartozik. De ugyis
ki lehet talalni a megoldasbdl melyikrél is van szo!


https://math.bme.hu/~nagyi/a1/szelsoertek.pdf

