Szeparabilis differencialegyenletek

Feladatok és megoldasuk

Pintér Jozsef gyakorlatvezet6



Elmélet ismetlése

A szeparabilis (vagy szétvalaszthatd) differencialegyenletek olyan egyenletek,
melyek felirhatoak alakban, ahol f olyan fliggvény, mely csak x-
tol fugg, g pedig csak y-tol. Ezekben az egyenletekben a megoldas nem egy szam,
hanem az y(x) fliggvény, azaz a cél y meghatarozasa x fliggvényében.

llyen egyenletek megoldasahoz a kovetkezd észrevételeket kell tenniink:
P9y 4y _ ey R

L y'=— - —=fx)-g() - P4 f(x) dx

2. Ha az utobbi 6sszefliggés mindkét oldalat integraljuk:

[dy=[fl)dx+C

3. Afentiintegralokat kiszamolva a bal oldal csak y-t6l fligg, a jobb oldal pedig
csak x-t6l. Igy aprébb atalakitasokkal/transzformacidkkal meghatdrozhato y.



Elmélet ismetlése

A szeparabilis (vagy szétvalaszthatd) differencialegyenletek olyan egyenletek,
melyek felirhatoak alakban.

Ezekhez némely feladatok esetében tartozik egy kezdeti érték feltétel is.

A kezdeti érték feltétel megadja, hogy egy tetsz6leges x, pontban, mennyi kell hogy
legyen az y(x,) értéke. (Példaul megadhatja, hogy y(1) = 5.)

A kezdeti érték feltétel megoldasa az y(x) fuiggvény meghatarozasa utan torténik.

1 ,
%dy— [f(x)dx+C),igya

kezdeti értek feltétel megoldasahoz csak meg kell hatarozni a C paraméter értékét.
(Példaul mennyi legyen a C, hogy y(1) = 5 legyen.)

Mivel a megolddsban szerepel egy C paraméter ( [

(Ha van kezdeti érték feltétel is, akkor a C paramétert még tartalmazo megoldast altalaban a
differencialegyenlet altalanos megoldasanak hivjuk.)



1. feladat

Oldjuk meg az y’' = 6y“?x egyenletet az y(1) = % kezdeti érték feltétel
mellett!

Megoldas:

Azért hogy lassuk a definiciot a feladatban, irjuk fel f(x)-et és g(y)-t:

Mondjuk egy lehetséges felirds: f(x) = 6x és g(y) = y2. (A 6-ost
barhova tehetjuk.)

Ez alapjan a megoldas: fy—12dy = [ 6x dx + C.



1. feladat

Oldjuk meg az y’' = 6y“?x egyenletet az y(1) = % kezdeti érték feltétel
mellett!

Megoldas:

f%dy = f 6x dx + C egyenletben az integralast elvégezve a

kovetkezbeket kapjuk: —% =3x*+C

Tehat a differencialegyenlet altalanos megoldasa (fejezzuk ki y-t):
~1
y —

3x2+C’




1. feladat

Oldjuk meg az y’' = 6y“?x egyenletet az y(1) = % kezdeti érték feltétel
mellett!
Megoldas:

~1
3x2+C’
Végll pedig hatarozzuk meg C értékét a kezdeti érték feltétel

teljesitéséhez: y(1) = = 121+c = % > C+3=-25 -C =-28.
—1

Igy a kezdeti érték feltételt kielégité megoldas az y(x) = 75

Tehat a differencialegyenlet altalanos megoldasa: y =




2. feladat

Oldjuk meg az y' = % egyenletet az y(1) = —2 kezdeti érték feltétel

mellett!

Megoldas:

Lathatdan f(x) = x és g(y) = > |gy a megoldast a kovetkez6 integral
2

adja: [ydy = [xdx+C, melyboly x—+C

Azaz a megoldasok y = +vVx2 + 2C, (ilyenkor nyugodtan irjuk at a 2C-
t, mondjuk C,-re, ha zavaré.)



2. feladat

Oldjuk meg az y' = % egyenletet az y(1) = —2 kezdeti érték feltétel
mellett!
Megoldas:

A megoldas y = i\/x2 + C, alaku, melyben meg kell hataroznunk a C,
értékét a kezdeti feltételnek megfelel6en!

Vegyuk észre, hogy a jobb oldali kifejezés értéke pozitiv, ha az el6jel +,
és negativ, ha az el6jel —. gy a megoldast az utobbi esetben kell
keresnunk!

y(1) = =12+ C,=-2 -5 1+C, =4 > C, = 3.




2. feladat

Oldjuk meg az y' = % egyenletet az y(1) = —2 kezdeti érték feltétel
mellett!
Megoldas:

lgy a kezdeti érték feltételt kielégité megoldas az
y(x) = —/x2 + 3.




3. feladat

Hatdrozzuk meg az y' = e*™7 differencidlegyenlet megoldasat az
y(1) = 2 kezdetiérték feltétel mellett!

Megoldas:

i A _ X g4 _ 1
Mivel y' =e —eylgyf(x)—e esg(x)—ey.

Tehdt [ eY dy = [ e* dx + C,azazeY = e* + C.

lgy ¥ = In(e* + C), melyb8l meghatdrozhatd a C paraméter a kezdeti
érték feltétel alapjan:

y(1) =ln(e!+C)=2 e+ C=e? oC=e?—c.
Azaz a megoldas: y(x) = In(e* + e? — e).




4. feladat

Hatdrozzuk meg az y' = \/% egyenlet altalanos megoldasat!

Megoldas:

Mivel y' = [% = %I’gvf(x) = %és gy) =y

X

Tehétf\/iydy=f\/% dx + C,azaz 2\/y = 2% + C.

Innen y = (ﬁ + %)2 .




5. feladat (egy nehezebb kiegészitd feladat)

Hatdrozzuk megazy’' = (x? — 4)(3y + 2) egyenlet altalanos
megoldasat!

Megoldas:
Ldthatéan f(x) = x? — 4 és g(y) = 3y + 2.

I'gyf3y1+2dy=fx2—4dx+C -

AzazIn|3y + 2] = x3 — 12x + 3C - |3y + 2| = e¥ ~12x+C
Bontsuk fel az abszolutértéket!

In|3y+2 x3
13y |=?—4X+C.




5. feladat (egy nehezebb kiegészitd feladat)

Hatdrozzuk megazy’' = (x? — 4)(3y + 2) egyenlet altalanos
megoldasat!

Megoldas:
|3y + Zl — ex3—12x+C2
Bontsuk fel az abszolutértéket!

x3—12x+c e’ 125+ _p
1. eset:3y+2=c¢e 2 >y =

3

3_
_pX’—12x+c3 _o

2. eset:3y +2 = —eX T12xte 5y = -



5. feladat (egy nehezebb kiegészitd feladat)

Hatdrozzuk megazy’ = (x%? — 4)(3y + 2) egyenlet altalanos
megoldasat!

Megoldas:

3_
_2+teX —12x+C2

lgy a megoldas y =

3

DE: vegylk észre, hogy a differencidlegyenletnek a megoldasa az y(x) = —%
konstans szam is, hiszen ebben az esetben g(y) = (3y + 2) = 0,azazy’ =
f(x)g(y) = 0, amivaldban igaz, ha y(x) = —g konstans fliggvény. Tehat ez a

feladat tartalmaz egy trukkos szingularis megoldast is, melyet ugy kaphatunk ha a
fenti altalanos megoldasban ¢, - —oo-hez. Nem valdszind, hogy lesz ilyen
trikkosebb megoldas a vizsgakon, de jo ha tudunk réla, hogy némely esetben a
g(y)=0 egyenlet 6nmagaban is adhat megoldast.



Megjegyzes

A megoldasok ellen6rzéséhez két felliletet tudok javasolni, egyrészt hasznalhatjuk a
https://www.symbolab.com/solver/ordinary-differential-equation-calculator
programot, mely megadja a végeredményeket. (Ha odatesszik az egyenlet mogé

vesszOvel elvalasztva a kezdeti érték feladatot is, akkor meghatarozza a C értékét
is.)

llletve ha fel tudjuk irni az elméleti rész alapjan a két integralt, ami megadja a
megoldast, akkor onnantdl kezdve elegendd egy integralszamité programot
haszndlni, melyhez én az https://www.integral-calculator.com/ oldalt tudom
javasolni. Sajnos ez csak az esetek 95%-ban ad olyan megoldast, amit mi tanultunk,
de azt hiszem hogy differencial egyenletek esetében egyszerlek lesznek az
integralok, és ez a szoftver is hasonlot fog mondani, mint ahogy mi tanultuk.



https://www.symbolab.com/solver/ordinary-differential-equation-calculator
https://www.integral-calculator.com/

