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1. fejezet

El6sz6

A jegyzet alapvetGen az Eotvos Lorand Tudoményegyetem Természettudo-
manyi Karan nem matematika szakos hallgaték analizis oktatasahoz késziilt,
bar a matematika alapszakos hallgatok kiegészitésként szintén hasznalhatjak.
A fizikus, geofizikus, térképész, meteorologus, geologus, kdrnyezettudomany
szakos hallgatok matematika oktatasa évtizedek ota az Alkalmazott Analizis
és Szamitasmatematikai Tanszék feladata. A jegyzet harom szerzdje szintén
évek, évtizedek Ota részt vesz ebben az oktatasban. A jegyzetben targyalt
analizis anyagot szamos félévben a szerzék mar tanitottak, hosszu évek szak-
mai és pedagogiai tapasztalata van a jegyzet tartalma mogott.

Tematikajat tekintve a jegyzet természetszertileg hasonlit szdmos mas anali-
zis tankonyvre, azonban hangsulyozzuk, hogy ennek ellenére tobb szempont-
bol hianypotlo szerepet tolt be. Egyrészt mas analizis téméaja tankonyvek
nagyobbrészt matematika szakos hallgatok szamara késziiltek. A nem mate-
matika szakosoknak sz6l6 tankdnyvek pedig mas egyetemek specialis igényti
hallgatéi, pl. mérnok vagy kozgazdasz hallgatok oktatasdhoz illenek. Ez a
jegyzet az ELTE TTK nem matematika szakos hallgatéinak igényeihez illesz-
kedik. Sokéves oktatasi tapasztalat mutatja, hogy a hallgatok a matematikat
nem az axiomatikus felépités mentén sajatitjak el, hanem fokozatosan, egyre
mélyebb szinten értik meg a matematikai fogalmakat és tételeket. Ezért a
jegyzet nem a hagyomanyos targyalasmodot koveti, hanem kétszer halad vé-
gig a fent felsorolt fejezeteken. ElGszor alapszinten targyal minden témakort.
Ennek keretében inkabb modszereket tanit. (A fizika szakon ez a rész kiilon
tantargy Kalkulus cimen.) Ezutdn masodéves hallgatok szaméra ugyanazok
a témakorok mélyebb szinten kovetkeznek, a hagyoményos ,tétel-bizonyitéas”
szemlélet szerint. A jegyzet erGsen alkalmazas orientalt. A térképészeknek
fontos gorbeelmélet, vagy a geofizikusoknak sziikséges vektoranalizis is helyet
kap benne. A fizikus hallgatok megtalalhatjak benne a vonalintegral, feliileti



2 1. ELGSzO

integral és a komplex fliggvények targyalasat, illetve nehezebb témakoroket
is, pl. metrikus terek, vagy implicit fiiggvény tétel.

Koszonetnyilvanitas

A szerz6k koszonetet mondanak az Eotvos Lordand Tudoményegyetem Mate-
matikai Intézetében az Alkalmazott Analizis és Szamitasmatematikai Tan-
széken dolgozd kollégainak, akik konstruktiv észrevételeikkel tamogattak a
kurzus tematikdjanak kialakitasat és a jegyzet megirasat.

Koszonet illeti a jegyzet lektorat Nagy Balint tanszékvezets fGiskolai docenst,
aki mindenre kiterjed6 figyelemmel igyekezett javitani a hibédkat, és elGsegi-
teni az érthetdséget, és az egységes szerkezetét.

A jegyzet a TAMOP-4.1.2-08/2/A /KMR-2009-0045 szamu palyazat,
Jegyzetek és példatarak a matematika egyetemi oktatasihoz cimi
projektjének keretében késziilt.



2. fejezet

Halmazok, relaciok,
fligegvények

Bemutatjuk a matematika eszkOzeit, a lépten-nyomon hasznalt fogalmakat,
fontos megéllapodasokat vezetiink be. Biztos alapokat készitlink a tovabbi
épitkezéshez. Gyakran alkalmazzuk a ,minden”, illetve ,tetszGleges” szavak
roviditésére a V, a ,létezik, illetve ,yvan olyan” kifejezések helyett pedig a 3
jelet. Az alabbi témakoroket targyaljuk:

e Halmaz fogalma és halmazmiveletek

e Relacid

Fiiggvény fogalma és tulajdonsagai

e Kompozicid és inverz

Halmaz szamossaga

2.1. Halmazok, relaciok, fiiggvények

2.1.1. Halmazok és relaciok

Egy halmazt akkor tekintiink ismertnek, ha minden jo6l megfogalmazhato
dologrol el tudjuk dénteni, hogy hozza tartozik vagy nem tartozik hozzé. (Az
okos gondolat”, a ,szép lany”, az ,elég nagy szam” vagy a ,kicsi pozitiv szam”
nem tekinthets jol megfogalmazott dolognak, ezekrél nem kérdezziik, hogy
benne vannak-e valamilyen halmazban, hogy alkotnak-e halmazt.)

3



4 2. HALMAZOK, RELACIOK, FUGGVENYEK

Legyen A halmaz, x egy jol definialt dolog. Ha x hozzatartozik a halmazhoz,
akkor ezt z € A jeldlje. Ha z nem tartozik hozza a halmazhoz, akkor ezt
x ¢ A jeloli.

A halmaz elemeit felsorolhatjuk, példaul A := {a, b, ¢, d}, vagy értelmes tulaj-
donsaggal adjuk meg a halmazt, példaul B := {z | = valds szam és 22 < 2}.

2.1. Definicié. Legyen A és B halmaz. Azt mondjuk, hogy A része a B
halmaznak, ha minden x € A esetén x € B. Jele: A C B.

2.2. Definicié. Legyen A és B halmaz. Az A halmaz egyenl6 a B halmazzal,
ha ugyanazok az elemei. Jele: A = B.

Ko6nnyen meggondolhatd a kévetkezd tétel:

2.1. Tétel. Legyen A és B halmaz. A = B pontosan akkor, ha A C B és
B C A.

Néhény eljarast mutatunk, melyekkel tjabb halmazokhoz juthatunk.

2.3. Definici6. Legyen A és B halmaz.

Az A és B egyesitése (unidja) az a halmaz, amelyre AU B = {z|z € A
vagy © € B}.

Az A és B metszete (k6z0s része) az a halmaz, amelyre ANB :={z |z € A
és x € B}.

Az A és B kiilonbsége az a halmaz, amelyre A\ B:={x |z € A ész ¢ B}.

A metszet és a kiillonbség képzése soran elképzelhets, hogy egyetlen x dolog
sem rendelkezik a kivant tulajdonsaggal. Azt a halmazt, amelynek barmely
jol definidlhato dolog sem eleme, iires halmaznak nevezziik. Jele: (.
Legyen H halmaz és A C H egy részhalmaza. Az A halmaz (H-ra vonatkozo)
komplementerén az A := H \ A halmazt értjiik. De Morgan-azonossagoknak
nevezik a kovetkez§ tételt:

2.2. Tétel. Legyen H halmaz, A, B C H. Ekkor
AUB=ANB ¢é ANB=AUB.
Legyen a és b dolog. Az {a,b} halmaz nyilvan sok valtozatban felirhato:
{a,b} = {b,a} ={a,b,b,a} = {a,b,b,a,b,b} = stb.

Ezzel szemben tekintsiik alapfogalomnak az (a,b) rendezett part, amelynek
lényeges tulajdonsaga legyen, hogy

(a,b) = (¢,d) pontosan akkor, ha a = c és b =d.

A rendezett par segitségével értelmezziik a halmazok szorzatat.
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2.4. Definicié. Legyen A, B halmaz. Az A és B Descartes-szorzata
Ax B:={(a,b)|ac Aésbec B}
Példaul A :={2,3,5}, B := {1,3} esetén
Ax B=1{(2,1),(2,3),(3,1), (3,3), (5,1), (5,3) }.
A rendezett par fogalmara épiil a relacio.

2.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy az r halmaz relacio, ha minden eleme
rendezett par.

Egy magyar-angol szétar is egy relacio, hiszen elemei magyar és a neki meg-
felel6 angol szobol alkotott rendezett parok.

2.6. Definici6. Legyen r relacio. Az r relacio értelmezési tartomanya a
D(r) := {z | van olyan y, hogy (z,y) € r}.

Az r relacié értékkészlete az

= {y | van olyan = € D(r), hogy (z,y) € r}.

):
Nyilvan r C D(r) x R(r).
Példaul r := {(4,2), (4,3),(1,2)} esetén D(r) = {4,1}, R(r) = {2,3}.

R(r
(

2.1.2. Relaciok inverze és kompozicidja

Két eljarast mutatunk be, amellyel adott relacio(k)bol Gjabb relaciohoz jut-
hatunk.

2.7. Definicié. Legyen r relacio. Az r relacio inverze az a relacio, amely
r~ti={(s,t) | (t,s) €}
Lathato, hogy r := {(1,3), (4,2), (5,2), (3,3)} esetén
rt={(3,1),(24),(2,5),(3,3)}.

A magyar-angol szotar inverze az angol-magyar szotar.

Ertelmezziik relaciok kompoziciojat (Ssszetett relacio, kozvetett relacio) is.

2.8. Definicié. Legyen r, s relacio. Az s belsS relacio és r kiilsé relacio
kompozicidja legyen

ros:={(z,2) | van olyan y € R(s) N D(r) kozvetits elem, hogy

(z,y) € sés (y,z) €r}.
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Példaul s := {(1,2), (1,4), (2,3)}, r := {(4,3), (4,4), (3,5)} esetén
ros:={(1,3),(1,4),(2,5)}.
Természetesen elkészithets az s o r relacié is, de ez most
sor=1{.

Altalaban ros # sor.
Meglep6Gen szép relaciok kompozicidjanak inverze és az inverzek kompozicio-
janak kapcsolata:

2.3. Tétel. Legyen r,s reldcid. Ekkor (ros)™t =s1tor=t.
Mivel halmazok egyenlGségét szeretnénk igazolni, megmutatjuk, hogy
1) (ros)tcstortes
2.) s tor=tC(ros)~h

1. Legyen (p,t) € (ros)~! =
kozvetits elem, hogy (¢, q)
(gt)es i = (pt)es o

(t,p) € ros = van olyan q € R(s) N D(r)
é

€ s és (¢,p) € r = nyilvan (p,q) € r~1 és
-1
r—L.

2. Legyen (u,w) € s~ tor~! = van olyan v € R(r~*) N D(s7!) = R(s) N
N D(r) kdzvetits elem, hogy (u,v) € r=1 és (v,w) € s~! = nyilvan
(w,v) € s és (v,u) €r = (w,u) Eros= (u,w) € (ros)~t.

2.1.3. Fiiggvények
A fliggvény specialis relacio.

2.9. Definicié. Legyen f relacio. Azt mondjuk, hogy az f filiggvény, ha
barmely (z,y) € f és (z,2) € f esetén y = z.

Példaul r := {(1,2), (2,3), (2,4)} nem fiiggvény, hiszen (2,3) € r és (2,4) € r,
de 3 # 4; az f:={(1,2),(2,3),(3,3)} viszont fiiggvény.

Néhany megallapodast tesziink fiiggvények korében. Ha f fliggvény, akkor
(xz,y) € f esetén y az f fliggvény = helyen vett helyettesitési értéke, vagy
az f fiiggvény az x-hez az y-t rendeli hozza. Jelolésben: y = f(z).

Ha f fiiggvény és A := D(f), a B pedig olyan halmaz, amelyre R(f) C B
(nyilvan A a fiiggvény értelmezési tartomanya, B pedig a fiiggvény (egyik)
képhalmaza), akkor az ,,f C AxB, f fuggvény” kifejezés helyett az f:A — B
jelolést hasznaljuk (jaz f fliggvény az A halmazt a B halmazba képezi”).
Ha f fiiggvény és D(f) C A, R(f) C B, akkor f: A »— B jeloli ezt (,f az A
halmazbol a B halmazba képezs fliggvény”).

Példaul f :={(a, @), (b, 8),(g,7), (d,d), (e,e)} fliggvény. Lathato, hogy S az
f figgvény b helyen vett helyettesitési értéke, 8 = f(b).
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Ha L alatin betiik, G pedig a gorog betiik halmaza, akkor f : {a,b,g9,d,e} — G,
fla) =a, f(b) =B, f(g) =7, f(d) =6, f(e) = e. Ha csak a fiiggvény tipusara
akarunk utalni, elég az f: L — G.

Természetesen egy fliggvénynek is van inverze, ez azonban nem biztos, hogy
fliggvény lesz.

2.10. Definici6é. Legyen f : A — B fliggvény. Azt mondjuk, hogy az f
kélcs6nbsen egyértelmii (injektiv), ha kiilonb6z8 1,22 € A elemeknek
kiilonbozs B-beli elemeket feleltet meg, azaz barmely z1,20 € A, 21 # 29

esetén f(x1) # f(x2).

Ko6nnyen meggondolhatd, hogy kolcsondsen egyértelmi fliggvény inverze is
fliggvény. Részletesebben:

2.4. Tétel. Legyen f figguény, A := D(f),B := R(f), f kolcsondsen egyér-
telmi. Ekkor az f inverze f~1 : B — A olyan fiiggvény, amely barmely s € B
ponthoz azt at € A pontot rendeli, amelyre f(t) = s, (roviden: barmely s € B

esetén f(f~1(s)) =s.)

lasdval megmutathato, hogy

fog:A— C/barmely x € A esetén (f o g)(z) = f(g(x)).
Példaul a g fiiggvény minden szam duplajahoz 1-et adjon hozza (g : R — R,
g(x) :=2x 4+ 1); az f fliggvény pedig minden szdmot emeljen négyzetre (f :
‘R =R, f(x) :=2%), akkor fog: R =R, (fog)(z) = (22 +1)? lesz az f

és g kompozicioja.

Tovabbi hasznos fogalmak

Legyen f: A — B és C C A. Az f fiiggvény C-re valo lesziikitése az az
fie : C — B fiiggvény, amelyre barmely = € C esetén f|,(z) := f(x).
Legyen f: A— B,CC Aés D C B. Az

f(C):={y| van olyan x € C, amelyre f(z) =y}
halmazt a ,,C halmaz f fliggvénnyel létesitett képének” nevezziik. Az
f7UD) = {z] f(z) € D}

halmaz a ,,D halmaz f fiiggvényre vonatkozé Gsképe”. (Vigyazat! Az f—!
nem inverzfiiggvényt jelol ebben az esetben.)
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2.2. Feladatok

1

[\

w

=~

(=2

Legyen A := {2,4,6,3,5,9}, B := {4,5,6,7}, H := {n | n egész szam,
1 <n <20}. Készitse el az AUB,AN B, A\ B, B\ A halmazokat. Mi
lesz az A halmaz H-ra vonatkoz6 A komplementere?

Legyen A :={a,b}, B:={a,b,c}. Ax B=?Bx A=?

Legyen r := {(x,y) | z,y valés szam, y = x?}. r—! =? Fiiggvény-e az
r? Fiiggvény-e az r~1?

Legyen f : R — R, f(x) := i,z Készitse el az fo f, fo (folf)
fliggvényeket.

Gondoljuk végig egy f : A — B kolcsonosen egyértelmd fiiggvény in-
verzének a szemléltetését!

Gondoljuk meg, hogy egy f: A — B kolcséndsen egyértelmii fiiggvény
inverzét a kovetkezd lépésekkel lehet elGallitani:

1) Felirjuk, hogy y = f(x).

2) Felcseréljiik az x és y ,valtozokat”: x = f(y).

3) Ebbdl az ,egyenletbsl” kifejezziik az y-t az x segitségével: y = g(x).
Ez a g lesz éppen az f~! inverzfiiggvény.

Példaul: f: R — R, f(z) = 2z — 1. (Ez kolesonosen egyértelmd fiigg-

vény.)
Hy=2z-1
Nax=2y—1

r+1=2yy=1=1(z+1).
Tehat f~':R =R, f~1(z) = (= +1).
Szemléltesse is az f és f~! fiiggvényt!

Legyen f: A— B, C1,Cs C A, D1, Dy C B. Mutassuk meg, hogy
f(C1UCr) = f(Cr) U f(Ca),
f(C1NCs) C f(C1) N f(Ca),

fTHD1UDg) = f~H(D1) U f~1(Da),
fHD1NDy) = f~HDy) N f~1(Da).
Igaz-e, hogy ha C; C Cy, akkor f(Cy) C f(Cq)?

Igaz-e, hogy ha Dy C Dy, akkor f~1(Dy) C f=1(Ds)?

Legyen f: A— B, C C A,D C B.
Igaz-e, hogy f~1(f(C)) = C? Igaz-e, hogy f(f (D)) = D?
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2.3. Halmazok, relaciok, fiiggvények

A rendezett part alapfogalomnak tekintettiik, de lehetGség van halmazok se-
gitségével bevezetni a rendezett par fogalmat.

2.11. Definicié. Legyen a és b. Az (a,b) rendezett par legyen

(a,b) := {{a},{a, b}}.

Ezzel az értelmezéssel igazolhat6 a rendezett part jellemzé tulajdonség.

2.5. Tétel. (a,b) = (¢,d) ©a=césb=d.

Bizonyitds. (=) Legyen {{a},{a,b}} = {{c},{c, d}}.

1. Vagy {a} = {c}, amibdl a = ¢ kovetkezik. Tovabba {a,b} = {c,d}, de
a = ¢ miatt b = d lehet csak.

2. Vagy {a} = {¢,d}, amibdl ¢ = d és igy a = ¢ = d kovetkezik. Ekkor
(¢,d) = {{a}}, de akkor {a} = {a,b} is igaz, igy a = b. Tehat a = b =
=c=d.

(<) Nyilvanvalo!

2.3.1. Ekvivalencia és rendezési relacid

A matematika néhany ,kényes” fogalmat a relaciokkal és fiiggvényekkel hoz-
zuk kapcsolatba.

2.12. Definici6é. Legyen H # (), r C H x H, D(r) = H relacio.
Azt mondjuk, hogy

1. r reflexiv, ha Va € H esetén (x,z) € r;
2. r szimmetrikus, ha V(z,y) € r esetén (y,z) € r;

3. r antiszimmetrikus, ha minden olyan esetben, amikor (z,y) € r és
(y,x) € r, akkor z = y;

4. r tranzitiv, ha minden olyan esetben, amikor (x,y) € r és (y,2) € r,
akkor (z,z) € r.

2.13. Definicié. Ha az r relacio reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, akkor r
ekvivalencia-relacié.

2.14. Definici6. Ha az r relacio reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv, akkor
r rendezési relacio.
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Legyen ~ egy ekvivalencia-relacié a H halmazon (D(~) = H). Allapodjunk
meg abban, hogy (z,y) €~ helyett az x ~ y jelolést hasznaljuk.

A ~ ekvivalencia-relacio segitségével a H halmazt részhalmazokra bontjuk a
kévetkezs 1épésekkel.

a) Legyen © € H. Az z-hez tartozo ekvivalencia-osztaly

“/vi={ylye Hua~y}
B) Konnyen belathato, hogy ha x,z € H, akkor
vagy “/n = F/ny vagy T/ 0 7/ =0

Ez azt jelenti, hogy a H halmaz felbonthaté kézos pont nélkiili ekvivalencia-
osztalyokra.

7) Legyen
Hy :={X| 3z € H, hogy X = “/.}.

A H/_ az ekvivalencia-osztalyok halmaza.
Igazolhat6, hogy

1. a /. elemei kozos pont nélkiiliek (a 3) pontban ezt fogalmaztuk meg),
2. a H#/_ elemeinek (halmazoknak) az egyesitése kiadja a H halmazt.
Lassunk két fontos példat erre az eljarasra.

1. Legyen T a tortek halmaza, azaz

T = {p | p,q egész szam, qsé()}.
q

A T halmazon értelmeziink egy relaciot:

S|

f~§<:>ad=bc.

(=l

Végiggondolhato, hogy ~ ekvivalencia-relacio. Ekkor # /.. ekvivalencia-
osztélyba beletartozik az Gsszes olyan tort, amely ,egyenld” az 7-vel. A
7'/ halmaz pedig olyan kozds elem nélkiili halmazokra valo felbontésa a
T tortek halmazéanak, amelyek egyesitéseként visszakapjuk a T halmazt.
Az % /. egy racionalis szam, a T/, pedig a racionélis szamok halmaza.
Igy valik érthetévé, hogy % ,egyenls” %—del, %—del, hiszen ezek a tortek
reprezenténsai az 2 /~ racionalis szamnak, és a racionalis szamokkal
végzett miveletek sordn mindig a megfelel6 reprezentanst huzzuk el

az osztalybol. Példaul
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azt sugallja, hogy

)4 3= 5) 4 8/ =

o~

/o

2. A masik példaban E legyen egy sik irdnyitott szakaszainak halmaza.
Bevezetlink E-n egy relaciot: legyen

a ~ b, ha az a szakasz parhuzamos b-vel, azonos iranytak

és egyforma hosszuak.

Koénnyen lathato, hogy ~ ekvivalencia-relacio. Az /. tartalmazza az
a-val parhuzamos, vele azonos iranyd és hosszusagi irdnyitott szaka-
szokat. Egy ilyen osztily legyen egy vektor. Az ¥/ a sik vektorainak
halmaza.

Igy valik érthet6ve, hogy vektorok dsszeadasanal az egyik vektort eltol-
juk ugy, hogy a két vektor kezdSpontja megegyezzék. Valojaban mind-
két vektorbol az alkalmas reprezentans iranyitott szakaszt huzzuk eld,
azokkal végezziik el a miiveletet, és az eredd iranyitott szakaszhoz tar-
toz6 ekvivalencia-osztaly lesz az Osszeadés eredd vektora.

A rendezési relaciokkal kapcsolatban csak két egyszerd példat targyalunk.
Legyen N a pozitiv egész szamok halmaza. Legyen < az a relacio, amelyre

a < b, ha van olyan nemnegativ c egész, hogy a +c =b.

Ez a < valoban rendezési relacié. Még az is igaz, hogy barmely a,b € N esetén
vagy a < b, vagy b < a.

Az N pozitiv egészek halmazén egy maésik relaciot is bevezethetiink. Azt
mondjuk, hogy a osztéja b-nek, ha van olyan k pozitiv egész, hogy b = ak.
Az oszthatosag” relacio reflexiv (a = a - 1), antiszimmetrikus (ha b = ak és
a = bl, akkor b = blk, amibdl [k = 1, de ez csak k = 1 és | = 1 esetén igaz,
tehat a = b) és tranzitiv (ha b = ak, ¢ = bl, akkor ¢ = akl, azaz a osztoja
c-nek), tehat az ,oszthatosag” is rendezési relacio az N halmazon. Csak nem
olyan ,szép”, mint a < volt, hiszen, van olyan a,b € N, amelyre a nem osztdja
b-nek, és b sem osztoja a-nak. (Példaul a : =4 ésb:=7.)

2.3.2. Halmazok szamossaga

Gyakran hasonlitjuk 6ssze halmazok elemszamat, ezt formalizaljuk az alabbi
definiciéban.

2.15. Definici6é. Legyen A, B halmaz. Azt mondjuk, hogy A szamossiga
egyenlé a B szamossigaval, ha van olyan ¢ : A — B fiiggvény, amelyre
R(¢) = B, és ¢ kolcsonosen egyértelmd. [Az ilyen ¢ fiiggvényt bijekciénak
nevezzik A és B kozott.|
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Példaul a pozitiv egészek N halmaza és a pozitiv paros szamok P halmaza
egyenl§ szamossagi, hiszen a

¢:N—= P, ¢(n):=2n
fliggvény bijekcio N és P kozott.

2.16. Definici6. Legyen A halmaz. Azt mondjuk, hogy A végtelen (sza-
mossagi) halmaz, ha 34’ C A, A’ # A, hogy 3¢ : A — A’ bijekcio.

Az el6bbi példa éppen azt mutatja, hogy N végtelen halmaz.

2.17. Definici6. Legyen A végtelen halmaz. Azt mondjuk, hogy A meg-
szamlalhat6, ha 3¢ : N — A bijekcio.

Meglepd, de a racionalis szamok Q halmaza megszamlalhato.

Irjuk fel az 1,2,3,...,n, ... nevezdji torteket soronként.
3 2 1 0 1 2 3
-1 IS | 1771 i 71
. 3 [ R S
2 T3 3 S 2 T 3 2 2
3 \21’ 1 0 1 ;r E]’;
“3 T3 7 T3 7 3 7 3 7 3 3
1
A ¢ : N — Q bijekciot agy készitjiik, hogy
0 1 1 1
1) := - 2) = — == 4) = ——, ...
o) =1, 62 =1, 0(3) =5 o4)i=—3,

A rajz szerinti lépegetéssel haladunk, iigyelve arra, hogy olyan tortet ugorjunk
at, amely mar egyszer sorra keriilt. Ezzel biztositjuk, hogy valoban koélcso-
nosen egyértelmi maradjon a fliggvénytink. Lathato az is, hogy el6bb-utobb
minden racionélis szdmhoz eljutunk, igy ¢ bijekcié lesz N és Q kozott, ami
azt jelenti, hogy Q megszamlalhato.



3. fejezet

Szamhalmazok

Kiskorunktol szamolunk a valos szamokkal, 6sszeadjuk, szorozzuk, osztjuk
6ket, hatvanyozunk, abszolut értékét vessziik a szamoknak. Egyenleteket,
egyenl6tlenségeket ,rendeziink”. Most lefektetjiik azt a viszonylag egyszert
szabalyrendszert, amelybdl a megtanult eljarasok levezethetk. Az alabbi té-
makoroket targyaljuk:

e Val6s szamok halmaza

e Természetes szamok halmaza

e Fgész szamok és racionélis szamok halmaza
e Fels§ és alsd hatar

e Intervallum és kdrnyezet

e Hatvanyozas definicidja és azonossagai

e Komplex szadmok halmaza

e Komplex szam trigonometrikus alakja, mtveletek

3.1. Valo6s szamok

3.1.1. A valds szamok axidémarendszere

Legyen R nem iires halmaz. Tegyiik fel, hogy van még egy Osszeadasnak
nevezett + : R x R — R és egy szorzasnak nevezett - : R x R — R fiiggvény
is, amelyek a kovetkezs tulajdonsagokkal rendelkeznek:

al. barmely a,b € R esetén a + b = b + a (kommutativitas),

13
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a2. barmely a,b,c € R esetén a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢ (asszociativitas),

a3. van olyan 0 € R elem, hogy barmely a € R esetén a + 0 = a (0 az
Osszeadésra nézve semleges elem),

ad. barmely a € R esetén van olyan —a € R ellentett elem, hogy a+(—a) = 0.
ml. barmely a,b € R esetén a-b=5-a,
m2. barmely a,b € Reseténa-(b-c)=(a-b)-c,

m3. van olyan 1 € R elem, hogy barmely a € R esetén a-1 = a (1 a szorzéasra
nézve semleges elem),

m4. barmely a € R\ {0} esetén van olyan é € R reciprok elem, hogy a% =1,

d. barmely a,b,c € R esetén a - (b+ ¢) = ab+ ac (disztributiv a szorzas az
Osszeadasra nézve).

Lathato, hogy a szorzas szabélyrendszere a 4. kdvetelményben 1ényegesen el-
tér az Osszeadastol (egyébként nem is killonbozne az Gsszeadas és a szorzas).
A d. is az eltérést erdsiti.

Tegyiik fel, hogy R-en van egy olyan < (kisebb vagy egyenlének nevezett)
rendezési relacid, amely még a kovetkez§ tulajdonsagokkal rendelkezik:

rl. barmely a,b € R esetén vagy a < b, vagy b < a,

r2. minden olyan esetben, amikor a < b és ¢ € R tetszbleges szam, akkor
a+c<b+ec,

r3. minden olyan esetben, amikor 0 < a és 0 < b, akkor 0 < ab.

Allapodjunk meg abban, hogy az a < b, a # b helyett a < b jelolést haszna-
lunk. (Sajnos a < nem rendezési relacio, mert nem reflexiv.)

Az al.—ad., ml.—m4., d., r1.-r3. alapjan levezethets az Gsszes egyenlGséggel és
egyenl6tlenséggel kapcsolatos ,szabaly”. Kiegészitésil harom fogalmat kiilon
is megemlitiink.

3.1. Definicid. Legyen a,b € R, b # 0. Ekkor § :=a- %.

Az osztas tehat elvégezhetd a valos szamokkal.

3.2. Definici6. Legyen z € R. Az x abszolat értéke

= z, haO<z
T -, ha xz <0,z #0.
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Hasznosak az abszolut értékkel kapcsolatos egyenlStlenségek.
1. Barmely € R esetén 0 < |z.
2. Legyenz € Rése € R, 0<e. Ekkor z <¢, és —ax <e<=|z|<e.
3. Barmely a,b € R esetén |a + b| < |a| + [b| (haromszog-egyenlStlenség).
4. Barmely a,b € R esetén ||a| — ||| < |a — b].

Ko6nnyen igazolhatoak ezek az allitasok. A 4. bizonyitasat megmutatjuk.
Tekintsiik az a = a — b + b egyenlGtlenséget. Ekkor a 3. szerint

la| =la—b+b] <l|a—0bl+ |b].

Az 2. szerint —|b| szamot mindkét oldalhoz hozzaadva nem valtozik az egyen-

16tlenség
la| + (=[b]) = |a| — |b] < [a —b]. (3.1)

Hasonl6é meggondoléssal
b=b—a+a

bl =1b—-a+al <|b—a|+]a| /—]a|
b = |a| < |b— al
= (lal =) < b —a| = |a = b]. (3:2)

Az (3.1) és (3.2) a 2. tulajdonsag szerint (x := |a| — |b|; € := |a — b| szerep-
osztéssal) éppen azt jelenti, hogy ||a| — ||| < |a — b|.

3.1.2. Természetes, egész és racionalis szamok

Most elkiilonitjiik az R egy nevezetes részhalmazat.
Legyen N C R olyan részhalmaz, amelyre
1°1 €N,
2 barmely n € N esetén n+ 1 € N,
3° barmely n € N esetén n+ 1 # 1 (az 1 az ,els§” elem),
4° abbdl, hogy a) S C N,

b)leS,

c) barmely n € S eseténn+1¢€ S

kovetkezik, hogy S = N. (Teljes indukcio.)

Az R-nek az ilyen N részhalmazat a természetes szamok halmazanak
nevezzik.
Kiegészitésiil alljon itt még néhany megallapodas:

Z:=NU{0} U{m € R| —m € N} az egész szamok halmaza
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Q:={x€R| vanolyan p € Z,q € N, hogy z = g} a racionalis szamok
halmaza

Q* :=R\ Q az irracionalis szamok halmaza

Az N segitségével a miiveleti, rendezési szabalyrendszer mellé a harmadik ko-
vetelményt illesztjiik az R-hez.

Arkhimédész-axiéma: Barmely a,b € R,0 < a szdmokhoz van olyan n €
€ N, hogy b < na.

Az Arkhimédész-axioma kovetkezményeként megmutatjuk, hogy barmely K €
€ R szamhoz van olyan n € N természetes szadm, amelyre K < n, ugyanis az
a:=1, b:= K szereposztassal az axiéma ilyen természetes szamot biztosit.
Megmutatjuk azt is, hogy barmely ¢ € R,0 < ¢ esetén van olyan n € N
természetes szam, hogy % < €, ugyanis legyen a := ¢ és b := 1. Az axio-
ma szerint van olyan n € N, hogy 1 < n - e. Rendre alkalmazva a megfelel§
szabalyt”

1 < ne /+(=1)
1

0 —1 =

ne /n

1 1 1
0 < ~(ne—1)=e—— -

n(m )=¢ n /+n
1
- < e
n

Az Arkhimédész-axioméval sem valt még minden igényt kielégitévé az R.
Sziikségiink lesz egy utolsé axioméra, amelyet néhany fogalommal készitiink
els.

3.1.3. Felso és also hatar

3.3. Definicié. Legyen A C R, A # (). Azt mondjuk, hogy A feliilrsl kor-
latos szamhalmaz, ha van olyan K € R, hogy barmely a € A esetén a < K.
Az ilyen K az A halmaz egyik felsG korlatja.

Legyen A C R, A # {) feliilr6l korlatos halmaz. Tekintsiik a
B :={K € R | K fels6 korlatja az A halmaznak}
halmazt. Legyen a € R a B halmaz legkisebb eleme, azaz olyan szam, amelyre
1° o € B (« is fels6 korlatja az A halmaznak),

2° barmely K € B fels6 korlatra o < K.
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A kérdés csupan az, hogy van-e ilyen a € R.

Fels6 hatar axiémaja: Minden feliilr6l korlatos A € R, A # () halmaz-
nak van legkisebb fels6 korlatja.

Az ilyen a € R szdmot (amely nem feltétleniil eleme az A halmaznak) a
halmaz fels6 hataranak nevezziik, és igy jeloljik:

a:=supA (,z A halmaz szuprémuma”)
Nyilvéan igaz a sup A két tulajdonséaga:
1° barmely a € A esetén a < sup A,
2° barmely 0 < € esetén van olyan o’ € A, hogy (sup A) —e < a'.

A miiveleti, rendezési szabalyrendszerrel, az Arkhimédész-axiomaval és a fel-
s6 hatar axioméajaval teljessé tettiik az R valds szamok halmazét. Ezzel biztos
alapot teremtettiink a jovébeni szamolasokhoz is.

Néhany tovabbi megéllapodés.

3.4. Definici6. Legyen A C R, A # (). Azt mondjuk, hogy A alulrél kor-
latos, ha van olyan L € R, hogy minden a € A esetén L < a. Az L az A
halmaz egyik als6 korlatja.

Legyen A alulrdl korlatos szamhalmaz. Az A alsé korlatjai koziil a legna-
gyobb a halmaz als6 hatara. (Ennek létezéséhez mar nem kell ijabb axioma,
visszavezethetS a fels§ hatar létezésére.) Az A halmaz alsé hatarat

infA (,az A halmaz infimuma”)
jelolje. Nyilvan igaz, hogy
1° barmely a € A esetén inf A < a,

2° barmely 0 < € esetén van olyan a’ € A, hogy a’ < (inf A) + «.

3.1.4. Intervallumok és kornyezetek

3.5. Definici6. Legyen I C R. Azt mondjuk, hogy I intervallum, ha bar-
mely z1,x9 € I, x1 < T3 esetén minden olyan x € R, amelyre z; < z < x3,
fennall, hogy x € I.

3.1. Tétel. Legyen a,b € R,a < b, ekkor az aldbbi halmazok mindegyike
intervallum.
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[a,b] :={x € R |a < a < b}
b):

[a,

{reR|a<z<b}

(a, {reR|a<z<b}

b):
(a,b):

{reR|a<z<b}
Végtelen intervallumokra bevezetjiik az alabbi jeloléseket.
[a,+00):={z €R|a <z}
(a,400):={x € R|a < z}; (0,+00) = RT
(—o0,al:={z eR |z <a}
(—o0,a):={x e R |z < a}; (—00,0) = R~
(—00,4+00) :=R
Megemlitjiik, hogy az [a,a] = {a} és az (a,a) = () elfajuld intervallumok.

3.6. Definici6é. Legyen a € R,r € RT. Az a pont r sugari kdrnyezetén
a

K.(a) :=(a—r,a+r)
nyilt intervallumot értjiik. Azt mondjuk, hogy K (a) az a pont egy kdrnye-
zete, ha van olyan r € RT, hogy K(a) = K,(a).
3.1.5. Valés szamok hatvanyai

3.7. Definicié. Legyen a € R. Ekkor a' :=a,a® :=a-a,a® :=a%-a,...,a":
. ,n—1
=a -a,...

3.8. Definici6. Legyena € R, 0 < a. A v/a jelentse azt a nemnegativ szamot,
amelynek négyzete a, azaz 0 < \/a, (v/a)? = a.

Vegyiik észre, hogy barmely a € R esetén va? = |al.

3.9. Definicié. Legyen a € R k € N. A 2*+/q jelentse azt a valos szamot,
amelynek (2k + 1)-edik hatvanya a.

Vegytik észre, hogy ha 0 < a, akkor 2*%/a > 0, és ha a < 0, akkor 2**V/a < 0.

3.10. Definici6. Legyen a € R,0 < a,k € N. A %/a jelentse azt a nemne-
gativ szamot, amelynek (2k)-adik hatvanya az a.

Vezessiik be a kovetkezs jelolést: ha n € N és a € R az n paritasanak megfe-

lels, akkor )
a» = a.
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3.11. Definicié. Legyen a € RT,p, ¢ € N.

ya
a? = v/aP.

3.12. Definicié. Legyen a € RT,p, ¢ € N.
P 1
q ap :
3.13. Definicié. Legyen a € R\ {0}. Ekkor a° := 1.

Lathato, hogy ezzel a definicidlancolattal egy a € RT barmely r € Q raciona-
lis kitevGji hatvanyat értelmeztiik. Belathato, hogy a definicibkban szerepld
szamok egyértelmtien léteznek, és érvényesek a kovetkezd azonosségok:

1° a € RT,r, s € Q esetén a” - a® = a" %,
2° a € RT,r € Q esetén a” - b" = (ab)",

32 a e RT r, s € Q esetén (a”)* = a™.

3.2. Feladatok

1. Legyen a,b € R. Mutassuk meg, hogy
(a+0b)?:=(a+0b)(a+b)=a’®+2ab+b?,
a?—b*=(a—0b)(a+b),

a’ — b3 = (a—b)(a® + ab + b?),
a® + b3 = (a+b)(a® — ab+ b?).
2. Mutassuk meg, hogy minden =z € R, x # 1 és barmely n € N esetén

mn-{-l -1

=l4+az+a®+-- +a"
z—1

3. (Bernoulli-egyenl6tlenség)
Legyen h € (—1,4+00) és n € N. Mutassuk meg, hogy
(I+h)">1+nh.
Megoldds: Legyen S :={n € N| (1+ h)" > 1+ nh}.

1°1€S,mert (1+h)t=1+1-h.
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2° Legyen k € S. Megmutatjuk, hogy k + 1 € S, ugyanis

(14 h)Ft! (L+Rh)*1+h) > (1+Kkh)(1+h)=
= 1+ (k+Dh+kh®>>1+(k+1)h.

(A rendezés szabélyai mellett felhasznaltuk, hogy k € S, azaz (1+h)F >
> 1+ kh.)

Emlékezve az N bevezetésének 4° kovetelményére, ez azt jelenti, hogy
S = N, azaz minden n € N esetén igaz az egyenlGtlenség. Ezt a bizo-
nyitasi modszert hivjék teljes indukcionak.

. Legyen a,b € RT.

b 2 [a? + b2
A2 = at s G2 = vab, H2 = 15 N2 = ot
2 + 3 2

Mutassuk meg, hogy Hy < Go < As; < Ny és egyenlGség a szamok

kozott akkor és csak akkor all, ha a = b.

Q=

Ezek nagymeértéki altalanositasa is igaz.
Legyen k € N (k > 3) és x1,a,..., 7, € RT.

T+ To+ -+ xp
— . Gy = Yaws -y,

k 22+ a4+ a2
HkZ: i i T thz\/l 2 k.
ottt k

Igazolhato, hogy Hyp < G < A < Ni, és egyenlGség a szamok kozott
akkor és csak akkor all fenn, ha z1 =29 = ... = zy.

Ak =

. Legyen h € R és n € N. Ekkor

(1+h)"=1+nh+ <Z>h2+ <§>h3+~~+h",
ahol felhasznalva, hogy k! :=1-2-... -k, az
n n!
=—F7, k=012,...
(k) Kl (n— k)l Sl
(kiegészitésiil 0! := 1).

Ebbdl igazolhaté a binomialis tétel:
Legyen a,b € R, n € N. Ekkor
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6. Legyen A := {17 | n € N}. Mutassuk meg, hogy A feliilr¢l korlatos.
MiasupA?

Megoldds : Mivel barmely n € N esetén n < n+1, ezért 15 <1, tehat

a K :=1 fels6 korlat. Megmutatjuk, hogy sup A = 1, ugyanis
1° Barmely n € N esetén 27 < 1.

2° Legyen € € RT. Keresiink olyan n € N szamot, amelyre

n

> 1—e.
n+1
> (Il—-¢e)n+l)=n—en+1-—¢
en > 1l—¢
1—¢
n >
e

l1—¢
g

Mivel barmilyen szamnal, igy az € R szamnal is van nagyobb

természetes szam, legyen ez n’ € N, ezért az nfil € A olyan, hogy

w1 > 1 —e. Tehat sup A = 1.

7. * Legyen E := {(®t1)" | n € N}. Mutassuk meg, hogy E C R feliilré]
korlatos.
Megoldds : Megmutatjuk, hogy barmely n € N esetén

1 n
(n + > <4
n
Legyen n € N, és tekintsiik az i("T'H)” szamot. A 4. példaban szerepld
szamtani (Ay) és mértani (Gy) kozép kozotti egyenlStlenség szerint

1 /n+1 "71 1 n+1 n+1 n+1
4 n 2 2 n n n

1,1 +1 +1 41 "2
sttt o 5 _
< =1,

- n+2

ezért ()" < 4, tehat E feliilrél korlatos. A felsé hatér axiomaja
szerint van fels§ hatara. Legyen e := sup F.
Megjegyezziik, hogy ezt a fels6 hatart soha senki nem tudta és tudja
megsejteni (nem ugy, mint a 6. példaban...). KozelitSleg e ~ 2,71.
Euler nevéhez fliz6dik az e szam bevezetése.

8. Legyen

() (8 G2 ()}
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Létezik-e inf P? (Ha mar belatta, hogy létezik az inf P, ne keseredjen
el, ha nem tudja megadni. Megoldatlan a probléma.)

3.3. Komplex szamok

3.3.1. A komplex szam fogalma, miiveletek

Ugy altalanositjuk a valés szamokat, hogy a miiveletek tulajdonsagai ne val-
tozzanak.

Legyen C := R x R a valés szdmpérok halmaza. Vezessiik be az Osszeadést
agy, hogy az (a,b), (c,d) € C esetén

(a,b) + (c,d) := (a+c,b+d);
a szorzéast pedig gy, hogy
(a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + bc).
Ko6nnyen ellenérizhetd az 6sszeadas és a szorzas néhany tulajdonsaga.
al. ¥Y(a,b), (c,d) € Cesetén (a,b)+(c,d) = (¢,d)+ (a,b) (kommutativitas),
a2. ¥Y(a,b), (c,d), (e, f) € Cesetén (a,b)+((c,d)+ (e, f)) = ((a,b)+(c,d))+

+ (e, f) (asszociativitas),
a3. ¥Y(a,b) € C esetén (a,b) + (0,0) = (a,b),

ad. Y(a,b) € C esetén a (—a, —b) € C olyan lesz, hogy (a,b) + (—a,—b) =
= (0,0),

ml. V(a,b), (¢,d) € C esetén (a,b) - (¢,d) = (¢,d) - (a,b) (kommutativitas),
m2. Y(a,b),(c,d), (e, f) € C esetén (a,b) - ((¢,d) - (e, f)) = ((a,b) - (¢,d))-
(e, f) (asszomatlmtas),

m3. V(a,b) € C esetén (a,b) - (1,0) = (a,b),
m4. V(a,b) € C\ {(0,0)} esetén az (543, —ﬁ) € C olyan, hogy

a b
b) - —
(a,0) (a2+b2’ a2+b2)

= (170)7

d. Y(a,b),(c,d), (e, f) € C esetén
(a7b) : [(07 d) + (e7f)] = (avb) ) (07 d) + (avb) : (67f)

(a szorzas disztributiv az Osszeadasra nézve).
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(a,b)=a+ib

3.1. 4bra

Az al.—a.4, m1..m.4 és d. tulajdonsagok indokoljak, hogy a valos szamokkal
végzett miveletek, szamolasok (amelyek Osszeadast, szorzast tartalmaznak
és legfeljebb egyenlGségekre vonatkoznak) a komplex szdmokkal ugyantgy
végezhetdk el.

Azonositsuk az a € R valés szamot és az (a,0) € C komplex szamot. (Nyil-
vanvaloan bijekcio létezik az R és az R x {0} C C halmaz kozott.) Vezessiik
be az i := (0,1) € C képzetes egységet. Ekkor barmely (a,b) € C komplex
szamra

(a,b) = (a,0) + (0,1)(b,0) = a + ib.

(A masodik egyenlGség az azonositas kivetkezménye!)
Figyelembe véve, hogy i? = (0,1) - (0,1) = —1, egyszertivé valik az dsszeadas

a+ib+c+id=a+c+i(b+d),
és a szorzas is
(a+1b) - (c+1id) = ac — bd + i(ad + bc).

A komplex szamot helyvektorként szenléltethetjiik (3.1} abra).
Az bsszeadas a vektorok Osszeadasanak ,paralelogramma szabélyanak” meg-

felels (3.2| abra).

3.3.2. Komplex szamok trigonometrikus alakja

Egy a + ib € C komplex szamhoz hozzarendelhetjiik az abszolut értékét és
iranyszogét (3.3} abra).
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c+id

atib

a+c+i(b+d)

3.2. dbra

at+ib

3.3. dbra
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P

o+

3.4. dbra

Az abszolut érték: r = va? + b2.
Az iranyszog siknegyedenként adhaté meg:

arctgg, haa>0éb>0

x haa=06sb>0

) m—arctg|?], haa<0éb>0
9= 71'Jra1rctg§|7 haa<0ésb<0

3 haa=0éb<0
2m —arctg|2|, haa>08éb<0

Lathato, hogy az iranyszogre ¢ € [0,27). Megjegyezziik, hogy a = 0,b = 0
esetén 7 = 0, és az irdnyszog ekkor tetszélegesen valaszthato.

Ha egy a + ib € C komplex szdmnak r az abszolut értéke és ¢ az iranyszoge,
akkor

a=rcos¢, b=rsing,
ezért a+ib = r(cos ¢+isin ¢). Ez a komplex szam trigonometrikus alakja.
A komplex szamok trigonometrikus alakjanak felhasznalasaval szemléleteseb-

bé valik a komplex szamok szorzasa is.
Legyen r(cosa + isina), p(cosf +isin ) € C, ekkor

r(cosa + isina) - p(cos B +isinf) =
= rp(cos acos B — sin asin 8 + i(sin acos 8 + cos asin f§)) =
= rp(cos(a + B) + isin(a + B)).
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Tehét a szorzasnal az abszolut értékek Osszeszorzodnak, az irdnyszogek pedig
Osszeadodnak (3.4} abra).

A hatvanyozas a komplex szam trigonometrikus alakjaval igen egyszertien
végezhets el. Ha z = a + ib = r(cos ¢ + isin ¢) € C és n € N, akkor

2" = (a+ib)" = [r(cos ¢ + isin @)]"™ = r"(cos ne + i sin ng),

azaz a komplex szam n-edik hatvanyanal az abszolat érték n-edik hatvanya
és az iranyszog n-szerese jelenik meg a 2™ trigonometrikus alakjaban.



4.

fejezet

Elemi fuiggvények

Ismertetjiik a valés szamok halmazan értelmezett, valos szam értékd fliggveé-
nyek legfontosabb tulajdonsagait. Definidljuk a gyakran hasznalt valos-valos
fliggvényeket, melyeket elemi fiiggvényeknek neveznek. Az alabbi témakoro-
ket targyaljuk:

4.1.

Miiveletek valos fliggvényekkel

Korlatos, monoton, periodikus, péaros, paratlan fliggvény fogalma
Hatvéanyfiiggvények

Exponencialis és logaritmus fliggvények

Trigonometrikus fiiggvények és inverzeik

Hiperbolikus fiiggvények és inverzeik

Néhany kiilonleges fiiggvény

Valos-valés fiiggvények
alaptulajdonsagai

4.1. Definicié. Legyen f: R D>— R, A € R. Ekkor

Af:D(f) = R, (Af)(x) == Af(x).

4.2. Definici6. Legyen f,g:R D= R, D(f) N D(g) # 0. Ekkor

f4+g:D(f)ND(g) = R, (f+g)(x):= f(z)+g(x)
f-9:D(f)ND(g) = R, (f-g)(x) = f(z)-g(z).

27
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4.3. Definicié. Legyen g : R >— R, H := D(g9)\{z € D(g) | g(z) =0} # 0.
Ekkor

1/g: H—>R, (1/g)(x) := e

4.4. Definicié. Legyen f,g: R D= R

f
r f-1/g

4.5. Definicié. Legyen f : R D— R. Azt mondjuk, hogy f feliilrél korlatos
fiiggvény, ha R(f) C R feliilrél korlatos halmaz.

Azt mondjuk, hogy f alulrél korlatos fiiggvény, ha R(f) C R alulrol korla-
tos halmaz.

Azt mondjuk, hogy f korlatos fiiggvény, ha R(f) C R alulrdl is és feliilrdl is
korlatos halmaz.

4.6. Definicié. Legyen f : R >— R. Azt mondjuk, hogy f monoton névé
fiiggvény, ha barmely x1,z2 € D(f), x1 < 22 esetén f(x1) < f(z2).
Az f szigortian monoton névé, ha barmely x1, x5 € D(f), 21 < x2 esetén

f(z1) < f(z2).

Azt mondjuk, hogy f monoton cs6kkend fiiggvény, ha minden z1,zs €
€ D(f), x1 < mg esetén f(xy) > f(x2).

Az f szigortian monoton cstkkend, ha barmely z1,29 € D(f), 21 < x4
esetén f(x1) > f(z2).

4.7. Definicié. Legyen f : R D— R. Azt mondjuk, hogy f péaros fiiggvény,
ha

1° minden z € D(f) esetén —z € D(f),
2° minden x € D(f) esetén f(—z) = f(x).

4.8. Definicié. Legyen f : R >— R. Azt mondjuk, hogy f paratlan fiigg-
vény, ha

1° minden z € D(f) esetén —x € D(f),
2° minden = € D(f) esetén f(—z) = —f(x).

4.9. Definicié. Legyen f : R D— R. Azt mondjuk, hogy f periodikus
fliggvény, ha létezik olyan p € R, 0 < p szam, hogy

1° minden x € D(f) esetén x + p, x — p € D(f),
2° minden z € D(f) esetén f(z +p) = f(z —p) = f(z).

A p szam a fliggvény egyik periodusa.
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id
4.1. abra
id?
1
1
4.2. abra
4.2. Az elemi fiiggvények
4.2.1. Hatvanyfiiggvények
Legyen id : R D— R, id(z) := z. Az id szigorian monoton novs, paratlan

fiiggvény (4.1} abra).

Legyen id® : R o— R, id%(z) := 2. Az id2|R+ szigortian monoton nove, az
id2h&— szigortian monoton fogyo. Az id? paros 1 abra).

Legyen id® : R o= R, id®(z) := #3. Az id® szigortan monoton névé, pé-
ratlan fuggvény (4.3l abra). Ha n € N, akkor id"” : R — R, id"(z) := 2"
fliggvény paros n esetén az id2, paratlan n esetén az id® tulajdonsagait 6rokli.
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4.3. dbra

4.4. dbra

Legyen id™" : R\ {0} — R,id '(z) := 1/z. Az id_‘lk_ és az id_‘1 . szigo-

R

rian monoton fogy6 (de id™! nem monoton!). Az id~" paratlan (4.4l abra).

Legyen id ™2 : R\ {0} — R,id *(z) := 1/2%. Az id”} szigoran mono-

Iz

ton né, az id_l2 N szigortian monoton fogy. Az id =2 paros | abra).
R

Legyen n € N. Az id™" : R\ {0} — R,id " (z) := 1/z™ fiiggvény paros
n esetén az id 2, paratlan n esetén az id ™' tulajdonsagait 6rokli.

Legyen id'/? : [0,00) — R, id"/?(z) := /z. Az id"/? szigortian monoton
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id™?

4.5. dbra

idl/Z

4.6. dbra

novekeds fliggvény l abra). Megemlitjiik, hogy az id2|[0,oo> kolesdnosen
egyértelmi fliggvény inverzeként is értelmezhets a id/2.

Legyen r € Q. Az id" : Rt — R, id"(z) := z". Néhany r esetén szemlél-
tetjiik az id" fiiggvényeket (4.7 abra).

Végiil legyen id® : R — R, id%(z) := 1. Az id® monoton névekeds, mono-
ton fogyo is, paros fiiggvény. Barmilyen p > 0 szam szerint periodikus (4.7]
abra).
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4.7. dbra

exp, a<l exp, gpl

1 exp,

4.8. dbra

4.2.2. Exponencialis és logaritmus filiggvények
Legyen a € R*. Az a alapti exponencialis fiiggvény

x

exp, : R = R, exp,(z) :=a".

exp, szigortian monoton novs, ha a > 1,
exp, szigortian monoton fogyo, ha a < 1,

exp, = id’, ha a = 1 (monoton névs é monoton fogyo is) (4.8l dbra).
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exp

/

4.9. dbra

Ha a > 0 és a # 1, akkor R(exp,) = RT, azaz csak pozitiv értéket vesz fel
az exp, (és minden pozitiv szdmot fel is vesz). Barmely a > 0 esetén minden
r1, Ty € R mellett

exp, (z1 + 12) = exp, (1) - exp, (z2).

(Ez a legfontosabb ismertetdjele az exponencialis fliggvényeknek.) Kitiinte-
tett szerepe van az exp, =: exp fliggvénynek abra) (e az el6z6 fejezet
7.* példajaban szereplé Euler-féle szém).

Legyen a > 0,a # 1. Mivel exp, szigortian monoton, ezért kdlcsénosen egy-
értelmd is, tehat van inverzfiiggvénye.

log, = (exp,) "
lesz az a alaptu logaritmus fiiggvény (4.10} abra). Tehat
log, : Rt - R, log,(r) =y, amelyre exp,(y) = .

Ha a > 1, akkor log, szigorian monoton novekedd, ha a < 1, akkor log, szi-
gorian monoton fogy6. Alapvetd tulajdonsiga a logaritmus fliggvényeknek,

hogy

1° barmely a > 0, a # 1 és minden x1,z2 € RT esetén
log,, (z122) = log, x1 + log, 22,
2° barmely a > 0, a # 1 és minden z € RT és k € R esetén

log, =¥ = klog, x,
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Ioga a>1

Ioga a<l

4.10. abra

4.11. abra

3° barmely a,b > 0, a,b # 1 é minden = € RT esetén

1
log, z = 8T
log, a

A 3° tulajdonsag szerint akar egyetlen logaritmus fliggvény szamszorosaként
az Osszes logaritmus fliggvény elGall. Ezért is van kitlintetett szerepe az e
alapt logaritmusnak:

In := log,

a természetes alapt logaritmus” (4.11] abra).
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2
1
P
1 X
sin x
@
4.12. abra
1
sin
2 /
w2 us 21
-1
4.13. abra

4.2.3. Trigonometrikus fiiggvények és inverzeik

Legyen sin : R — R, sinz := Ne keressen egy formulat! Vegyen fel egy 1
sugaru kort. A kézéppontjan 4t rajzoljon két egymésra merdleges egyenest.
Az egyik az (1) tengely, a masik a (2) tengely. Ahol az (1) tengely (pozitiv
fele) metszi a kort, abbél a pontbél ,mérje fel az © € R szamnak megfelel§
ivet a kor keriiletére”. [Ez a mivelet nagy kéziigyességet igényel!...| Az iv P
végpontjanak masodik koordinataja legyen a sinx abra). A sin fiigg-
vény paratlan, p = 2x szerint periodikus abra). R(sin) = [—1,1].
Legyen cos : R — R, cosz := sin(z + §). A cos fliggvény péros, p = 27
szerint periodikus abra). R(cos) = [—1,1].
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4.14. abra

Alapvetd Osszefliggések :

1° Barmely = € R esetén cos? z + sin?z = 1,

2° Barmely z1,x2 € R esetén sin(z1 4+ x2) = sinz cos x5 + cos z1 sin x4,
cos(x1 + T2) = cos xy cos o — sin xy sin .

Legyen tg := S8 é5 ctg :=

cos

cos
sin *

Az értelmezéshdl kovetkezik, hogy
Di(tg) :R\{g+lm | keZ}, D(ctg) = R\ {kr | k € Z}.
A tg és ctg is paratlan, p = 7 szerint periodikus (4.15] és abra).

A trigonometrikus fiiggvények periodikussdguk miatt nem kolcséndsen egy-
értelmiiek.
Tekintsiik a Sin‘[ ~ . lesziikitést. Ez a fiiggvény szigortian monoton néveke-

2’2
dg, ezért kolesonosen egyértelmd, igy van inverz fiiggvénye:

arcsin := (sin_, , )"
-%.5]
Az értelmezésbdl arcsin @ [-1,1] — [, T, arcsinz = a, amelyre sina = .

Az arcsin szigortan monoton novekedd, paratlan fiiggvény (4.17} abra).

A cos fliggvény [0, 7] intervallumra valo lesztikitése szigorian monoton fo-
gyo, ezért van inverzfiiggvénye:

arccos := (cos|;, )~
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w2

4.15. abra

ctg

w2

4.16. abra
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w2
arcsin
-1
1
-T2
4.17. abra
s
arccos
1 1
4.18. abra
Az értelmezésbol kovetkezik, hogy arccos : [—1,1] — [0,7], arccosz = «,

amelyre cosa = .
Az arccos fiiggvény szigortian monoton fogy6 (4.18 abra).
m™ T

A tg fiiggvény (-7, 5) intervallumra valo lesztikitése szigortan monoton né-

v, ezért van inverzfliggvénye:
)71

Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy arctg: R — (=5, §), arctg = = «, amelyre
tg o =x.
Az arctg szigortian monoton novekeds, paratlan fiiggvény (4.19] abra).

arctg := (tg|<_

-
5
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w2

arctg

-2

4.19. abra

w2

arcctg

4.20. abra

A ctg fliggvény (0, 7) intervallumra valo lesztikitése szigortian monoton fogyo,
ezért van inverzfliggvénye:

arcctg := (Ctgl(o,w) )

Az értelmezésbol kovetkezik, hogy arcctg : R — (0, 7), arcctg & = a, amelyre
ctg o = x.
Az arcctg szigortian monoton fogy6 fiiggvény (4.20] abra).
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sh

4.21. abra

ch

[N

4.22. abra

4.2.4. Hiperbolikus fiiggvények és inverzeik

ef—e””

2

Legyen sh : R — R, shx := . Az sh szigortian monoton névé, paratlan

fiiggvény (4.21] abra).
e“+e *

Legyen ch : R — R, chx = 5 —- A ch  szigoran monoton fogy6, a

chy_, szigorian monoton névs. A ch péros fiiggvény. R(ch) = [1, +00). Gyak-
ran lancgorbének is nevezziik ezt a fliggvényt (4.22] abra).

Alapvetd Osszefliggések :

1° Barmely z € R esetén ch?z — sh?z = 1.
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cth

4.23. abra

2° Barmely z1, 22 € R esetén
sh(z1 + x2) = shaichay + chzishas,
Ch([El + IQ) = Ch.TlChZCQ + thlshzg.

. sh .—ch
Legyen th := L cth := -

Az értelmezésbél kévetkezik, hogy th : R — R, tha = £, cth : R\

\ {0} = R, cth x = Z;fZ_T A th és cth paratlan fiiggvények 1 abra).

A th szigortan novekedd fiiggvény. R(th) = (—1,1).
A cthy _ szigortan fogyd, a cth|_, szigortian nové fliggvény.
R(cth) =R\ [-1,1].

Az sh szigortian monoton névekedd fiiggvény, ezért van inverzfiiggvénye:
arsh := (sh) ™'

Az értelmezésbol kovetkezik, hogy arsh : R — R, arsh z = In(z + Va2 + 1)
(lasd az 5. feladatot). Az arsh szigorian monoton novekedd, paratlan fligg-
vény (4.24] abra).

Az ch figgvény [0, 00) intervallumra valo lesziikitése szigortian monoton no-
vekedd, ezért van inverzfiiggvénye:
-1

arch := (ch‘[o,oo))
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arsh

4.24. dbra

arch

4.25. abra
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arth

4.26. abra

Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy arch : [1,00) — [0,00), arch z = In(x +
+ V22 —1). Az arch szigortan monoton névekedé fiiggveny (4.25 abra).

Az th szigortian monoton névekedd, ezért van inverzfiiggvénye:
arth := (th)~'.

Az értelmezéshbdl kovetkezik, hogy arth : (—1,1) — R, arth z = %hl if—i Az
arth szigortan monoton névekedd, paratlan fiiggvény (4.26| abra).

Az cth fiiggvény R intervallumra val6 lesziikitése szigortian monoton fogyo,
ezért van inverzfliggvénye:

arcth := (cth)_, )7L

ln ztL

Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy arcth : (1, +00) — R*, arcth z = % .

Az arcth szigortian monoton fogyo fliggvény (4.27} abra).

[

4.2.5. Néhany kiilonleges fiiggvény
1. Legyen abs : R — R, abs(z) := |z|, ahol (emlékeztetsiil)

>
o= { 2 rZ0 @

—z, hax <0.
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arcth

4.27. dbra

abs

4.28. abra
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1
sgn
-1
4.29. abra
ent
1 —
-1
1 2
— %1
4.30. abra
1, hax>0
2. Legyen sgn : R — R, sgn(z) := 0, hax=0 ([4.29, abra)
—1, haz<0.

3. Legyen ent : R — R, ent(x) := [z], ahol
[z] :==max{n € Z | n < x}.

(Az x € R szam ,egész része” az x-nél kisebb vagy egyenls egészek koziil
a legnagyobb.) (4.30] abra)

1, haxe
4. Legyen d : R — R, d(m)::{ 0 haxe]%\@.

Dirichlet-fiiggvénynek nevezik, nem is kiséreljiikk meg a szemléltetését.
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5.

Legyen r : R — R

{ 0, haz e R\Q, vagy =0

1 —Pp

T hazeQ, z= ;

ahol p € Z, q € N, és p-nek és g-nak nincs valodi kozos osztoja.
Riemann-fliggvénynek nevezik, ezt sem kiséreljiikk meg szemléltetni.

4.3. Feladatok

1.

Szamitsuk ki a kdvetkezs fliggvényértékeket :

id°(7) = ia3(L) = id?(4) = id=5(1)
id(6) = id*(—3) = id?(4) = id=5(2)
id?(5) = id3(0) = id=2(4) = id=0(1) =

Allitsa novekvé sorrendbe a kivetkez6 szdmokat :

a) sinl, sin2, sin3, sin4,
b) In2, exp, 3, expy 2, logy 1,
¢) sh 3, ch (—2), arsh 4, th 1,

d) arcsmf, arctg 10, th 10, cos1.

ch(2z)+1
2

Igazolja, hogy ch®z —sh?z =1, ch?z = minden z € R esetén.

Igazolja, hogy minden z,y € R esetén

a) sin2r = 2sinzcosz, cos2x = cos’z — sin’z, cos?zy = lregslr
02 . l—cos2zx
sin® g = +=g8 22

b) sinz —siny = 2sin %5¥ cos +y, cosx — cosy = 2sin ¥5¥ sin “Hy

Mutassa meg, hogy

a) arsh z =In(z + Va2 4+ 1) (z € R),
b) arch x = In(z + vz2 — 1) (z € [1,400)),
¢) arthz =1ilnHL (2 € (-1,1)).

Megoldds: a)

—x

e“—e

1° y=shzx=

90 r = eY—e Y
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2 =e¥—e Y/ e¥

2ze¥ = (e¥)? — 1

(e¥)? — 2xe¥ —1 =0

(e¥)1,0 = 2B — g 4 \[p2 1 1

Mivel az exp fiiggvény csak pozitiv értéket vesz fel, és barmely
x € R esetén va2 4+ 1 > Va2 = |x| > z, ezért csak
eV =x+Vv22+1
Ebbél
y=1In(z+ V22 +1),
de ez azt jelenti, hogy
3°  arshz =In(z + Va2 +1).
6. Mutassa meg, hogy arctg # Jth.
7. Alkosson képet a kiévetkezd fiiggvényekrol:

sindl, haz#0
a)f:RﬁR,f(x):—{ b 7o

z2sini, haxz #0

b)g:R%R,g(x)::{ 0 @’

haxz=0
2%(sint +2), haz#£0
c)h:R%R,h(m)::{ (Oz )haxio

8. Legyen f : R — R tetszbleges fliggvény. Mutassa meg, hogy a ¢, :
‘R—-R

f(@) + f(=x)

o) = DI g0 =

fliggvények koziil ¢ paros, ¢ paratlan, és f = ¢+ 1. Ha f = exp, akkor
mi lesz a ¢ és a 9 fliggvény?

9. Legyen f,g : R — R. Tegyiik fel, hogy f periodikus p > 0, g pedig
q > 0 szadm szerint.

a) Mutassa meg, hogy ha % € Q, akkor f + g is periodikus.
b) Keressen példat arra, hogy ha %7 € R\Q, akkor f+g¢ nem periodikus.
Megoldds: a) Legyen Iqi = %, ahol k,I € N. Ekkor Ip = kq.

Legyen w:=lp + kq > 0. Megmutatjuk, hogy f + ¢ fiiggvény w szerint
periodikus.
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2° minden z € Resetén (f+g)(z+w) = f(x+kq+Ip)+g(z+ip+kq) =
= f(x+kq)+ +g(z+ip) = f(z+1p) + g(x+kq) = f(z) +g(x) =
= (f+9)(z).

Hasonl6 az (f + g)(x — w) = (f + ¢)(x) igazolasa is.



5. fejezet

Sorozatok, sorok

A sorozatok igen egyszerd fiiggvények. Rajtuk tanulmanyozhato a kozelités
pontossaga. Hasznos épit6kovei a késGbbi fogalmaknak. Az alabbi témakoro-
ket targyaljuk:

e Sorozat fogalma, monotonitas, korlatossag
e Hatarérték és konvergencia
e Fontos hatarértékek

Hatarérték és miiveletek kapcsolata

o Az e szdm

Cauchy-féle konvergenciakritérium sorozatra

Sor konvergenciaja

e Konvergenciakritériumok sorokra

5.1. Sorozatok, sorok

5.1.1. A sorozat fogalma és tulajdonsagai

A sorozat a természetes szamok halmazan értelmezett fiiggvény.

Legyen H # () halmaz, ha a : N — H, akkor H-beli sorozatrél beszéliink.
Ha példéul H a valos szamok halmaza, akkor szamsorozatrol; ha H bizonyos
jelek halmaza, akkor jelsorozatrol; ha H az intervallumok halmaza, akkor
intervallum-sorozatrol beszéliink.

Legyen a : N — R szédmsorozat. Ha n € N, akkor a(n) helyett a,, legyen a

49
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sorozat n-edik tagja. Magat az a : N — R szamsorozatot is a rovidebb (ay,)
helyettesitse, esetleg (a,,) C R hangsilyozza, hogy szamsorozatrol van szo.
Példaul az a : N = R, a,, := L helyett az (1) sorozatrol beszéliink.

Néha a tomor (a,) helyett az oldottabb aq,as,...,an, ... jelolést is hasznal-
hatjuk. Példaul az (n?) helyett 1,4,9,...,n2, ... sorozatrél beszéliink.

Mivel a sorozat is fliggvény, igy a korlatossag, a monotonitas, miiveletek soro-
zatokkal nem igényelnek 1j definiciot. Emlékeztetsiil mégis djrafogalmazunk
egy-két elnevezést.

5.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy (a,,) sorozat korlatos, ha van olyan K €R,
hogy minden n € N esetén |a,| < K.

5.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy (a,) monoton névs, ha minden n € N
esetén a, < apy1.-

5.3. Definici6é. Ha (a,) sorozat, és A € R, akkor

AMap) == (Aay).

Ha (ay,), (by) két sorozat, akkor
(an) 4 (bn) := (an + bn),

(an) : (bn) = (an : bn)-
Ha még b,, # 0 (n € N), akkor

Példaul az (-2-) sorozat korlatos, hiszen barmely n € N esetén n < n + 1,

n+1
ezért

n|__m
n+1| n+1 '
Az (;%7) monoton novs, mert barmely n € N esetén
n < n+1
apn, = = Qpt1,
" n+1l  n+2 e

mivel n(n +2) < (n+ 1)2.
Az (e,) = ((”T“)") sorozat is monoton noévs. Ugyanis legyen n € N.
A szamtani és mértani kozép kozott fennallo egyenlStlenség szerint

(n—!—l)n n+1l n+1 n+1
en = :1 . .

n n n n
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- 14—77,-"7+1 et n+2\""!
- n = =epi1.
- n+1 n+1 +

Az (ey) sorozat korlatos is (igazolasa ugyanazt a szamolast igényli, amit a 2.
fejezet 7.* példajaban mutattunk meg), barmely n € N esetén (”Tﬂ)n < 4.

5.1.2. Sorozat hatarértéke

Most a sorozatok egy merdben 1j tulajdonsigaval ismerkediink meg. Ha az
a1,a9,..., Gy,... sorozat tagjai valamilyen szam koriil keveset ingadoznak,
akkor az ilyen sorozatot konvergensnek fogjuk nevezni. Pontosabban:

5.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (a,) szamsorozat konvergens, ha
van olyan A € R szam, hogy barmely € > 0 hibakorlathoz van olyan N € N
kiisz6bindex, hogy minden n € N, n > N esetén |a, — A| < . Ha van ilyen
A széam, akkor ez a sorozat hatarértéke lesz, és lima, = A vagy a, — A
jeloli majd.

Példaul % — 0, mert barmely € > 0 esetén van olyan N € N, amelyre N > é
(Arkhimédész-axioma). Ha pedig n > N, akkor 1 < & < ¢, azaz [ —0| <e.

Egy masik példaként vegyiink egy 1 méteres rudat. Ha félbevagjuk, majd
a félrudat is félbevagjuk, majd az egyik darabot ismét félbevagjuk és igy

tovabb, akkor az
1 1 1 1

5’ Z’ 2737...7 27”’...
sorozathoz jutunk. Nyilvan ez a sorozat (2%,) — 0, azaz a keletkezett 1]
darabok tetszélegesen kicsik lesznek.
Azonnal lathato, hogy ha (a,) konvergens, akkor korlatos is, hiszen ¢ := 1
szamhoz is van ilyenkor olyan N; kiiszobindex, hogy minden n > Nj esetén

A-1<a, <A+1,

és az ay,ag,...,ay véges sok tag sem ronthatja el az (a,) sorozat korlatos-
sagat.

A miiveletek soran a konvergens sorozatok jol viselkednek.

5.1. Tétel. Ha a, = A és A € R, akkor Aa, — AA.
Ha a,, -+ A és b, — B, akkor a,, +b, - A+ B, a,b, — AB.
Hab, - B és B+#0, akkorbi”%%.
Ha a, — A ésb, - B#0, akkor‘;—:%%.
Ezeknek a tételeknek az alkalmazasaként nézziik a kévetkezd példat.
3n?-2n+1 . 3-2-L4+-5 3
= lim T =,
2n2 +n 2+ - 2

lim
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hiszen + — 0, ezért 5 = 1.1 0. Anevez62+ 1 - 2+0#0, igy a

hanyadossorozat is konvergens.

Tovabbi modszerek sorozat konvergenciajanak az eldontésére.
5.2. Tétel (kozrefogasi elv). Ha (a,), (zn), (yn) olyan, hogy

1° minden n € N esetén x, < a, < yYp,

2° limz,, = limy, =: «,

akkor (an) konvergens, és lima,, = a.

5.3. Tétel. Ha (a,) monoton és korldtos, akkor (a,) konvergens.

Példaul az (e,) = ((“E)") sorozatrél mér lattuk, hogy monoton névs és
korlatos is, ezért konvergens. A hatarértéke éppen a 2. fejezet 7.* példajaban

szerepld e szam:
1 n
lim <n + ) =e.
n

A feladatok kozott egy sor tovabbi konvergens sorozatot talalhatunk.

A sorozat konvergencidjanak definicioja tartalmaz egy komoly nehézséget:
meg kell sejteni azt az A € R szamot, amelyhez a sorozat tetszélegesen kozel
keriil. Ezt kiiszoboli ki a kdvetkezs tétel:

5.4. Tétel (Cauchy konvergencia kritérium). Az (a,) sorozat akkor és csak
akkor konvergens, ha bdarmely € > 0 hibakorldthoz van olyan N € N kiiszob-
index, hogy |a, — an| < € minden olyan esetben, amikor m,n > N.

Tehat az, hogy a szamsorozat hozzasimul, tetsz6legesen megkozelit egy sza-
mot, egyenértéki azzal, hogy a sorozat tagjai tetszélegesen megkozelitik egy-
mast.

5.1.3. Divergens sorozatok

Egy (a,) sorozatot divergensnek neveziink, ha nem konvergens, azaz ha VA €
€ R szamhoz Je > 0, hogy VN € N kiiszobindex utdn In > N olyan, hogy
la, — A| > €.

Divergens sorozat példaul az (n?) és a ((—1)") sorozat is. Az (n?) sorozathoz
tagabb értelemben lehetdség lesz hatéarértéket rendelni, mig a ((—1)™) marad
egy ,rosszul” divergens sorozat.

5.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy (a,) szdmsorozatnak +oo a hatarérté-
ke, ha VK € R szamhoz IN € N kiisz6bindex, hogy Vn > N esetén a,, > K.
Ha (a,,) sorozat ilyen, akkor lim a,, = +o0.
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5.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy (a,) szdmsorozatnak —oo a hatarérté-
ke, ha VK € R szamhoz N € N kiiszobindex, hogy Vn > N esetén a,, < K.
Ha (a,,) sorozat ilyen, akkor lim a,, = —oo0.

Példaul lim n? = +o0 és lim(—n?) = —oo.
A +o00 vagy —oo hatarértéki sorozatokkal végzett miiveletek (ilyenek osszege,
hanyadosa) nagy koriiltekintést igényel.

5.1.4. Sorok

Most gondoljunk arra, hogy valaki az el6z6ekben szereplé 1 méteres rid sze-
letelésénél kapott darabokat Gssze szeretné illeszteni, azaz az

Ll i Ly

st tmt - tot..
osszeget” szeretné elkésziteni. Akkor az %-hez hozzéragasztja az %% hosszu-
sagut, igy %—l— 2% lesz; majd ehhez ragasztja az 2% hossziiségit, igy 5+ 2% + 2%

lesz, és igy tovabb. Altalanosabban: Legyen (a,) szamsorozat. Készitsiik el
az

S1:=ay, Sy:=ai1+as, S3:=ay+as+as,...,S,:=a1+as+...+an,,...

sorozatot. Az (ay,) Osszeadand6kbol készitett Y a,, végtelen soron az (S,,)
részletOsszeg-sorozatot értjiik. A végtelen sok szam Osszeadasa konvergens
eljaras, azaz . a,, végtelen sor konvergens, ha az (S,,) sorozat konvergens.
Ha az (S,,) sorozat konvergens, akkor a > a,, végtelen sor 6sszegén az (S,,)
sorozat hatarértékét értjiik, azaz

oo
Z an = lim S,,.
n=1

Példaul legyen ¢ € R, 0 < g < 1. Tekintsiik a (¢") Osszead6 sorozatot.
Az n-edik részletosszeg

" -1
q—1"
Mivel ¢ — 0 (lasd a 4.2. szakasz 3. feladatat), ezért

Sp=q+¢+¢@+...+q"=q

¢"—-1_ —q q

lim S, =1li = .
im .S, anq_1 —1 14

oo
tehat a > g™ végtelen sor konvergens, és > ¢" = lﬁ—q a végtelen sor Osszege.
n=1
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Ha ) a, egy konvergens végtelen sor, akkor (S,) konvergens, ekkor a
Cauchy konvergenciakritérium szerint barmely € > 0 hibakorlathoz van olyan
N kiiszobindex, hogy minden m > N és n:=m + 1 > N esetén

e>|Sy = Sml=lar+as+...+am+an1 — (a1 +az+ ...+ ap)| = |an|
Ez éppen azt jelenti, hogy a, — 0. Tehat érvényes a kovetkezs tétel:
5.5. Tétel. Ha > a,, konvergens, akkor a, — 0.

Megforditva nem igaz az allitas. Legyen (a,) := (In 1), Mivel 25 =1 +
+ % — 1, ezért In "TH — In1 =0. Minden n € N esetén
n+1

n

n—|—1_

2 3 4 2 3 4
=In-+In-+In-+...+1 In—-=-—---.
Sn n1+n +n3+ +In 1r11 53

5 =In(n+1).
Legyen K > 0 tetszéleges. Van olyan n € N, hogy n + 1 > e, Ekkor S,, =
= In(n + 1) > IneX = K, tehat az (S,) nem korlatos, de akkor nem is
konvergens, azaz » . a, nem konvergens.

Ugyanigy viselkedik a Z% végtelen sor is: bar az % — 0, de a Z% nem
konvergens.

Van lehetGség az Osszeadandoé sorozat viselkedésébdl a végtelen sor konver-
gencidjara kovetkeztetni.

5.6. Tétel (Hanyados kritérium). Legyen (ay) olyan sorozat, amelyhez van
olyan 0 < q < 1 szdm és N kiiszobindex, hogy minden n > N esetén |“2+L| <
< q. Ekkor >_ a, konvergens.

5.7. Tétel (Gyokkritérium). Legyen (a,) olyan sorozat, amelyhez van olyan
0 < q<1 szdm és N kiiszobindex, hogy minden n > N esetén /|a,| < q.
Ekkor > a,, konvergens.

Példaul a ) % azért konvergens végtelen sor, mert

2'!L+1
Unt1 _ (nrD! _ 2
- on - < o
an = n+1 2

n!

ha n > 5.

Erdekes a valtakozo eljeld sorokrol szolo tétel.

5.8. Tétel (Leibniz). Legyen (a,,) pozitiv tagi, monoton fogyd sorozat, amely-
re an, — 0. Ekkor a Y (—1)""La,, vdltakozo eldjeli végtelen sor konvergens.

Példaul a Y- (—1)"*1L konvergens, mert (1) monoton fogyo, és 2 — 0.
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5.2. Feladatok

1. Mutassa meg, hogy a, — A pontosan akkor, ha a,, — A — 0.
Megoldds: Legyen € > 0 tetsz6leges. Ha a,, — A, akkor van olyan NV,
hogy n > N esetén

la, — Al <e.

Ekkor |a, — A — 0| = |a, — A| < € is igaz, igy a,, — A — 0.
Ugyanez a forditott allitas igazolasa is.

2. Mutassa meg, hogy a, — 0 pontosan akkor, ha |a,| — 0.
Megoldds: Legyen € > 0. Ha a,, — 0, akkor van olyan N, hogy n > N
esetén |a, — 0| = |a,| < €, de akkor ||a,| — 0] = |ay| < € is igaz, amibdl
lan| — 0 kévetkezik.
Ha |a,| — 0, akkor —|a,| — 0 is igaz. Mivel —|a,| < a,, < |a,| minden
n € N esetén, ezért a kozrefogis miatt a,, — 0.

3. Legyen ¢ € (—1,1). Mutassa meg, hogy ¢"™ — 0.
Konvergens-e az (), ((sin 3)"), (%) sorozat ?
Megoldds: Ha ¢ = 0, akkor 0" — 0. Ha ¢ # 0, akkor 0 < |¢| < 1, ezért
van olyan h > 0, hogy ﬁ = 1+ h. Ekkor a Bernoulli-egyenlétlenség
szerint minden n € N esetén

1 n
<|) =(1+h)">1+nh>nh
q

S|

1

0<lq" <+

lal" <5

Mivel 0 — 0, % . % — 0, ezért a kozrefogott sorozat is 0-hoz tart, azaz
lg™| = |g|™ — 0. A 2. példa szerint a ¢" — 0 is igaz.

4. Legyen a > 1. Mutassa meg, hogy % — 0.
Konvergens-e az (57 ), (n-0,999") sorozat ?
Megoldds: Ha a > 1, akkor van olyan h > 0, hogy a = 1+h. A 2. fejezet

5. példaja szerint minden n € N, n > 1 esetén

nin—1)

2
5 h*.

a" = (1+h)" > (Z)hQ:

Ebbél
n 2 1

0< 22 -
<a”<h2n—1

Nyilvan ﬁ — 0, igy a kozrefogott sorozatra - — 0.
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10.

k

Legyen a > 1, k € N. Mutassa meg, hogy =5 — 0.
Legyen (a,) := (%). Becsiilje meg az aq, as, as értékét, lima,, =7
Megoldds: Barmely n € N esetén

Mivel ¥/a > 1, ezért 2~ — 0 a 4. példa szerint. Akkor k darab 0-hoz

(Ya)r

tartd sorozat szorzata is 0-hoz tart, tehat Z—: — 0.

Legyen a > 0. Mutassa meg, hogy %+ — 0.

n!

Megoldds: Van olyan k € N, hogy a < k. Legyen n € N, n > k. Ekkor

a a a a a a

12k k+l n—1'n

Legyen -5 - ¢ =1L; 15 <1,...,.%5 <1, igy

' n—1

a™ a

0< —<L-.
n! n

Mivel % — 0, ezért a kozrefogott sorozatra %7: — 0.
Mutassa meg, hogy r% — 0.

Legyen a > 0. Igazolja, hogy {/a — 1.
Megoldds : Elgszor legyen a > 1. Legyen p, :== ¥/a—1 > 0 (n € N).
Barmely n € N esetén a Bernoulli-egyenlGtlenség szerint

a=(14p,)" > npy,

igy

a

0<p, < —.

n
Mivel & — 0, ezért a kozrefogott sorozatra p, — 0, ami az 1. feladat
szerint {/a — 1.
Ha 0 < a < 1, akkor % > 1, ezért *\L/g — 1, de akkor a reciprok
sorozatra is {/a — 1.

lim /5 =? lim /27 + 1000 =? lim /2" + 57 =?
Igazolja, hogy /n — 1.

Konvergens-e az (V/n2), ({/-%) sorozat?

’I’L2
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11.

12.

Megoldds: Legyen p, :== ¥n—1>0 (n € N). Barmely n € N, n > 1

esetén n = (14 p,)" > (5)p2 a 2. fejezet 5. példaja szerint. Ebbol

-1
n > 771(”2 )pi

2
<t

0< < —/—.
Pn \/m

1

A konnyen igazolhato
egyenértéki (1. feladat) az ¢/n — 1 allitassal.

Igazolja, hogy (L/lm — 0.

— 0 miatt a kozrefogott p, — 0, ami

Megoldds: Minden n € N esetén (egy pillanatra feltételezve, hogy n

paros)
n n o /n n n n
!:1.2...<,_1).,.<, 1) 1-1---1o = =-oo =,
" 2 AT "= 22772
azaz n! > (%)% . Ebbol
1
Ynl > (g)Q
1 2
< LoV
vl SV
1
Mivel f — 0, ezért a kozrefogott sorozatra v 0.
Mutassa meg, hogy > n(n+1 konvergens.
Megoldds: Legyen n € N.
g _ 1 n 1 n 1 n 1
1.2 2.3 3.4 (n+1)
1 1 1
Mivel FRED = % T RET ezért
g _ 1 n 1 n 1 n 1 I 1
" n n+1 n+1
lim S,, = lim 1,7 =1, ezért ) (n1+1) konvergens, és Y~ | n(nl—i-l) =

=1
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13.

14.

15.

16.

Mutassa meg, hogy > n% konvergens.

Megoldds: Legyen n € N, n > 1

. . L

"1z 22 32 T 2 1.2 23 "(n—-1n
NI I T
1 2 2 3 7 T n—-1 n n

Tehat az (S,,) sorozat korlatos. Masrészt barmely n € N esetén S, 11 =

=S, + W > S, tehat (S,) monoton novekeds. Ezért S,, konver-

gens, azaz y_ -3 konvergens.

n
Konvergens-e a Y X, 3= 2 végtelen sor?

Milyen x € R esetén konvergens a % végtelen sor?

Megoldds : Megmutatjuk, hogy barmely z € R esetén » ‘% konvergens,
ugyanis ha x # 0, akkor

mn+l
(nt1)! |z| 1

L < -, h 2lz| — 1],
z nrl =3 an> 2z —1]

nl
s . n
ezért a hanyados kritérium szerint ) %+ konvergens.

Konvergens-e a 1+3W végtelen sor?
Megoldds: A gyokkritérium szerint

3 3 1
N E T | N
v < \zm =g e

ezért Y 1+3W konvergens.

A héanyados- vagy a gyokkritérium alapjan kideriilhetne-e, hogy > %
konvergens?
Megoldds: Nem. Ugyanis

2
P n
= <1,
L <n+1>

n

de nincs olyan ¢ < 1 szam, hogy valamilyen N utdn minden n > N
esetén (547) < ¢.
A gyokkritérium szerint is

W11 <1
n?2  Ypz

de mivel lim %\/77 = 1, ezért nincs olyan ¢ < 1 szam, hogy valamilyen

N utédn minden n > N-re %\/7? <q.
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cos(nm)

17. Konvergens-e a végtelen sor?
Megoldds: cos(nm) = (—=1)", (ﬁ) monoton fogyolag tart 0-hoz, ezért

a Leibniz-tétel szerint > COS(M) konvergens.

18. * Igazoljuk a kovetkezd allitasokat :
a) Barmely «, 8,7 € R esetén

n—+y
li 14+ —— =
1m< + +ﬂ> e

b) >0l % =e€

¢) Barmely n € N esetén van olyan ¢ € (0,1), hogy
! + 5 ! it 5 Ly 41y
] 2! n!  nln

d)eceR\Q

5.3. Sorozatok

5.3.1. Sorozat konvergenciaja

5.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (a,,) sorozat konvergens, ha 34 € R,
Ve>03IN eN: Vn> N |a, — A| <e.

5.9. Tétel. Ha (a,) konvergens, akkor (a,) korldtos.

Bizonyitds. Legyen ¢ := 1. Mivel (a,,) konvergens, ezért 34 € R és AN € N,
hogy Vn > N esetén
A-1<a, <A+1.

Ha K := max{|a1],|az|,...,|an]|,|A—1]|,|A+1]|}, akkor Vn € N esetén |a,,| <
< K.

5.10. Tétel. Ha (a,) monoton és korldtos, akkor (a,) konvergens.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy (a,) monoton novekeds. Tekintsiik az {ay, as,

.yQpn,...} halmazt. Ez a halmaz felilr6l korlatos szamhalmaz,
ezért Isup{ai,as,...,an,...} = a. A halmaz fels6 hataranak tulajdonsa-
ga, hogy

1° Vn € N esetén a,, < «o

2°Ve>0dNeN: a, >a—-=¢.



60 5. SOROZATOK, SOROK

Legyen n > N tetszéleges, és becsiiljiik meg a sorozat n-edik tagjat:

a—e<any Zap <a<a+te,
tehat |a, — a| < €. Az alahuzott rész éppen (a,) konvergenciajat jelenti.
5.11. Tétel. Legyen (a,) olyan sorozat, amelyhez I(xy,), (Yn) :,
1° Vn € N esetén z,, < an < Yn
2° limz, = limy, =: a.
Akkor (ay,) konvergens, és lima,, = «.

Bizonyitds. Legyen € > 0 tetszGleges.

Mivel z,, — «, ezért AN, Vn > Ny esetén o —e < x,, < a + €.

Mivel y,, — «, ezért AN,, ¥n > Ny esetén o — e <y, < a + €.

Legyen N := max{Ny, N2} és n > N tetsz6leges. Ekkor o — ¢ < z,, < ap, <
< yp < a+ ¢, amibél |a, — o] < e. Az aldhtzottakbol kovetkezik az allités.

5.3.2. Miiveletek konvergens sorozatokkal
5.12. Tétel. Ha a, — 0 és b, — 0, akkor a,, +b,, — 0.

Bizonyitds. Legyen € > 0 tetszéleges, akkor § > 0.

Mivel a,, — 0, ezért 3Ny, Vn > Nj esetén —5 < a, < 5.

Mivel b, — 0, ezért N3, ¥n > Ny esetén —5 < b, < 5.
Legyen N := max{Ny, Na} ésn > N tetszéleges. Ekkor —e = —5 — 5 < a, +
+b, < 545 = ¢, azaz |a, +b,| < ¢, tehat a, + b, — 0 az aldhtzottak

szerint.

5.13. Tétel. Ha a, — 0 és (c,) korldtos (|cn| < K (n € N)), akkor a,c,—0.

Bizonyitds. Legyen e > 0 tetszbleges, ekkor = > 0. Mivel a,, — 0, ezért AN,
Vn > N esetén |a,| < =. Legyen n > N tetszéleges.

g
lanca| = lan|lcn| < |an| - KS? ‘K =g,

az aldhuzottakbdl kévetkezik, hogy a,c, — 0.
5.14. Tétel. Ha a, — A és X\ € R, akkor \a, — M\A.
Bizonyitds. (Aa, — AA) = (A\) - (an, — A). Az a,, — A — 0, a (\) korlatos

sorozat, ezért

Aay, — A) = 0 <= Aa,, — \A.
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5.15. Tétel. Ha a,, — A és b, — B, akkor a,, +b, — A+ B.

Bizonyitds. (an+b, —(A+ B)) = (ay, — A+b, — B) = (a, — A)+ (b, — B).
Mivel a, — A — 0 és b, — B — 0, ezért Osszegiik is 0-hoz tart, azaz a, +
+b, - A+ B.

5.16. Tétel. Ha a,, — A és b, — B, akkor a,b, — AB.

Bizonyitds. (anb, — AB) = (anb, — Ab,, + Ab, — AB) = (ap, — A)(by) +
+ (A)(b, — B).

Az a, — A — 0, (b,) konvergens, ezért korlatos is, igy szorzatuk 0-hoz tart.
A b, — B — 0, (A) korlatos, ezért szorzatuk is 0-hoz tart. Két 0-hoz tarto
sorozat Gsszege is 0-hoz tart, tehéat a,b, — AB.

5.17. Tétel. Ha b, — B, B # 0, akkor bi — %.

Bizonyitds. Legyen B > 0.

(& 3)-(Ca) 4 () oo

A b,—B — 0. Megmutatjuk, hogy b% korlatos. Mivel b,, — B, ezért e:zg >0
szamhoz AN : Vn > N esetén 7% <b,—B< g, vagy Bfg <b, < BJr%,
amibgl

2 < 1 - 2
B~ b, 3B
Ez azt jelenti, hogy b% korlatos (n >

szorzata 0-hoz tart, tehat bi — %.

N). A 0-hoz tart6 és korlatos sorozat

5.18. Tétel. Ha a, — A és b, — B # 0, akkor ‘bl—: — %.

Bizonyitds. () = (an) - (3+). A szorzatsorozat és a reciproksorozat kon-

vergenciajarol szolo tétel szerint
1

A —
- A5

1
A, * —
n bn

. n A
tehat ‘g—” — 5
5.3.3. Részsorozatok

5.8. Definici6é. Egy ¢ : N — N szigoriian monoton névekedd sorozatot in-
dexsorozatnak neveziink.

5.9. Definici6. Legyen a,b: N — R. Azt mondjuk, hogy b az a sorozat egy
részsorozata, ha 3i : N — N indexsorozat, hogy b = a o ¢, azaz (b,) = (as, ).
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Peldaul (a,) :=1,4, 1, ... L és (in) :=246,...,2n,... esetén
111 1
(ai’rl) 57176' a%a

lesz a részsorozat.

5.19. Tétel. Minden sorozatnak van monoton részsorozata.

Bizonyitds. Béarmely sorozatra igaz, hogy
vagy 1° nincs legnagyobb tagja,

vagy 2° van legnagyobb tagja, de véges sokat elhagyva a sorozat tagjai koziil
a visszamaradé sorozatnak mér nincs legnagyobb tagja,

vagy 3° van legnagyobb tag a sorozatban, és barhogyan hagyunk el véges
sokat a sorozatbol, a visszamaradt sorozatnak még mindig van legna-
gyobb tagja.

Ha (a,) az 1° tipust sorozat, akkor egy szigortan monoton névs részsorozatot
készitiink.
a;, ‘= ay.

Hagyjuk el a sorozatbol a;-et. A visszamaradt sorozatban van a;-nél nagyobb
tag, legyen ez ay.

A, = Qf.
Hagyjuk el a sorozatbdl az aj-ig a tagokat, és a visszamaradt ax4+1, Gr+2,. ..,
Gp, - - . sorozatbél valasszunk az ag-nal nagyobb tagot, legyen ez a;.

Ay = Qy.

Ezt az eljarast folytassuk. Nyilvan i; = 1 <is =k < iz =1< ..., tehat (i)
indexsorozat lesz, és a;, = a1 < a;, = ar < @i, = a; < ... az (ay) sorozat
szigortian monoton nové részsorozata.

Ha (a,) a 2° tipust sorozat, akkor hagyjuk el a sorozatbol azt a véges sok
tagot, amely kozott volt a sorozat legnagyobb tagja, és a visszamaradt so-
rozattal ismételjiilk meg az el6zé eljarast. Igy ekkor is szigortian monoton
novekedd részsorozathoz jutunk.

Ha (a,) a 3° tipusu sorozat, akkor fogyd részsorozatot készitiink. Legyen ay
a sorozat legnagyobb tagja. Ekkor

a;, = Q.

Hagyjuk el ax-ig a sorozattagokat. A visszamaradt ax41,Gg42,- .-, Gn, ... SO-
rozatnak is van legnagyobb tagja, legyen ez a;. Nyilvan ay > a;. Legyen

a;, = aj.
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Hagyjuk el a;-ig a sorozattagokat, a visszamaradt a;11, @42, ..., ay, ... SOro-
zat legnagyobb tagja legyen a,,. Nyilvin a; > a,,. Legyen

Ajg = Q.-

Ezt az eljarast folytassuk. Lathato, hogy az igy szerkesztett (a;, ) valoban
részsorozata az (a,) sorozatnak és monoton fogyo lesz.

5.20. Tétel (Bolzano-Weierstrass kivalasztasi tétel). Minden korldtos soro-
zatnak van konvergens részsorozata.

Bizonyitds. Minden sorozatnak van monoton részsorozata. Ez a részsorozat
is korlatos lesz. Egy monoton és korlatos sorozat konvergens.

5.3.4. Sorozat lim sup-ja és lim inf-je

Legyen (a,,) korlatos sorozat. Készitsiik el az

a1 = sup{ai,as,as,...,an,...}
ag = sup{as,as,a4y...,0n,...}
Qg = Sup{akaak+lva’k+27'"7an7'"}
(5.1)
szamsorozatot. Mivel {ay,as,...,an,...} D {as,as3,...,an, ...}, ezért a felsg

hatarukra nyilvan «; > ag. Ezt tovabb gondolva latszik, hogy (ay) monoton
fogyo6 sorozat. Az (ay) ugyanolyan korlatok kozé szorithatd, mint az eredeti
(an) sorozat. Mivel («) monoton és korlatos, ezért konvergens.
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5.10. Definicié. limsupa,, := lim a.

Az el6z6 gondolatmenethez hasonloan legyen

B1 = inf{ay,as,as,...,an,...}
B2 = inf{ag,as,a4,...,an,...}
Br = inf{ap,arq1, 0642, . 0n,. ..}

(5.2)

Nyilvan 7 < fa, és ez a tendencia megmarad, igy (8x) monoton novs. A
(Br) is korlatos. Mivel (8;) monoton és korlatos, ezért konvergens.

5.11. Definicié. liminf a,, := lim §;.

A szerkesztésbdl latszik, hogy Vk € N esetén ay > B, igy liminfa, =
= lim 8 < lim o = limsup a,,.
Bebizonyithato, hogy

5.21. Tétel. Az (ay) korldtos sorozat konvergens <= liminf a,, = lim sup a,,.
Szintén bizonyitas nélkiil megemlitjiik a lim sup a,, érdekes tulajdonsagait:

a) Ve > 0 esetén a (limsupa,) — € szamnal nagyobb tag végtelen sok van
az (a,) sorozatban, a (limsupa,) + ¢ szamnal nagyobb tag mar csak
véges sok van az (a,) sorozatban.

b) A limsupa, az (a,) sorozat konvergens részsorozatainak a hatéarértékei
koziil a legnagyobb (tehat van is olyan (a;,) konvergens részsorozat,
amelyre a;, — limsup ay,.)

Ertelemszert modositassal megfogalmazhatok a liminf a,, tulajdonsagai is.

5.3.5. Intervallumsorozat

5.22. Tétel (Cantor kozosrész tétel). Legyen ([an,byn]) zdrt intervallumok
sorozata. Tegyik fel, hogy Vn € N esetén [an,by] D [an+1,bnt1] (,egymdsba
skatulydzott intervallumok”) és limb,, — a,, = 0. Ekkor egyértelmien létezik
¢ € R, amelyre Npenlan, by] = {c}.

Bizonyitds. Legyen (ay) az intervallumok kezdSpontjainak sorozata. Az egy-
masbaskatulyazottsag miatt Vn € N esetén a,, < any1 < byq1 < b1, tehat az
(an) sorozat egyik felsg korlatja by, masrészt (a,) monoton névs. Ezért (ay,)
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konvergens. Legyen « := lim a,,.

Az intervallumok végpontjainak sorozata legyen (b,,). Nyilvan Vn € N esetén
by, > bpt1 > apg1 > aq, tehéat (b,) monoton fogyo és alulrdl korlatos, ezért
(b,) konvergens. Legyen /3 := lim b,,.

Belatjuk, hogy a = 8.

8 —a=1limb, — lima, = lim(b, — a,) = 0.

Legyen ¢ := a = f.
Az (a,,) monoton névekedése és a (b,) monoton fogyasa miatt Vn € N esetén

an, <lima, =c=1imb, <b,,
ezért ¢ € [an, by, ami azt jelenti, hogy
¢ € Npenlan, by)-
Indirekt modon, tegyiik fel, hogy 3d € R, d # ¢, amelyre
d € Npenlan, by)-

Legyen € := @ > 0. Mivel b, — a,, — 0, ezért AN, Vn > N esetén b, —
— a, < €. Legyen [a,,b,] egy ilyen intervallum. A ¢ € [a,,b,], de akkor a
c-t6l a 3- ¢ tavolsagra lévs d mar nem lehet az e-nél r6videbb intervallumban.
Ez ellentmondas, tehat Nyenfan, by] = {c}.

5.3.6. Cauchy konvergenciakritérium

A Cantor kozosrész tétel is hasznos segédeszkoz lehet sorozat konvergenciéja-
nak kimutatasara. A kovetkezs tétel alapvetd sziikséges és elégséges feltételt
ad a sorozat konvergenciajara.

5.12. Definici6é. Mondjuk azt, hogy (a,) Cauchy-sorozat, ha
Ve > 03N € N, hogy Vn,m > N esetén |a,, — an,| < €.
5.23. Tétel (Cauchy konvergenciakritérium). Legyen (a,) szdmsorozat

(an) konvergens <= (a,) Cauchy-sorozat.

Bizonyitds. (=) Legyen lima,, =: A. Legyen & > 0 tetsz6leges. Mivel a,, —
A, ezért az § > 0 hibakorlathoz 3N, hogy Vn > N esetén |a, — A| < 5 és
Vm > N esetén |a,, — A| < 5.

Legyen n,m > N tetsz6leges. Ekkor

3

7 — &

€
|an—am|=|an—A—|—A—am|§|an—A|—|—|A—am|§§+
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Az alahuzottak szerint (a,) Cauchy-sorozat.
(<) Legyen (a,,) Cauchy-sorozat. Megmutatjuk, hogy (a,) korlatos. Ugyanis
az € := 1 pozitiv szamhoz is 3Ny, hogy Vn,m > N; esetén

lan, — am| < 1.
Rogzitsiik az m > N; indexet. Igy
am — 1 < ap < am + 1,

ami azt jelenti, hogy Vn > N; esetén a sorozat tagjai a két korlat kozé esnek.
Az ay,a,...,an véges sok tag mar nem ronthatja el az egész (a,) sorozat
korlatossagat.

Mivel (ay,) korlatos, ezért a Bolzano-Weierstrass kivalasztési tétel miatt van
(a;, ) konvergens részsorozata.

Legyen o :=lima,, . Megmutatjuk, hogy a, — a.

Legyen € > 0 tetszSleges. Mivel a;, — «, ezért az § > 0 hibakorlathoz 3Ny,
hogy Vn > Nj esetén |a;, — a] < §. Mivel (a,) Cauchy-sorozat, ezért az
5 > 0 hibakorlathoz IN3, hogy Vn > N3 és i, > n esetén |a;, — a,| < §.
Legyen N := max{Ny, N3}, és legyen n > N tetsz8leges. Ekkor

|an — o = |an — ai, +ai, —af < an —a;,

Az aldhizottak szerint a,, — .

5.4. Sorok

5.4.1. Sor konvergenciaja

5.13. Definicié. Legyen (a,) az sszeadandok sorozata. Készitsiik el az
(Sn) :== (a1 + ag + ... + ay) részletosszegek sorozatat. A Y a, végtelen
sor legyen a részletOsszegek sorozata, azaz . a, := (Sy,).

5.14. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a Y a, végtelen sor konvergens, ha
az (Sy,) sorozat konvergens. (> a, divergens, ha az (.S,) divergens.)

Ha az (S,,) konvergens, akkor a > a,, végtelen sor 6sszegén a részletosszeg-
sorozat hatarértékét értjiik, azaz

i ap = lim S,,.
n=1

Az alabbi tételt az részben mér igazoltuk.
5.24. Tétel. Ha Y a,, konvergens, akkor a, — 0.
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5.15. Definicié. A Y a, abszolat konvergens, ha Y |a,| konvergens.

5.25. Tétel. Ha Y a,, abszolit konvergens, akkor > a, konvergens.

Bizonyitds. Ha Y |ay,| konvergens, akkor Ve >0 IN Vn,m > N, n > m
esetén

llal + lazl + .. + lam| + loms1] + - + an] = (Jar] + az] + ... + lam])] =
- ||am+1| + ...+ |an|| <e.

Ekkor az Sy := a1 + as + ... + ai (k € N) részletosszegekre
[Sn — S| = lam+t1 + -+ an| <l|ams1] + ...+ |an|< €.

Az aldhuzottak éppen azt jelentik, hogy > a, konvergens.

5.4.2. Konvergenciakritériumok

5.26. Tétel (Majorans kritérium). Legyen (a,), (b,) C RT ésVn € N esetén
an, <b,. Ekkor

1° ha > b, konvergens, akkor _ a, konvergens,
2° ha Y ay divergens, akkor > by, divergens.

Bizonyitds. Legyen s, :=a1+as+...+an ést, :==by+bs+...+b,, n € N.
Az (s,,) és (t,) szigortian monoton névekeds.

1° Ha Y b, konvergens, akkor (¢,) konvergens. Ekkor ¥n € N esetén s, <
o0
<t, < limt, = > by, tehat (s,) korlatos is, ezért (s,) konvergens,

n=1
azaz y_ a, konvergens.

2° Ha ) a, divergens, akkor (s,,) feliilr6l nem korlatos. Ekkor Vn € N esetén
t, > s, miatt (t,) is feliilrsl nem korlatos, amibél kovetkezik, hogy ()
nem konvergens (divergens), igy > b, divergens.

Két elégséges feltételt adunk végtelen sor abszolut konvergenciajara (amely-
bdl mar kovetkezik a sor konvergenciaja).

5.27. Tétel (Hanyadoskritérium, D’Alembert). Legyen (a,) olyan sorozat,
amelyhez 3¢ € (0,1) és AN € N, hogy Vn > N esetén |ani1/an| < q. Ekkor
> ay, abszolit konvergens.

Bizonyitds. Legyen k € N. A feltételbsl

lanvi2/ant1l <q¢ = |any2| < lanviilg
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lanss/ans2| <q = langs| < lani2lq < lanslg?

lantr/ansk—1] <q = lansr] <lansr-1lg < ... < lani1]d" "
Ekkor

Snik = laa] + lag] + ...+ lany1| + lange| + ..+ lan x| <
< L+lans1lg+ lans1lg® + .. + laniald* ™ =

=L+laniallg+ @+ ...+ ¢ <L+ |an]

q
1—¢q’
ahol L := |a1| + |az| + ... + |an+1|, és felhasznaltuk, hogy 0 < ¢ < 1 esetén
o0
> at =1L

n=1
Tehat (S,,) feliilrsl korlatos, de monoton névekeds is, ezért (.S, ) konvergens,
ami azt jelenti, hogy > |a,| konvergens.

5.28. Tétel (Gyokkritérium, Cauchy). Legyen (a,) olyan sorozat, amelyhez
dq € (0,1) és AN € N, hogy Vn > N esetén V/|an| < q. Ekkor > a, abszolit

konvergens.
Bizonyitas. Legyen k € N. A feltételbdl

“ani|<q = lani| <N
“angel <q = Jange| < ¢V

"Waniel <q = Janix| < VE

Ekkor

Sntk = lar] +[az| + ... + lania] + lanqe| + ..+ lanti] <
SLA+¢"M 4"+ TP =L+ Vgt P+ M) <
<L+qNL,
1—gq

ahol L := |ay| + |az]| + ... + |an], és felhasznaltuk, hogy 0 < ¢ < 1 esetén
o0
n_ _a_
nzzzlq B
Tehat (S,,) feliilrd] korlatos, de monoton nové is, ezért (S, ) konvergens, ami

azt jelenti, hogy > |a,| konvergens.
Az alternal6 sorokra vonatkozik a kovetkezs tétel.
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5.29. Tétel (Leibniz). Legyen (a,) monoton fogyd, a, — 0. Ekkor a
ST (=1)"*La,, végtelen sor konvergens.

Bizonyitds. Legyen k € N. Ekkor
Slzal ngal—ag

ngal—a2+a3 S4=CL1—U,2+CL3—CL4

Sok—1=ar —az+...+ag—1 Sop=a1 —az+...+azgk_1— az

Mivel a1 > as > az > a4 > ... > Qo1 > Qo > ..., ezért
51> 8
S3 > Sy
Sok—1 > Sor,
masrészt Sl > Sg > .2 Sgk_l > ... 68 52 < 54 < ... < Sgk < ...

Lathato, hogy az ([Sak, S2k—1]) »egyméasba skatulyazott” intervallumsorozat.
Mivel lim(Sop_1 — Sor) = limagx = 0, mert a,, — 0, ezért teljesiilnek a
Cantor kozosrész tétel feltételei, igy A € R, hogy lim Sg_1 = lim Sy, = A,
s6t ez éppen azt jelenti, hogy lim S,, = A. Tehat > (—1)"*1a, konvergens és
o0

> (=1)"*a, = A.

n=1

A bizonyitasbol latszik, hogy A € [Sak, Sor—1], gy
|Sok—1 — A| < agp < agp—1 és |Sor, — Al < agi (K €N),

azaz Vn € N esetén |S, — A| < a,,. Ez hasznos lehet az alternalo sor Gsszegének
a becsléséhez.
Megjegyezziik, hogy > (—1) a Leibniz-tétel szerint konvergens, de nem

n+11
1"
abszolit konvergens, mert ) -~ divergens.

5.16. Definici6. Azt mondjuk, hogy > a, feltételesen konvergens, ha
konvergens, de nem abszolit konvergens.

5.4.3. Végtelen sorok aAtrendezései

5.17. Definicié. A p: N — N bijekciot (p kolesonosen egyértelmi és R(p) =
= N) a természetes szamok permutaciéjanak nevezziik.

Peéldaul a 3,2,1,6,5.4,...,3k+ 3,3k + 2,3k + 1, ... sorozat egy permutacioja a
természetes szamoknak.
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5.18. Definicid. Legyen (a,), (b,) sorozat. Azt mondjuk, hogy (b,) az (a,)
sorozat egy atrendezése, ha 3(p,) permutacioja a természetes szamoknak,

hogy (bn) = (apn)'
Bizonyitas nélkiil érvényesek a kovetkezd allitasok.

5.30. Tétel. Legyen >  a, abszolit konvergens sor. Akkor ¥(p,,) permutdcio
esetén Y ap, is abszolit konvergens, sot

[e%S) [eS)
E ap,, = E Q.
n=1 n=1

E tétel szerint az abszolut konvergens sorok oroklik a véges sok szdm Ossze-
adasanal teljesiils asszociativitast. Ezzel szemben a feltételesen konvergens
sorok nagyon labilis képz6dmények.

5.31. Tétel. Legyen > a, feltételesen konvergens sor.
1° VA € R szdmhoz 3(py,) permutdcio, hogy > - ap, = A.

2° I(pn) permutdcio, hogy Y- ayp, divergens.



6. fejezet

Folytonossag

A folytonossag a fiiggvény lokalis tulajdonsaga. Azt fejezi ki, hogy egy a
ponttol kicsit kimozdulva a fiiggvényértékek az f(a) fliggvényértektsl keveset
térnek el. Az alabbi témakoroket targyaljuk:

e Folytonos fiiggvény fogalma
e Folytonossag és a miiveletek kapcsolata
e Intervallumon folytonos fiiggvények tulajdonsagai

e Egyenletes folytonossag

6.1. Folytonossag

6.1.1. A folytonos fiiggvény fogalma és tulajdonsagai

Legyen f1 : R = R fi(x) := 2, a := 2. Egy masik fiiggvény pedig legyen
f2 R — R,

1, haz <2
fo(x):=< 2, hax=2 abra)
3, haz>2

Lathato, hogy az f; fliggvény olyan, hogy ha x kozel van az a := 2 ponthoz,
akkor az fi(z) = x fliggvényértékek is kozel lesznek az f1(2) = 2 értékhez.
Ugyanezt nem mondhatjuk el az fy fliggvényrsl. Akarmilyen x szamot ve-
sziink is, amely kozel van az a = 2 ponthoz (x # 2), az fo(z) fliggvényértékek
elég tavol lesznek az f»(2) = 2 szamtol (biztosan 3-nél téavolabb). Az fi fiigg-
vény viselkedése nyoman fogalmazzuk meg a folytonossag fogalmat.

71
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A A L@ | .

6.1. 4bra

Legyen f : R — R, a € D(f). Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény foly-
tonos az a pontban, ha tetszéleges € > 0 hibakorlathoz van olyan § > 0
ingadozasi lehetéség, hogy minden olyan esetben, amikor x € D(f) és |z —
—a| < 0 (az x az a ponthoz 0-nal kozelebb van), akkor |f(z) — f(a)] < e
(az f(x) fuggvényérték az f(a)-tol az ¢ hibahataron beliil tér csak el). Ezt a
tulajdonsagot f € Cla] jeldlje.

Valoban f; € C[2], hiszen Ve > 0 szamhoz 0 := ¢ alkalmas, mert Vo € R, |z —
— 2| < §esetén |f1(x) — f1(2)] = |z — 2| < e. Az fo ¢ C|[2], ugyanis példaul
€= % esetén V6 > 0 kijel6lése mellett van olyan x € R, példaul az x := 2+ g,
amelyre ugyan |z — 2| = § < 4, de [f2(z) — f2(2)] = [3 — 2| > ¢, ezért az fo
fliggvény nem folytonos az a := 2 pontban.

a) A folytonos fiiggvény hasznos tulajdonsaga a jeltartas. Ez azt jelenti,
hogy ha f € Cla] és f(a) > 0, akkor 3K (a) C D(f) kornyezet, hogy Ve K (a)
esetén f(x) > 0, azaz f(a) eljelét a kornyezetben felvett fliggvényértékek is
> 0 hibakorlatra végiggondolni, hiszen ehhez 36 > 0, hogy Vo€ K;(a) esetén
fla) —e < f(z) < f(a) +¢, azaz

O<f = fla) —e < f(x).

b) A folytonossag konvergens sorozatokkal is kapcsolatban van. Ha f € Cld]
és (z,) C D(f) tetszolegesen felvett olyan sorozat, amelyre =, — a, akkor
f(zn) — f(a), azaz az (z,) sorozaton tekintett fiiggvényértékek sorozata
f(a)-hoz tart. Megforditva is igaz: ha V(z,) C D(f), x, — a esetén f(z,) —
f(a), akkor f folytonos az a pontban. A folytonossag ezt a fajta jellemzését
a lim f(z,) = f(limx,) egyenlség szimbolizélja, melyet atviteli elvnek is
neveznek.
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6.1.2. A miveletek és a folytonossag kapcsolata
6.1. Tétel. Ha f € Cla] és A € R, akkor A\f € C|a].

6.2. Tétel. Ha f,g € Cla], akkor f + g € Cla] és f-g € Cla].
6.3. Tétel. Ha f,g € Cla] és g(a) # 0, akkor % € Cla).

6.4. Tétel. Ha g € Cla], és f € Clg(a)], akkor f og € Clal.

Megjegyezziik, hogy a forditott allitasok nem igazak. Példaul f := sgn és
g:= — sgn esetén f + g az azonosan 0 fiiggvény, amelyre nyilvan f 4+ g =

=0eCI0], de f ¢ CI0] &s g ¢ C[0].

Az inverz fliggvény folytonossaga csak igen sziik feltételekkel igaz.

6.5. Tétel. Legyen I € R intervallum, f : I — R szigorian monoton.
Tegytik fel hogy az a € I pontban f € Cla]. Legyen tovibbd b := f(a). Ekkor
[~teCp).

d) Legyen [a,b] C D(f). Az f fliggvény folytonos az [a,b] zart interval-
lumon, ha Vo € [a, b] esetén f € Cla]. Ezt jeloli az f € Ca, b].

6.1.3. Intervallumon folytonos fiiggvények tulajdonsagai

A korlatos, zart intervallumon értelmezett folytonos fliggvénynek szép tulaj-
donségai vannak.

6.6. Tétel (Bolzano). Ha f € Cla,b] és f(a) < 0, f(b) > 0, akkor
de € (a,b), amelyre f(c) =0.

Ez speciélis esete a szintén Bolzano-tételnek nevezett allitasnak.

6.7. Tétel. Legyen f € Cla,b] és legyen d az f(a) és f(b) kozotti tetszdleges
szam. Ekkor 3c € [a,b] olyan, hogy d = f(c).

Ez a tétel azt mondja, hogy egy intervallumon folytonos fliggvény ha felvesz
két értéket, akkor e két szam kozotti minden értéket is felvesz, ami azt jelenti,
hogy egy intervallum folytonos képe intervallum.

6.8. Tétel (Weierstrass). Ha f € Cla,b|, akkor 3o, 8 € [a,b] olyan, hogy
Vz € [a,b]
fla) < f(z) < f(B)

Ez a tétel azt mondja, hogy f|, ,, korlatos (hiszen f(a) és f(B) kozott van a
fliggvény minden értéke), s6t van minimuma és van maximuma is az f‘[
fliggvénynek.

A Bolzano- és a Weierstrass-tétel kovetkezménye, hogy egy zart, korlatos
intervallum folytonos képe is zart, korlatos intervallum.

a,b]



74

6. FOLYTONOSSAG

6.2. Feladatok

1.

Mutassuk meg, hogy az f : [0,+00) — R, f(z) := /z fiiggvény bar-
mely a > 0 pontban folytonos.

Megoldds : El6szor megmutatjuk, hogy ha a := 0, akkor f € C[0].
Legyen £ > 0 tetszbleges. Ekkor v/ < ¢ < z < &2 miatt legyen
§:=¢e2 Hax >0, z <, akkor |f(z) — f(0)| = V& < e.

Most legyen a > 0. Nyilvan Va > 0 esetén

Wi val = Vr=va-Verve) | Jr—al _Jz—al

VI ++/a CVr+yva T Jao

Legyen € > 0 tetsz6leges. Tekintettel az elébbi egyenl&tlenségre,
d :=¢e-+/a. Ekkor Va > 0, |z — a|] < § esetén

@) = @)l = V- val < P28 < S~

amely azt jelenti, hogy f € C|a].

Mutassuk meg, hogy az f : R — R, f(x) := 22 fiiggvény barmely a € R
pontban folytonos.

Megoldds: Legyen (z,) C R, x,, — a tetsz8leges sorozat. Ekkor f(z,) =
= (@n)? =2n Ty —a-a= f(a).

Mivel V(x,,) C R, z, — a sorozat esetén f(z,) — f(a), ezért az atviteli
elv szerint f € Cla).

Mutassuk meg, hogy az f : R — R, f(z) := sinz fliggvény barmely
a € R pontban folytonos.

Megoldds: A szinuszfliggvény értelmezését felhasznalva a abrarol
latszik a | sinz —sina| < |x —a| egyenlStlenség Va, x € R esetén. Legyen
e > 0 tetszGleges. Ha 0 := ¢, akkor Vo € R, |z — a| < § esetén |f(x) —
— f(a)] = |sinz —sina| < |z — a| < ¢, tehat f € Clal.

Legyen f: R — R,

_f #22 haz#0
f(“)'_{ 1, haz=0.

Mutassa meg, hogy f € C]0].

Legyen f : R — R. Tegytik fel, hogy van olyan L > 0 szdm, hogy Vs, t €
€ D(f) esetén |f(s) — f(t)] < L|s — t|. Mutassuk meg, hogy Va € D(f)
pontban f € Cla].

Mutassa meg, hogy az x° + 4x — 3 = 0 egyenletnek van megoldasa a
[0,1] intervallumon is.
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sin x-sin a

6.2. abra

7. Mutassuk meg, hogy ha f € C|a, b], f kolcsonosen egyértelmii fiiggvény,
akkor f szigortian monoton az [a, b] intervallumon.

6.3. Folytonossag

6.3.1. A folytonossag fogalma és az atviteli elv

Legyen f:R»— R, a € D(f).

6.1. Definici6é. Azt mondjuk, hogy f folytonos az a pontban, ha Ve > 0
36 > 0 Vz € Ks(a) N D(f) esetén f(z) € K.(f(a)). Jele: f € Clal.

6.9. Tétel (Atviteli elv). f € Cla] <= VY(z,) C D(f),z, — a esetén
flzn) = fla).

Bizonyitds. (=) Tegyiik fel, hogy f € Cla], és legyen (z,) C D(f),xn, — a
tetsz6leges sorozat.

Tekintsiink egy ¢ > 0 szamot. Mivel f € Clal, ezért 3§ > 0 olyan, hogy
Vo € D(f), |z —a| < § esetén |f(x) — f(a)|] < . Az z, — a miatt ehhez a
d > 0 szamhoz IN € N kiiszobindex, hogy Vn > N esetén |z, — a| < 4§, de
ekkor |f(zn) — f(a)| < €. Ez éppen azt jelenti, hogy f(x,) — f(a).

(<) Most tegyiik fel, hogy Y(x,) C D(f),zn — a esetén f(z,) — f(a), de
(indirekt modon) f ¢ Cla]. Ez azt jelentené, hogy 3¢ > 0Vé > 0 esetén Iz €
€ D(f), x5 € Ks(a), de f(xs) ¢ K.(f(a)). Specialisan: Vn € N esetén legyen
§ := . Ekkor 3z,, € D(f), |zn —a| < + olyan, hogy |f(z,) — f(a)| > €.
Tekintsiik az igy nyert (2,,) C D(f) sorozatot. Mivel |z, —a| < 1 (n € N),
ezért x, — a. Ugyanakkor az (f(z,)) sorozat hatarértéke nem lehet f(a),
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hiszen Vn € N esetén | f(z,) — f(a)| > e. Ez ellentmond feltételiinknek, tehét
f € Cla).

6.3.2. Miveletek folytonos fiiggvényekkel
6.10. Tétel. Ha f € Cla] és A € R, akkor A\f € Cla].

Bizonyitds. Legyen (z,) C D(Af) = D(f), amelyre x,, — a. Mivel f € Cla],
ezért f(x,) — f(a), amibdl kovetkezik, hogy

AN (@n) = Af(@n) = Af(a) = (Af)(a).
Tehat A\f € Cla).
6.11. Tétel. Ha f,g € Cla], akkor f +g € Cla] és f - g € C|al.

Bizonyitds. Legyen (x,) C D(f + g) = D(f) N D(g), amelyre x,, — a. Mivel
fyg € Cla), ezért f(xz,) — f(a) és g(xn) = g(a), amibdl kévetkezik, hogy

(f +9)(xn) = f(2n) + g(zn) = f(a) +g(a) = (f + 9)(a).
Tehat f + g € Cla]. (Szorzatra hasonloan.)
6.12. Tétel. Ha g € Cla] és g(a) # 0, akkor é € Clal.

Bizonyitds. Legyen g(a) > 0. Ekkor 3K (a) C D(g), hogy Vx € K(a) esetén
g(x) > 0.
Legyen (z,) C D(g) amelyre x,, — a. Nyilvan AN € N, hogy Vn > N esetén
xn € K(a), igy g(x,) > 0. Az ilyen n-ekre

1 1 1

1
g = @ " g g

tehat % € Cla).
6.13. Tétel. Ha f,g € Cla], g(a) # 0, akkor 5 € Cla].

Bizonyitds. Mivel

,:f.

1és f,EGC’[a], ezért iEC[a].
g g g g

6.14. Tétel. g € Cla], f € Clg(a)] = fog € Clal.

Bizonyitds. Legyen (x,) C D(f og) C D(g), amelyre x,, — a. Ekkor (f o

° g)(xn) = flg(zn))) = [flg(a)) = (f o g)(a), hiszen (g(xn)) C D(f) és
g(xn) — g(a). Tehat fog e Clal.
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6.3.3. Intervallumon folytonos fiiggvények tulajdonsagai

6.2. Definicié. Legyen f: R — R, A C D(f). Azt mondjuk, hogy f foly-
tonos az A halmazon, ha Vu € A esetén f € Clu]. Jele: f € C(A).

6.15. Tétel (Bolzano 1.). Legyen f € Cla,b], f(a) <0 és f(b) > 0. Ekkor

Je € [a,b], hogy f(c) = 0.

a+tb
2

Bizonyitds. Tekintsiik az [a, b] intervallum felez6pontjat. Harom eset le-

hetséges:

vagy f(22) =0, ekkor ¢ := 2Fb;

: 4

vagy f(22) > 0, ekkor a; :=a, by := “T"’b;

T N

vagy f(24£2) <0, ekkor a; := %2, by :=1b.

A kovetkezd lépésben az [aq, b1] intervallum % felez6pontjat készitjiik el.
Ismét harom eset lehetséges:

vagy f(alngl) =0, ekkor ¢ := %;
vagy f(alszl) > 0, ekkor ay := aq, by := %;
vagy f(‘“QLbl) < 0, ekkor as := %7 by :=by.

A felezési eljarast folytatva valamelyik 1épésben eljutunk a c zérushelyhez,
vagy kapunk egy (a,) és egy (b,) sorozatot, amelyre

[a,b] D [(1171)1] D [a27b2] D...D [an,bn} D [an+1,bn+1] D ey

tovabba
—a by — a1 b—a b—a
by —a; = ——, by —ag = = ey by — = ——, ...,

1 ai D) , U2 a2 2 22 9 ) a on
amelybdl kovetkezik, hogy lim(b, — a,) = 0. A Cantor-féle kozosrész tétel
szerint egyértelmien Je¢ € [a,d], amelyre Nyen(an, b,] = {c}, azaz lima,, =
=limbdb,, =c.

Mivel f € C|c], és Vn € N esetén f(a,) < 0, ezért f(a,) — f(c) < 0.
Masrészt Vn € N esetén f(b,) > 0, ezért f(b,) — f(c) > 0. Ebbdl csak
f(e) = 0 lehetséges.

6.16. Tétel (Bolzano 2.). Legyen f € Cla,b] és d € R egy tetszdleges f(a)
és f(b) kozé esd szam. Ekkor 3c € [a,b], amelyre f(c) = d.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy f(a) < f(b) és f(a) < d < f(b). Tekintsiik a
¢ : [a,b] = R, o(t) := f(t) — d figgvényt. ¢ € Cla,b], ¢(a) = f(a) —d <
< 0, ¢(b) = f(b) —d > 0. A Bolzano 1. tétel szerint 3¢ € (a,b), amelyre
¢(c) = 0. Mivel 0 = ¢(c) = f(c) — d, ezért f(c) =d.
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6.17. Tétel (Weierstrass 1.). Legyen f € Cla,b]. Ekkor f , korldtos figg-
vENY.

Bizonyitds. Indirekt modon, tegytik fel, hogy példaul f)  felilrél nem kor-
latos. Ekkor Vn € N szamhoz 3z, € [a,b] olyan, hogy f(x,) > n. Nyilvan
(xn) C la,b], tehat (z,) korlatos sorozat, ezért a Bolzano—Weierstrass-tétel
szerint 3 (i, ) indexsorozat, hogy (z;, ) C [a, b] konvergens. Legyen lim z; =:ax €
€ [a,b]. Az f € Cla] és z;, — a, ezért f(x;,) — f(a). Az (i) szigortan mo-
noton novekedd, ezért i, > n, ezért f(z;, ) > in, > n (n € N). Tehat (f(x;,))
feliilrsl nem korlatos sorozat, ami ellentmond annak, hogy f(x;,) — f(«).
Ellentmondéasra jutottunk, tehat hamis az indirekt feltevés, azaz f| (a.b] korla-
tos.

6.18. Tétel (Weierstrass 2.). Legyen f € Cla,b]. Ekkor 3o, 8 € [a,b], hogy
YV € [a,b] esetén f(a) < f(x) < f(B).

Bizonyitds. Az f|, , korlatos, ezért az {f(z) | # € [a,b]} halmaz korlatos,
igy Isup{f(z) | z € [a,b]} =: M. Megmutatjuk, hogy az M € R szdmot a
fliggvény fel is veszi. A halmaz fels6 hataranak tulajdonsagai szerint

1° Vz € [a,b] esetén f(z) < M,
2° V¥n € N esetén Iz, € [a,b], hogy f(z,) > M — %

Az (x,) C [a,b], korlatos sorozat, ezért 3(i,) indexsorozat, hogy (z;,) kon-
vergens. Legyen limz,; =: 3 € [a,b]. Ekkor M — i < f(z;,) <M (n €N).
A kézrefogasi elv szerint (mivel i,, > n, igy = — 0) f(x;,) — M. Méas-
részt f € C[S] miatt f(x;,) — f(5). A sorozat hatarértéke egyértelmd, ezért
f(B) =M.

Hasonléan lathato be az « € [a, b] létezése is.

6.3.4. Az inverzfiiggvény folytonossaga

Ezekre a tételekre hivatkozva foglalkozhatunk egy fiiggvény inverzének a foly-
tonossidgaval. Megjegyezziik, hogy ha f € Cla], b := f(a) és 3f~! inverzfiigg-
vény, akkor még lehet, hogy f~! nem folytonos a b pontban. Ezt a helyzetet
jol szemlélteti az

fi(=o00,—1)U{0}U(1,40) > R

r+1, hax<-—1,
f(z) =4 0, ha z =0,
r—1, hax>1



6.3. FOLYTONOSSAG 79

fliggvény, amely folytonos a 0-ban, f(0) = 0, van is inverze a fliggvénynek:
fFL:R—=R
r—1, hazx <0,
fH=x):=<{ o, ha z =0,
z+1, hazxz>0,

de =1 ¢ C[0].

6.19. Tétel. Legyen f : [a,b] = R, f € Cla,b|, f szigorian monoton. Ekkor
=t e C(R(f)).

Bizonyitds. Az f € Cla,b|, ezért a Bolzano- és a Weierstrass-tétel kovet-
kezményeként R(f) zart, korlatos intervallum. Legyen [c,d] := R(f). Az f
szigorian monoton, ezért kdlesdndsen egyértelmii, tehat 3f~1 : [c,d] — [a, b].
Legyen v € [c,d] tetszleges, u := f~1(v), és legyen (y,) C [¢,d], yn — v
tetszdleges sorozat. Az f~! inverzfiiggvény v pontbeli folytonossigahoz (az
atviteli elv szerint) elég belatni, hogy az z,, := f~1(y,) — f ' (v) = u. In-
direkt mo6don, tegyiik fel, hogy (z,) C [a,b] sorozat nem tart u-hoz. Ekkor
36 > 0 Vk € N 3ng, > k, amelyre |z,, —u| > 8. Az (2, )ken C [a,b] \ [u —
—d,u+ 9] sorozat korlatos, ezért van konvergens részsorozata: (z,, ). Legyen
a:=limz,, . Nyilvan a € [a,b], de a # u. Az f € Cla], ezért

f(@ny,) = Yni, — fle).

Az (Y, ) részsorozata a v-hez tartd (y,) sorozatnak, ezért f(a) = v. Figye-
lembe véve, hogy f(u) = v, ellentmondasra jutottunk f kolcsonos egyértel-
miiségével, tehat hamis az indirekt feltétel, azaz x,, — u, igy f~! € Clv].

6.3.5. Egyenletes folytonossag

6.3. Definici6é. Legyen f : R — R, B C D(f). Azt mondjuk, hogy f
egyenletesen folytonos a B halmazon, ha Ve > 0 30 > 0, hogy Vz',2"€B,
|#" — 2| < § esetén |f(a') — f(z")| < e.

6.20. Tétel. Ha f egyenletesen folytonos a B halmazon, akkor f € C(B).

Bizonyitds. Legyen b € B és ¢ > 0 tetszSleges. Az f egyenletesen folytonos a
B halmazon, ezért 36 > 0, hogy Va € B esetén, amelyre |z — b| < 4, teljesiil,
hogy |f(z) — f(b)|] < e. Ez éppen azt jelenti, hogy f € C(B).

Megjegyezziik, hogy ha f € C(B), akkor még lehet, hogy f nem egyenletesen
folytonos a B halmazon. Ugyanis, az f : Rt — R, f(z) := z? fiiggvény a
B := R* minden pontjiban folytonos, de nem egyenletesen folytonos a B
halmazon. Ennek igazoldsahoz legyen ¢ := % és § > 0 tetszoleges. Nyilvan
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dn € N, amelyre n > %. Legyen z’ :=n és 2" :=n + g. Ekkor |' — 2| =
=2<6,de

@) - @ = (04 8) —nrns s Coomss Loso Lo
- 2 - 1 2 727 %

Mivel e > 0, hogy V§ > 0 esetén talaltunk olyan z’,z” € RT szamokat,
amelyekre ugyan |’ — 2| < §, de |f(2') — f(z”)| > ¢, ezért ez a folytonos f
fiiggvény nem egyenletesen folytonos az Rt halmazon.

6.21. Tétel (Heine). Ha f € Cla,b], akkor f egyenletesen folytonos az [a, b
intervallumon.

Bizonyitds. Indirekt modon, tegyiik fel, hogy f nem egyenletesen folytonos az
[a, b] zart intervallumon. Ekkor Je > 0, hogy Vé > 0 szdmhoz Jz’, 2" € [a, b],
amelyekre ugyan |2’ — 2”| < ¢, de |f(2') — f(2”)| > €. Legyen Vn € N esetén
§ := 1. Akkor ehhez a §-hoz is 3z, 2/, € [a,b], amelyekre |2/, — z//| < L de
f(@3,) — f(@)] = e

Vizsgaljuk meg az (z),) és (x]') sorozatokat! Mivel (z),) C [a,b], ezért 3(iy)
indexsorozat, hogy (zj ) konvergens. Legyen limz; =: o € [a,b]. Megmu-
tatjuk, hogy ugyanezzel az (i,) indexsorozattal az (x ) részsorozat is kon-

in
vergens, s6t limz?! = «. Ugyanis Vn € N esetén
) in

1
o7, —al S fai, = |+ 1o, — ol < —+ |z, —al.

n
Mivel = — 0, |2} —al — 0, ezért dsszegiik is 0-hoz tart, ezért |z} —al — 0.
Tehat z; — a, =] — a, ezért f € Cla] miatt f(z} ) = f(a) és f(2] ) —
f(a), amelybdl

Flah,) — Fl) =0

kovetkezik. Ez azonban lehetetlen, hiszen Vn € N esetén |f(z),) — f(z))] > e.
Az ellentmondas azt jelenti, hogy hamis az indirekt feltevés, tehat igaz az
allitas.



7. fejezet

Fluggvény hatarértéke

Egy fiiggvény hatarértéke az a pontban A, ha az a-hoz kozeli helyeken a
fliggvény A-hoz kozeli értékeket vesz fel. Az alabbi témakoroket targyaljuk:

e Fliggvény hatarérték fogalma

Hatarérték és a miveletek kapcsolata

Végtelenbeli és végtelen hatarérték

Egyoldali hatarérték

Monoton fliggvény hatéarértéke

7.1. Figgvény hatarértéke

7.1.1. ,Végesben vett, véges” hatarérték

Vizsgaljunk meg harom, egymashoz nagyon hasonl6 fiiggvényt.
Legyen

fliR—)R f1($)22$+27

fo i R\{2} 5 R fo(a) = £=p = 2d2) _ 4y o

r+2, haz#2

fs:R—=R f3(x) = { he & = 2. [71] abra)

A fiiggvények a := 2 pont koriili viselkedésére vagyunk kivancsiak. Az f;
folytonos a 2 pontban, ami azt jelenti, hogy ha x kiézel van a 2-hoz, akkor az

81
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7.1. abra

fi(z) = x + 2 értékek kozel esnck a 4-hez, amely éppen fi1(2).

Az f5 fiiggvény ugyan nincs értelmezve a 2-ben, de ha x kozel van a 2-hoz,
az fo(x) = x + 2 értékek egy szam, ebben az esetben a 4 koriil keveset inga-
doznak.

Az f3 fiiggvény a 2-ben is értelmezve van. Ha x kozel van a 2-hoz (de x # 2),
akkor az f3(x) = x + 2 értékek (az fi és f fiiggvényhez hasonloan) a 4 koriil
keveset ingadoznak (fliggetleniil attol, hogy f(2) = 1).

A példakban tapasztalt jelenségek nyomén alakitjuk ki a fiiggvény hatér-
értékének fogalmat.

Olyan f : R D— R fiiggvényeket vizsgalunk, melyek D(f) értelmezési tarto-
méanyaban az a € R ponthoz tetszélegesen kozel is vannak attol kiillonbo6zé
pontok (esetleg a ¢ D(f)).

7.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az a pontban van ha-
tarértéke, ha van olyan A € R szdm, hogy barmely ¢ > 0 hibakorlathoz van
olyan § > 0 ingadozési lehetGség, hogy minden olyan = € D(f) pontban,
amely d-nél kdzelebb van az a-hoz (|x — a| < §), de © # a, az f(x) fliggvény-
értékek az e hibakorlatnal kevesebbel térnek el A-t6l (|f(z) — A] < ¢).

Az f fiiggvénynek ezt a tulajdonsigit a

lim f = A;
lim f(z) = A4;

Tr—ra

ha © — a, akkor f(z) —» A

jelolések valamelyikével fejezziik ki.
Ha 6sszevetjiik az f fliggvény hatarértékének fogalmat a folytonossag értelme-
zésével, akkor lathato, hogy lim, f = A éppen azt jelenti, hogy az f fiiggvény



7.1. FUGGVENY HATARERTEKE 83

helyett egy

]?SD(f)U{a}HR, f(x) :{ 1];@), haz #a

, hax=a

fiiggvényt tekintve, az f fiiggvény az a pontban folytonos lesz. Mas szoval,
akkor van hatarértéke az f fiiggvénynek az a pontban, ha folytonossa tehe-
t6 az a-ban. Ezért, ha a € D(f), és létezik a lim, f, akkor az f fliggvény
pontosan akkor folytonos az a pontban, ha lim, f = f(a).
Ebbdl az észrevételbsl fakad, hogy a hatarértékkel végzett miiveletek vissza-
vezethetSk a folytonos fliggvényekkel végzett miiveletekre.

7.1. Tétel. Halim f = A és A € R, akkor im A\f = AA.
7.2. Tétel. Halim f = A éslimg = B, akkor lim(f +g) = A+ B.
7.3. Tétel. Halim f = A éslimg = B, akkorlim f - g = AB.

1
= 5.

7.4. Tétel. Halimg = B és B # 0, akkor lim

1
a 9

7.5. Tétel. Halimf = A éslimg= B, B # 0, akkor limg =4,

a

wl

7.6. Tétel. Halimg =10 és f € C[b], akkor lim f o g = f(b).

(A tételekben szerepld feltételeknek és allitasnak is értelmesnek kell lennie,
ezeket az részben pontosan is megfogalmazzuk.)

7.1.2. ,Végtelenben vett”, illetve ,,nem véges” hatarérték

Latszik, hogy a hatarérték fogalma a fliggvényértékek valtozasanak tenden-
cidjat tartja szem el6tt. Az dgynevezett ,véges helyen vett véges hatarérték”
fogalmat (ezzel foglalkoztunk eddig) kiterjeszthetjiik. Tekintsiik at ezeket a
lehetGségeket :

Legyen f: R >— R.

1° Ha D(f) feliilr6l nem korlatos halmaz, és van olyan A € R, hogy
barmely € > 0 hibakorlathoz van olyan w € R kiiszobszam, hogy minden
x> w, x € D(f) pontban |f(z) — A| < e, akkor azt mondjuk, hogy az
f fiiggvény hatarértéke (+o00)-ben A.

Jele: Emf = A vagy Eﬂr_l f(z) = A vagy © — +o0 esetén f(z) — A.
Példaul lim L =0.

z—+oo ¥

2° Ha D(f) alulrdol nem korlatos halmaz, és van olyan A € R, hogy
barmely € > 0 hibakorlathoz van olyan w € R kiiszobszam, hogy minden
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x <w, x € D(f) pontban |f(x) — A| < e, akkor azt mondjuk, hogy az
f fiiggvény hatarértéke (—oo)-ben A.

Jele: ligéf = A vagy mgmoof(x) = A vagy x — —oo esetén f(x) — A.
Példaul lim % =0.

T—r—00

3° Ha a € R és a D(f) értelmezési tartoményban az a-hoz akarmilyen
kozel is talalhato pont az a ponton kiviil is, és teljesiil, hogy barmely
K € R szamhoz van olyan 6 > 0 ingadozéasi lehet&ség, hogy minden = €
€ D(f), « # a, de |z — a|] < 0 pontban f(z) > K, akkor azt mondjuk,
hogy az f hatarértéke az a-ban +oc.

Jele: liénf = 400 vagy il—% f(z) = 400 vagy  — a esetén f(z) — +oo.

Példaul lim 4 = +o0.
z—0 %

4° Ha a € R és a D(f) értelmezési tartoményban az a-hoz akarmilyen
kozel is talalhatd pont az a ponton kiviil is, és teljesiil, hogy béarmely
K € R szamhoz van olyan d > 0 ingadozasi lehetség, hogy minden x €
€ D(f), © # a, de |x — a| < 0 pontban f(z) < K, akkor azt mondjuk,
hogy az f hatarértéke az a-ban —oc.

Jele: lilllrnf = —o0 vagy EE}Z f(x) = —oo vagy © — a esetén f(x) — —oo.

Példaul lim (— L) = —oo.
z—0 x

5° Ha D(f) feliilr6l nem korlatos, és barmely K € R szdmhoz van olyan
w € R kiiszébszam, hogy minden = > w, = € D(f) pontban f(z) > K,
akkor azt mondjuk, hogy az f fliggvény hatarértéke (+o00)-ben +oo.
Jele: &g.}f = +o00 vagy IETOO f(x) = 400 vagy  — 400 esetén f(x) —
+00.
Példaul lim 22 = +oo.
r—+00

6° Ha D(f) alulrol nem korlatos, és barmely K € R szamhoz van olyan
w € R kiiszobszam, hogy minden = < w, = € D(f) pontban f(z) > K,
akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatarértéke (—oo)-ben +oo.
Jele: lim f = +oo vagy lim f(z) = 400 vagy x — —oo esetén f(x) —

— 0o Tr—r—00
+00.
Példaul . lim x

——00

2 = +oo.

7° Ha D(f) feliilr6l nem korlatos, és barmely K € R szdmhoz van olyan
w € R kiiszobszam, hogy minden = > w, = € D(f) pontban f(z) < K,
akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatarértéke (+o00)-ben —oco.
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Jele: Emf = —00 vagy 11)111 f(x) = —oco vagy © — 400 esetén f(x) —
—0Q.
Példaul lim (—2?) = —oo.

r—r+00

8° Ha D(f) alulrol nem korlatos, és barmely K € R szamhoz van olyan
w € R kiiszobszam, hogy minden = < w, = € D(f) pontban f(z) < K,
akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatarértéke (—oo)-ben —oo.

Jele: lim f = —covagy lim f(z) = —oo vagy x — —oo esetén f(x) —
—00 T——00
—00.
Példaul lim (—2?) = —oo.
T——00

A sorozatok olyan fliggvények, amelyek értelmezési tartomanya N. Az N fe-
lilrsl nem korlatos, ezért az a : N — N fliggvénynek, azaz az (a,,) sorozatnak
vizsgalhato a hatarértéke (+o00)-ben. Osszevetve az a, — A vagy a, — 400
vagy a, — —oco definiciojat a fliggvény (+o00)-beli hatarértékének meghata-
rozasaival, azt kapjuk, hogy

lima, = A<= lima=A
—+oo
lima, = +00 <= lima = +o©
+oo

lima, = —00 <= lima = —oo.
+oo

7.1.3. Egyoldali hatarérték

El6fordul, hogy az a € R pont tetszéleges kozelségében, a-tol jobbra és balra
is van értelmezési tartomanybeli pont, de az f fiiggvénynek nincs hatarértéke
az a-ban. Néha ilyenkor is mondhatunk valamit a fiiggvény viselkedésérdl.

9° Ha az a € R olyan, hogy a-hoz tetsz6legesen kozel is van z €
€ D(f), * > a pont és van olyan A € R szam, hogy barmely ¢ > 0
hibakorlat esetén van olyan § > 0 ingadozasi lehet&ség, hogy minden
x € D(f), a <x <a+d pontban |f(x) — A| < ¢, akkor azt mondjuk,
hogy f-nek az a-beli jobb oldali hatarértéke A.

Jele: limg1o f = A vagy lim,_,,10 f(2) = A. Néha f(a + 0) jeloli az f
fiiggvény a-beli jobb oldali hatarértékét. [Hagyomanyosan a = 0 esetén
,»0 + 0”7 helyett csak ,,04+” all mindeniitt.|

Példaul az

f R=R, f(a:):{ 7}:

haz >0
haz <0

fiiggvénynek 0-ban nincs hatarértéke, de lim, o4 f(x) = 1vagy f(0+) =
=1]
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10° Ha az a € R olyan, hogy a-hoz tetszélegesen kozel is van = €
€ D(f), * > a pont, és barmely K € R szamhoz van olyan 6 > 0
ingadozasi lehet&ség, hogy minden x € D(f), a < x < a + J esetén
f(z) > K, akkor azt mondjuk, hogy az f jobb oldali hatarértéke a-ban
+00.

Jele: lim, 1o f = +o0 vagy limg_, 410 f(z) = +00.

Példaul nem létezik a lim,_.q %, de limg 0+ % = +4o00.

11° Ha az a € R olyan, hogy a-hoz tetszélegesen kozel is van = €
€ D(f), * > a pont, és barmely K € R szamhoz van olyan § > 0
ingadozasi lehet8ség, hogy minden x € D(f), a < & < a + § esetén
f(z) < K, akkor azt mondjuk, hogy az f jobb oldali hatarértéke a-ban
—0o0.

Jele: lim, 1o f = —o0 vagy limg_q40 f(2) = —o0.

Példaul nem létezik a limx_ﬂ)(—%), de limx_>0+(—%) = —0o0.

12° Ha az a € R olyan, hogy a-hoz tetszélegesen kozel is van x €
€ D(f), © < a pont, és van olyan A € R, hogy tetszSleges ¢ > 0
hibakorlathoz van olyan § > 0 ingadozasi lehetség, hogy minden x €
€ D(f), a—3d < x < a pontban |f(x) — A| < ¢, akkor azt mondjuk,
hogy az f bal oldali hatarértéke az a-ban A.

Jele: lim,_o f = A vagy lim,_,,—0 f(z) = A. Néha f(a — 0) jeldli az
f a-beli bal oldali hatarértékét. [Hagyoméanyosan a = 0 esetén ,,0 — 0”
helyett ,,0—" all mindeniitt.

Példaul a 9° definicié utani példaban lim, o f(z) = —1 vagy f(0—) =
=-1]

13° Ha az a € R olyan, hogy a-hoz tetszSlegesen kozel is van x €
€ D(f), * < a pont, és barmely K € R szamhoz van olyan 6 > 0
ingadozasi lehetdség, hogy minden z € D(f), a — 6 < x < a pontban
f(z) > K, akkor azt mondjuk, hogy f bal oldali hatarértéke az a-ban
+00.

Jele: lim,_o f = 400 vagy lim, 40 f(x) = +00.

Peldaul lim,_,o—(—2) = +o0.

14° Ha az a € R olyan, hogy a-hoz tetszdlegesen kozel is van x €
€ D(f), * < a pont, és barmely K € R szamhoz van olyan 6 > 0
ingadozasi lehetdség, hogy minden z € D(f), a — 6 < z < a pontban
f(z) < K, akkor azt mondjuk, hogy f bal oldali hatarértéke az a-ban
—00.

Jele: lim,_o f = —o0 vagy lim, 4o f(x) = —c0.

Példaul lim, _,o_ % = —00.
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Tkonszerten osszefoglaljuk a hatarérték eseteket (7.2 abra).

Az egyoldali hatarértékek és a hatarérték kapcsolata is megfogalmazhato:
Ha létezik a limg_o f és a limgig f is, és lim,_o f = limg4o f, akkor van
hatarértéke az f fliggvénynek az a-ban, és

hénf = zlzlf%f = Ll%f-
Megjegyezziik, hogy ha az a € R olyan, hogy csak az egyik oldali hatarérték

vethetd fel az a-ban, és ez a hatarérték létezik is, akkor ez éppen az f fiiggvény
a-beli hatarértéke lesz.

7.2. Feladatok

222 —2—6 _o 222 —2—6 _o

L. limg o 55— = limg o0 S5——5 =
4 2 4 2
: x"—2x“—3 __ . x*—2x“—3 __
2. lim,_yq R = limg,_o_o e =

4 2
: x-—2x"—3 __
limg o0 T3 =

3. limea (725 — 22) =7

: sin3xz __ : sin3z __ . tg2x
4. limg o #2552 =7 limg, o 3057 =7 lim, o &% =7
: l—cosz : tgx—sinx
5. hmwg)o =z =7 llmm*)() gT =7
. 21:_ . T __
6. hmz_>0 eTl =7 hmz_>0 23371 =7
sh(z+2)

7. hmx_>+oo sh(z—2) =

8. limgy 400 V22 +2 — Va2 + 22 — 3 =7

lim, s oo V22 +2 — 22 4+ 22 — 3 =7
9. Van-e olyan k € R, hogy létezzen a

a3 =922 kx—27
lim
z—3 2 —6x+9

és valos szam legyen a hatarérték?
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lim_f=+oo
a

lim  f=+c
+00

lim

a+0

f=+o0

=—00
;I'ma—of

7.2. abra
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7.3. Fiiggvény hatarértéke

7.3.1. A hatarérték altalanos definicidja és az atviteli elv

A részben bemutatott, kiilonb6z§ esetekre vonatkozo hatarérték fogal-
mak egy definicioban megfogalmazhatok. Ehhez a valos szamok halmazat
kibsvitjiik. Legyen R := RU {—00, +00}. Az R halmazon is lesz @ sszeadés
és © szorzas.

1° Va,b e Resetén a®b:=a+b
2° Va € R esetén a @ (+00) := +00 és a @ (—o0) := —00
3° (400) @ (+00) := 400 és (—00) @ (—00) := —o0
4° Ya,be Resetén a®b:=a-b
5° Va € R\ {0} esetén

a® (400) :=~+00, haa >0
a® (+00) := —00, haa <0
a® (—o00):=—00, haa>0
a® (—o00) : =400, haa <0

6° (+00) ® (+00) 1= +00, (+00) ® (—00) := —00, (—00) ® (—00) := +00
7° Va € R esetén —oco < o < +00.

Megjegyezziik, hogy @ és © a felsorolt esetekben kommutativ. Ne is keressiik
a (+00) ® (—00) és a 0 ® (£oo) értelmezését, és tovabbra sem definialjuk a
%, %, 00, 1+%°) | (400)° értékeit !

Az R halmazban értelmezziik a pont kérnyezetét.

Legyena € R, re R, r > 0.

7.2. Definicié. Az a pont r sugari kornyezete legyen

(a—ra+r), haaelR
K,(a) := (1, +00), ha a = 400
(—o0, -1, ha a = —oc0

Legyen A CR és a € R.

7.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy a torlédasi pontja az A halmaznak,
ha minden r > 0 esetén (K,(a) N A)\ {a} # 0. Tovabba legyen

A :={a € R| a torlodasi pontja az A-nak}

az A derivalthalmaza.
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Az részben bemutatott hatarérték eseteket ezutan egységes definicioba
foglalhatjuk. B _
Legyen f e R— R, a € R, a € D(f).

7.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az értelmezési tar-
tomany a torlédési pontjaban van hatarértéke, ha 34 € R Ve > 0 35 > 0
Vr € (Ks(a) \ {a}) N D(f) esetén f(z) € K.(A).

Legyen f e R — R, a € R, a € (D(f)N(a,+00)).

7.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az a pontban van jobb
oldali hatarértéke, ha 3A € RVe > 03§ > 0Vz € Ks(a)ND(f), © > a esetén
f(z) € K.(A).

Legyen f e R»— R, a €R, a € (D(f)N(—00,a)).

7.6. Definici6. Azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek az a pontban van bal
oldali hatéarértéke, ha 34 € R Ve > 0 36 > 0 Vo € Ks(a) N D(f), z < a
esetén f(z) € K (A).

Konnyen lathato, hogy

EI(I;Jrr%f = Elhglf‘D(f)ﬁ(ﬂH—w)
és
Hilir(l)f & Ehgn FIo(rn(—ooa -

A fiiggvény hatarértékét is lehet sorozatokkal jellemezni.

7.7. Tétel (}Lautérértékre vonatkozo atviteli elv). Legyen f € R — R, a €
eD(f), AeR

lignf = A<= V(z,) C D(f)\{a}, zn — a esetén f(z,) — A.

Bizonyitds.

(=) Legyen (z,) C D(f) \ {a}, z, — a tetszbleges sorozat. Mivel lim, f =
= A, ezért Ve > 0 36 > 0 olyan, hogy Va € (Ks(a) \ {a}) N D(f) esetén
f(x) € K.(A). Az x,, — a, ezért ehhez a § > 0 szamhoz is AN € N kiiszob-
index, hogy Vn > N esetén x,, € Ks(a), s6t x, # a és x, € D(f). Akkor
f(x,) € K.(A). Ez éppen azt jelenti, hogy f(z,) — A.

(<) Tegyiik fel, hogy V(z,) € D(f) \ {a}, z, — a esetén f(z,) — A,
de (indirekt médon) lim, f # A. Ez azt jelentené, hogy Je > 0 V§ > 0 esetén
Jr € (Ks(a) \ {a}) N D(f), amelyre f(x) ¢ K.(A). Emiatt ¥n € N esetén
ad = % > 0 szamhoz is Jz,, € K%(a), Tn # a, T, € D(f) olyan, hogy
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f(x,) ¢ K:.(A). Nyilvan az ilyen (x,,) sorozatra x,, — a, de az ezen a soroza-
ton tekintett (f(x,)) fiiggvényértékek sorozatara f(x,) - A, hiszen Vn € N
esetén f(z,) ¢ K.(A). Ez ellentmond a feltételiinknek, igy igaz az allités.
Megjegyezziik, hogy a lim,_,, f(z) = A jelolést az atviteli elvbél szarmaz-
tathatjuk. Ugyanis V(x,) sorozatra lim,, . f(z,) = A lenne az allitas. (Az
n-et elhagyva kapjuk a hatarértéket. Az x — a ,,x tart az a-hoz” kifejezés mo-
go6tt is minden esetben egy olyan tetszéleges (z,) sorozatot értsiink, amelyre
Tp — a.)

7.3.2. Miveletek fiiggvények hatarértékével
7.8. Tétel. Halim, f = A és X\ € R, akkor

. | AOA, haX#O
IT”f{o, ha A =0

Bizonyitds. Legyen (x,) C D(f)\ {a}, xn — a tetszsleges sorozat. Ekkor
A # 0 esetén (Af)(zn) = Af(zn) = AO A, ezért lim, Af = A © A. Ha A =0,
akkor 0 - f = 0 fliggvény, amelyre lim, 0 = 0.

7.9. Tétel. Ha lim, f = A, lim,g = B, és a € (D(f) N D(g)), akkor
lim,(f+g)=A®B.

Bizonyitds. Legyen (z,,) C (D(f)ND(g))\{a}, z, — a tetsz6leges sorozat.
Ekkor (f + g)(xn) = f(xn) + g(xn) = A® B, ezért lim,(f +g) = A® B.
(Szorzatra hasonloan.)

7.10. Tétel. Halim, g = B, B # 0, akkor

1
Hml: 5, ha B € R\ {0}
a g 0, ha B = 400 vagy — oo.
Bizonyitds. Mivel lim,, g # 0, ezért 3K (a) olyan, hogy Vz € K(a) N (D(g) \
\ {a}) esetén g(x) # 0. Ekkor K (a) N (D(g) \ {a}) C D(é). Az a a torlodasi
pontja volt a D(g)-nek, igy a € D(%) Legyen (z,) C D(é) \{a}, z, = a
tetszGleges sorozat.

1 haBeR\{0}
- - B’
g(x") g(z,) - { 0, ha B = 400 vagy — oo.

Tehét igaz az allitas.

7.11. Tétel. Halim,g=10, b€ R és f € C[b], akkor lim, f o g = f(b).
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Bizonyitds. Legyen (x,) C D(fog)\{a}, x, — a tetszbleges sorozat. Mivel
D(fog) C Dlg), ezért glan) — b. Az f € C[B], gy (f09)(@n) = F(g(xn)) =
f(b). Tehat lim, f o g = f(b).

[Megjegyezziik, hogy 5, f9 figgvények hatarértéke nagy koriiltekintést igé-
nyel, az ilyenekre vonatkozo hatarértéktételek csak koriilményesen fogalmaz-
hatok meg.]|

7.12. Tétel (Monoton fiiggvény hatarértéke). Legyen a,b € R, f: (a,b) —
R monoton fliggvény. Ekkor 3lim, f és Jlim, f.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy f monoton fogyo6.
Legyen

sup f 1= sup{f(z) | z € (a,b)}, ha R(f) feliilrél korlatos,
' +o0, ha R(f) felilr6l nem korlatos.

A sup f értelmezésébsl kovetkezik, hogy Ve > 0 Jxg € (a,b) olyan, hogy
f(z0) € Ko(sup f).

Legyen ¢ > 0 olyan, hogy (a,xq) = K;s(a) N (a,b). Ekkor f monoton fogyasa
miatt Vo € Ks(a)N(a,b) esetén x < xo, ezért ha f(xo) € K. (sup f) és f(z) >
> f(zg), akkor f(x) € K (sup f) is teljestil.

Tehat Ve > 0 30 > 0 Vx € Ks(a) N (a,b) esetén f(x) € K. (supf), igy
dlim, f = sup f.

Hasonloan lathato be a limy, f 1étezése is.



8. fejezet

Differencialhatosag

A differencialhatosag a fliggvény simasagat jelenti. A differencialhato fiigg-
vény folytonos, és nincs rajta torés, csucs. Az alabbi témakoroket targyaljuk:

e Derivalt fogalma és geometriai jelentése
e Elemi fliggvények derivaltjai

e Derivalasi szabalyok

e Monotonités és szélsGérték

e Konvexitas és inflexio

o Filiggvényvizsgalat

e Taylor-polinom

e L’Hospital-szabaly

o Kozépértéktételek

8.1. Differencialhatosag

8.1.1. A derivalt fogalma és geometriai jelentése

Vizsgaljunk meg két egyszerti fiiggvényt: f1 : R — R, fi(t) := t2, és fa :
: R = R, fo(t) := [t|. Rogzitsiik az « := 0 pontot. Kénnyen ellendrizhets,
hogy f1 és fao is paros; alulrol korlatos és feliilr6l nem korlatos; a pozitiv sza-
mok halmazan névekvd, a negativ szamok halmazan fogyd; az x = 0 pontban
minimuma van, és a minimum értéke 0; az = 0 pontban folytonos.

93



94 8. DIFFERENCIALHATOSAG

%)

E(X+t,y)

8.1. abra

Szembeting a sok hasonlosag ellenére, hogy az x = 0 pontban az f; fliggvény
sima, az fo fliggvénynek pedig torése van.

Van-e olyan ,miiszer”, amely kimutatja, hogy egy fliggvény valamely pontban
sima, egy masik pedig nem?

Legyen f : R D— R tetszoleges fiiggvény, © € D(f) egy rogzitett pont. Az f
fliggvény x-hez tartozo kiilonbségihdnyados-fliggvénye legyen a

f(t) = f(z)

KL D)\ (e} 2R K1) =201

fliggvény. Vizsgaljuk meg ezzel a ,miszerrel” az f1 és fo fliggvényt az  := 0
pont esetén abra)!

Latjuk, hogy a sima f fiiggvény esetén van hatéarértéke (folytonossa tehetd) a
Kg ! kiilonbségihanyados-fiiggvénynek, mig a toréssel rendelkezd fo fiiggvény
K ({2 kiilonbségihdnyados-fiiggvényének nincs hatarértéke a 0 pontban.

Ez a vizsgalat motivalja, hogy azokat a fliggvényeket, amelyek kiilonbségiha-
nyados-fliggvényének van hatéarértéke abban a pontban, amelyhez tartozik,
differencialhaténak nevezziik az adott pontban. Az f € D[z] jelolje ezt a
tulajdonsagot.

Ha f € Di|x], akkor a kiilonbségi hanyados hatarértékét az f fliggvény z
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8.2. dbra

pontbeli differencialhanyadosanak nevezziik:

f(t) — f(x)

. . /
tlgr}v T, ().
Konnyen belathatjuk, hogy ¢ — z esetén t —x — 0, de W mégsem lesz

végtelen, ez csak ugy lehet, ha f(t) — f(z) — 0, ami azt jelenti, hogy ha az
f fliggvény differencialhaté az x pontban, akkor ott folytonos is.

Honnan keriilt el6 az a ,miszer”, amely alkalmas egy fliggvény simaséigat
kimutatni? Elészor egy geometriai megkozelitést mutatunk be. Legyen f €
€ DJz]. A koordinata-rendszer (z, f(z)) és a téle kiilonbozs (¢, f(t)) pontjain
at fektessiink egy egyenest (szel6t). Az egyenes meredeksége (iranytangense)

1) = ()

t—x

[Ezt jelsltiik K7 (t)-vel]

Ha t tart az x-hez, akkor a szel6k tartanak egy hatérhelyzethez, amit érin-
tének neveznek, igy a szel6k meredeksége is tart az érinté meredekségéhez
(8.2l abra). [Ezt a hatarértéket neveztiik el differencidlhanyadosnak.]
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A mésik egy fizikai interpretacié legyen. Tegyiik fel, hogy egy pont mozgasat
at > s(t) at-ids fiiggvény irja le. A [to, t] idSintervallumban az atlagsebesség
a megtett s(t) — s(tp) at és a megtételéhez szitkséges ¢ — tp id6 hanyadosa,

azaz
s(t) — s(to)
t—ty
[Gyakran ezt a hanyadost % jeloli.] Ha ,minden hatéron tal” réviditjiik az
idéintervallumot, az atlagsebesség egy szam koriil keveset ingadozik (felté-
ve, hogy sima volt az ut-id§ fiiggvény), ezt a szdmot nevezik pillanatnyi
sebességnek:

s(t) — s(to)

(to) . S
=0 va, im — =w.
Pt —ty 0 gy

At—0 At

[Lathato, hogy a pillanatnyi sebesség az atlagsebesség hatéarértéke és az ut-
id6 fliggvény differencialhanyadosa: s'(tg) = v(to).]

Az f: R — R, f(t) := t? fiiggvény nem csak az = := 0 pontban tfinik
siménak. Legyen = € R egy tetsz6leges valos szam. Nézziik meg, hogy az f
fliggvény z-hez tartozo kiillonbségihanyadosanak van-e hatarértéke!

2 _ .2
limM = lim P lim (t=2)(t+2) = lim(t + z) = 2.
t—x t—=x t—x t—21 t—x t—x t—x
Tehat f € D[z] és f'(x) = 2z.
Azt a fiiggvényt, amely minden z pontban (ahol a fliggvény differencialhato)
megadja az z-beli differencidlhédnyadost, az f fiiggvény derivaltjanak neve-
zik, és f’-vel jelolik. Példankban f/: R — R, f'(x) = 2z.
Gyakran az f : R — R, f(t) := t? fiiggvényt roviden 2 fiiggvényként emle-
getik, a derivaltjat pedig (22) jeloli. Ezzel a megéllapodassal

(x?) = 2.

8.1.2. Elemi fiiggvények derivaltja és a derivalasi szaba-

lyok
Nézziink néhany tovabbi példat. Legyen f: R — R, f(t) =13, x € R.
- 3_ .3 B 2 9
1imM:hmu:hm(t )t +tz+a®)
t—w t—x t—wz t—x t—x t—=x

= lim (£* + tz + 2°) = 32,
t—x
tehat f € D[z] és f'(z) = 322, vagy réviden (23)" = 322,
Legyen f: R — R, f(t) :=sint, z € R.
f(t)— f(z) i S stz 2sin £5% cos L5

lim ———~ = lim = lim =
t—z t—x t—x t—=x t—x t—x




8.1. DIFFERENCIALHATOSAG 97

. sin t’T”J
= lim Col

t—zx L

t—I—x)
ST =1-cosx =cosz.

(Az atalakitas soran a trigonometrikus fiiggvények addicios tételeinek egy
kévetkezményét hasznaltuk. Mivel lim, o == = 1, ezért ¢ — x esetén az

. t—x
u = t_Tg” — 0, igy lim;_., SH,:TCLT =1.)

2

Tehat f € D[x], azaz a szinusz fiiggvény minden x € R pontban differencial-
hato, és f'(x) = cosz, vagy roviden (sinx)’ = cosx.
Hasonl6 gondolatmenettel egy sereg fiiggvény differencialhatosagat ki lehet
mutatni, és a szamolasok eredményeként a derivaltakat is megkapjuk.
Néhéany fontos fiiggvény derivaltjat tartalmazza a kovetkezs Osszefoglalo:

(z®) =az®"! a€eR

(sinz)’ = cosx

(Inz) =

8] =

(log, ) = —— (a>0, a#1)

(cosz) = —sinx (arcsin )" = 11,352

(%) = ¢ (arccos )’ = — =

(@) =a®lna (a>0) (arctg x)" = 1-5-%

(tg 2) = oy (arsh 2)' =

(ctg @) = — 5= (arch x)' = ILl (x>1)
(sha) =chz (arthz) = 15 (-1<z<1)
(chz) =shz

(th z)' = 5

Differencialhato fliggvényekkel végzett miiveletek eredményeként gyakran ka-
punk differencialhato fiiggvényt. Példaul ha f, g € D[z], akkor

(f+9)O) ~(f+9)(@) _ . F)— f@) +9(t) —g(z)

tlgli’ t—2x t—ax t—2x -
i JOIE) |y 9050y

Tehat az f + g fliggvény is differencidlhato az x pontban és (f + g)'(z) =

= f'(z) +4'(z).

Ehhez hasonléan igazolhaté még néhany tétel:
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8.1. Tétel. Ha f € Dix] és A € R, akkor \f € D[z] és (A\f) (x) = Af'(x).

8.2. Tétel. Ha f,g € D[z], akkor f+g € Dlz] és (f+g)'(z) = f'(z)+¢'(z),
tovabbd f - g € D[z] és (f - g9)'(z) = f'(z)g(z) + f(x)g'(z).

8.3. Tétel. Ha g € D[z] és g(x) # 0, akkor % € D[z] és (é)’(x) = fgl(w/) .

8.4. Tétel. Ha f,g € Dlx] és g(z) # 0, akkor g € Dlz] és (5)'(33) =

_ (2@ —f(x)g (=)
g*(z)

8.5. Tétel. Ha g € Dx] és f € D[g(x)], akkor fog € D[z] és (fog)(z) =

= f'(9(x)) - g'(x).

8.6. Tétel. Ha f € D[z], f'(z) #0, és létezik az f~! mverzfdiqgvény, akkor

azu = f(x) jeloléssel f~* € D[u], és (f~1) (u) = f,%z) = 7Ty

8.1.3. A derivalt kapcsolata a fiiggvény tulajdonsagaival

Milyen elény szarmazik abbol, ha egy fiiggvényrsl tudjuk, hogy differencial-
haté (sima), és ismerjiik a derivaltjat?

a) Legyen f € D[z]. Akkor ez azt jelenti, hogy ha t kozel van az x-hez,
akkor w kozel van f’(x)-hez. Ez indokolja a differencialhatosag
egy tovabbi szemléletes és hasznos jelentését. Ugyanis ha ¢t ~ z, akkor

f@t) = f(x)

t—x

~ f'(x), amibol f(t) — f(z) ~ f'(2)(t — x) vagy

ft) ~ f@) + f'(x)(t — x)
kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy z-hez koézeli ¢t pontokban a fiiggvény-
értek egy legfeljebb elssfokti polinom (egyenes) helyettesitési értékével
kozelithets. Az e, (t) := f(z) + f'(z)(t — z) (¢t € R) az f fiiggvény
(z, f(x)) pontjahoz tartozo érintdje.

b) A derivalt elgjelébsl kovetkeztethetiink a fiiggvény novekedésére.
Legyen f € Dx] és f'(x) > 0. Ekkor

f(t) = f(z)

~ f' ha t ~ z.
VIO o pay watma

Mivel f'(x) > 0, ezért w > 0, ha t ~ z. Ez azt jelenti, hogy ha
t1 < x, akkor f(t1) < f(x) és ha to > x, akkor f(t2) > f(x). Tehat
barmely t1,to pontra, ahol ¢ és t, is kozel van az x-hez és t1 < x <
< tg, f(t1) < f(z) < f(t2). Igazolhat6 az is, hogy ha f'(z) > 0 egy
I intervallum minden = € I pontjaban, akkor az f fiiggvény szigorian
monoton névekeds az I intervallumon, azaz barmely x1,x2 € I, 1 <
< xg esetén f(x1) < f(x2).
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c¢) Lokalis szélsGérték keresésére is alkalmas a derivalt. Egy f fliggvény-
nek az a € D(f) pontban lokalis minimuma van, ha van olyan, az
a pontot koriilvevs intervallum, hogy ebbdl vett barmely x értelmezési
tartomanybeli pontra f(z) > f(a).

Ha f € Dla], és az f fliggvénynek minimuma van az a pontban, akkor
f'(a) = 0. Ugyanis ha f’(a) # 0, példaul f'(a) > 0 lenne, akkor lenne
olyan t; < a < tg, a-hoz kozeli két pont, amelyekre f(t1) < f(a) <
< f(t2), amely ellentmond annak, hogy f-nek a-ban lokalis minimuma
van.

Tehat egy nyilt intervallum minden pontjaban differencidlhato fiigg-
vénynek csak ott lehet lokélis szélsGértéke, ahol a derivaltja 0.

Vigyazat! Ha f € Dla] és f'(a) = 0, akkor az a-ban lehet, hogy nincs
szélsGérték. Példaul az f : R — R, f(t) := t3 esetén (+3) = 3t2, ezért
f(0) = 3.0% =0, de az f fiiggvénynek nincs lokalis szélssértéke a
0-ban.

d) A fiiggvény alakjara is kovetkeztethetiink a derivaltjabol. Az f fiigg-
vényt konvexnek nevezziik az I intervallumon, ha barmely zi,zo €
€ I,z1 < mo esetén az (x1, f(x1)) és (z2, f(x2)) pontot sszekotd hur
alatt marad a fliggvény grafikonja az [x1, 2] intervallumon.
Igazolhato, hogy egy differencialhato f fliggvény pontosan akkor kon-
vex az I intervallumon, ha az f’ derivaltja monoton novekeds ezen az
intervallumon.

Az f' fiiggvény monoton novekedésére a derivaltjanak elgjelébsl kovet-
keztethetiink. Ha az f’ differencialhato fiiggvény, akkor bevezetve az
f" = (") masodik derivaltat, igaz lesz az a tétel, hogy f”(x) > 0 (z €
€ 1) esetén f konvex az I intervallumon.

(Ertelemszertien megfogalmazhatjuk a konkav fiiggvény fogalmat, és
ilyen fliggvényre is hasonlo elégséges feltétel adhato.)

Az olyan a € D(f) pontot, amelyet megeléz6 és az 6t kovetd interval-
lumokon az f fliggvény alakja eltérs (vagy konvexbdl konkavba, vagy
konkavbol konvexbe megy at a fiiggvény), inflexiés pontnak nevez-
ziik. Példaul az f(x) = 23 fiiggvénynek O-ban inflexioja van.
Igazolhato, hogy ha az a € D(f) inflexiés pontja a kétszer differencial-
haté f fliggvénynek, akkor f”(a) = 0.

Vigyazat! Ha f kétszer derivalhaté az a pontban, és f”(a) = 0, ak-
kor még lehet, hogy nincs inflexi6ja a fiiggvénynek az a-ban. Példaul az
f:R =R, f(t) =t fiiggvény esetén f”(t) = 12t2, ezért f”(0) = 0, de
az f fliggvény az egész R intervallumon konvex (és nem konkav egyetlen
részintervallumon sem).
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e) Hogyan hasznalhatjuk az eddigi eredményeket differencialhato fiigg-
vények menetének vizsgalatahoz? Célszerd a kovetkezd 1épéseket a 3.
feladat példajan nyomon kovetni.

1. Elkészitjiik az f’ derivaltfiiggvényt.

2. Megkeressiik az [’ zérushelyeit (illetve azokat a pontokat, ahol f’
elgjelet valthat).

3. Kiszamitjuk az f” méasodik derivaltat.

4. Megkeressiik az f” zérushelyeit (illetve azokat a pontokat, ahol f”
elgjelet valthat).

5. A fiiggvény értelmezési tartomanyéat az f/, az f” zérushelyei (il-
letve lehetséges elGjelvaltasi helyei) nyilt intervallumokra szabdal-
jék. Ezeken az intervallumokon megallapitjuk a derivaltak el§jelét,
amibél a monotonitési és alaki viszonyokra kovetkeztetiink. (At-
tekinthetové valik a vizsgalat egy tablazat elkészitésével.)

6. Néhany tampontot kiszamolunk. Ha vannak, kiszamoljuk a loka-
lis maximum és minimum értékeit, a fliggvény hatarértékét (eset-
leg jobb oldali és bal oldali hatarértékét) minden olyan pontban,
amely az értelmezési tartomény olyan torldédési pontja, amelyben
nincs értelmezve a fiiggvény.

7. Véazoljuk a fliggvény menetét.

8.1.4. Tobbszoros derivalt és a Taylor-polinom

Lattuk egy fiiggvény els6 és masodik derivaltjanak szerepét. Ezek alta-
lanositasaként vezessiik be a magasabbrendii derivaltakat.

Ha f’ differencialhato, akkor f” := (f').

Ha f” differencialhato, akkor " := (f")’.

Ha £ differencialhato, akkor f-+1) .= (f()) k=12 ...
Megjegyezziik, hogy vesszékkel csak az els§ harom derivaltat szoktuk
jelolni, tehat f(M) = f/, f@ .= 7 fG) .= " Néha az fO = f
megallapodas is hasznos.

Az ,elég sima” fiiggvényeket jol kozelithetjiik polinomokkal. Azt mér
lattuk, hogy ha f € D[a], akkor az

ea(t) = f(a) + f(a)(t —a) (tER)

érintSfiiggvényre
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el (t) = f'(a), igy €,(a) = f'(a), azaz az e,-nak és az f-nek az a-beli

differencidlhdnyadosa is megegyezett.
Lathato az is, hogy

p SO = calt) S0 = (f0) + f(@)(t — a))
t—a t—a t—a t—a
f(t) = f(a)

T o)

a 7511—I>I<11 t—a f (a) 0,
ami azt fejezi ki, hogy az e, érint6fiiggvény olyan kozelitése az f fiigg-
vénynek, hogy ha az f(t) — e, (t) kiilonbséget olyan modon felnagyitjuk,
hogy (t — a)-val elosztjuk, még ez a hanyados is 0-hoz kozeli, ha ¢ kizel
van az a-hoz.

Az e, érint6fiiggvény csak egy elséfoki polinom. Milyen legyen az a
magasabb fokd polinom, amely a még pontosabb kozelitést lehetévé
teszi?

Legyen P(x) := 3 — 2x + 42? — 523. Ekkor P(0) = 3.

P'(z) = -2+ 8z — 152%, P'(0) = —2.
P"(x) =8 — 30w, P"(0)=8
P"(x) = —30, P (0) = —30.

Ko6nnyen ellenérizhetd, hogy minden = € R esetén

P(a) = P(0) + P'(0)z + ;(!0) 224 P’;!(()) -

azaz egy polinomot igen jol kozelitettiink (ebben az esetben pontosan
elgallitottunk) egy olyan polinommal, amelynek egyiitthatoi a fliggvény
magasabbrendi derivéltjai egy pontban (most ez a pont a 0 volt), el-
osztva a derivalt rendjének faktorialisaival.

E kétféle tapasztalat vezet el minket az tgynevezett Taylor-formulédhoz.
Tegyiik fel, hogy f olyan ,sima”, hogy az f("t1) derivaltfiiggvény még
folytonos is az a € D(f) egy K(a) C D(f) kornyezetében. Legyen T;, :
:R— R

f"(a)

n!

f"(a)
2!

n

Tu(@) == f@) + f@)@—a) + o2 @ —a) +...+

(z —a)

az tgynevezett n-edik Taylor-polinom. (Lathato, hogy T1 = e,.) Kony-
nyen ellendrizhets, hogy T, (a) = f(a), T} (a) = f'(a), T/ (a) = f"(a),
ce T,(L")(a) = f™(a) (azaz az e, érintdfiiggvényhez hasonlo tulaj-
donséaggal rendelkezik a T, Taylor-polinom is.) Igazolhato, hogy ilyen
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feltétel mellett barmely © € K(a) esetén van olyan ¢ az x és az a kozott,
hogy
_ f(n+1) (C) n+1
ami azt jelenti, hogy az f fiiggvényt a T, Taylor-polinom olyan jol
kozeliti, hogy
f(a) = To(x) _ fUHD(e)

@—a) = mE1) (x—a) =0, haz ~a.

Tehat a Taylor-polinom jol (n-edrendben) simul az f fliggvényhez; az
f fliggvény a-hoz kozeli helyettesiti értékeit egy polinom helyettesitési
értékeivel nagyon pontosan kozelithetjiik.

8.1.5. L’Hospital-szabaly

A derivaltak segitségével éppen a nehéznek ting hatarérték-szamitasok
is elvégezhet6k. A L’Hospital-féle szabalyok egyike arrol szol, hogy ha
f és g differencialhato egy I nyilt intervallumon és az a pontban (amely
vagy eleme vagy végpontja az I intervallumnak, akar +o0o vagy —oo is
lehet), és

lim f(z) = lim g(z) =0,
de létezik a derivaltak hanyadosanak a hatarértéke

@)

r—a g’(x)

akkor az f és g hanyadosanak is van hatarértéke, és

lim /(@)

v—a g(x)

Ugyanez igaz akkor is, ha az a pontban f és ¢g a 0 helyett (400)-hez
vagy (—o0)-hez tart [nem sziikséges, hogy azonos eljeld végtelen legyen
a két fuggvény hatarértéke.
A L’Hospital-szabéallyal szamitsuk ki a

. COST — cos 3T

lim —————

z—0 xT
hatarértéket. Mind a szamlal6, mind a nevezé 0-ban 0, ezért a derivaltak
hanyadosanak a hatarértékét elég kiszamitani.
(cosx —cos3x)’ | —sinz 4 3sin3z

Jirg, (22) Jm, 2z -
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1. sinxz 3. sin3z
—— lim — lim =
220 x 2x—50

1 9 sin 3x 1 9

=——-14+=1I = ——+ - =4.
5 1 teM s 213
Igy ;
lim cosx — cos 3x 4

z—0 2

[A derivaltak hanyadosanak hatarértékét szintén szamolhattuk volna a
L’Hospital-szabéallyal :
—sinx + 3sin 3z . —cosr+9cosdx  —1+9

lim = lim =
z—0 2x z—0 2 2

4]

Sajnos, még a L’Hospital szabalyok sem tudnak minden ,kritikus” ha-
tarérték-feladatra konnyt valaszt adni. Példaul

lim sh(z +2) = lim sh(z — 2) = +o0.
xr—ro0 T—r00
Ha a derivaltakat nézziik, akkor

lim ch(z 4+ 2) = lim ch(z — 2) = 400,

T—r 00 T—r 00

ha ezek derivaltjait vizsgéljuk, akkor

lim sh(z +2) = lim sh(z — 2) = +o0,

xr—r 00 Tr—r0o0
és igy tovabb. Nem kapjuk meg a
sh(z + 2)
im ———=
z—oc sh(z — 2)

hatarértéket a L'Hospital szabaly alkalmazasaval. [Megjegyezziik, hogy

-2

. sh(z+2) . et (@t el - A
hmizhm—:hmﬁ:e,}
T—00 S (J; — 2) T—r00 ex_2 — e_(z—Q) r—00 6_2 _ GT
e xT

8.2. Feladatok

1. Derivaljuk az f(z) := 32° + /z + Insin®(1) fiiggvényt!

Megoldds: f'(z) = 3 - ba* + §x’% + ﬁ +2sin(2) - cos(L) - (—%).

2. Derivaljuk a
g(x) =423 — 222 + 52 — 3
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h(x) := (z — 2)3sin(4x)
l(z) =2 +a"+ar+5+2 (a>0)

k(x) := (sinx)cs®

tgr+1
1—-tgx

m(x) = arctg

fiiggvényeket !

3. Vizsgaljuk meg az f: R = R, f(z) := j% fiiggvény menetét !

Megoldds :

\/r2 — . 2z
a) f(z) = Wil (2 Dm/ﬁ _ 2(z?+1)—22 4 _ a2
@?+1 (x2+1)% (m2+1)%

b) —2t2 . =0, x = —2 (a tort mashol nem valt elGjelet, mert a
(z2+1)3
nevezs pozitiv)

" _ (m2+1)%—(m+2)%(m2+1)%2m 22 41-(32%462) 222 _6x41
0 1"(@) = 2% _ tos) _
(2+1)3 (22+1)

z = SV & 316

d) =222=6z4l — (o 222 Gz +1=0
) (@241)3 wy = 9=V 0,16
e)

5
2

-3.16 -2 0.16

I |+ +++++ 4+ +
f mon. csokken min né

'l ------- |+ 4+ +++++F+ A+ |------
f alak |konkav | inflexio | konvex | inflexi6 | konkav

f)
f-2)=-F= —V/b ~ —2,23
limy o 221 = lim, o0 — 22— = 2
xr — 00 $2+1 - T o0 _ 1+% =
. 201 - 2—2
hmz_ﬂ)o W = hmm_NX) ﬁ =2

x

g2) abra

4. Vizsgaljuk meg a kiovetkezd fiiggvények menetét :

g:R—=R, g(x):= e’
h:R\{-2,8}, h(z) := 27—
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8.3. dbra

[:RY =R, l(z) :=zlnz

kiR =R, k(z) = 15

5. Készitsiik el az f(x) := sinx fliggvény a := 0 ponthoz tartozo Taylor-
polinomjat n := 11 esetén.

Megoldds :
f(z) =sinz f(0)=0
f'(x) = cosz f(0)=1
f"(xz) = —sinx f7(0)=0
f"(x) =—cosxz  f"(0)=-1
f@(x) =sinx f®(0) =0
f®)(z) = cosz fO0) =1
fO(z) = —cosz  fOV(0) = —1
f02)(z) = sina f32(0) =0

[Lathato, hogy f = f®* = f®& = . = f4) = —in ]

Tehat
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Megjegyzés: Ha a sin fiiggvényt a T7; Taylor-polinomjaval kozelitjiik,
akkor példaul az x := 0,1 helyen

. B |sine| = o 0,112
|Sll’l(0,1) - T11(07].)‘ = 121 0,1 S W
10~
= <2.10%.10712=2.107%,
279001600 ~ 2 1010 0

S6t, ha 0 < x < Z, akkor (kihasznélva, hogy z < I < 2)

|sinz — Th1 (2)|

|sinc] 1, 1 /m\12 212

-t (3) <

<2-1077.2"% =8192-107? < 107°.

Léathato, hogy a T'; a sin fiiggvény értékeit a [0, §
jol (legalabb négy tizedes pontossaggal) megadja.

| intervallumon elég

6. Készitsiik el a kovetkezd fiiggvények Taylor-polinomjait:
g(x) :=e" a:=0 n =10

h(z) = cosz a:=0 n:=12

7. Szamitsuk ki a lim,_,¢ 22 In z hatarértéket!

Megoldds :
Inx
lim 22 lnz = lim —-
x—0 x—0 x—
Mivel . L
| - 1
i M: imL:lim—fx2:0,
x—0 (1’72)/ x—0 —2;573 x—0
ezért 1
nx
lim — =0, igy lim z?lnz = 0.
x—0 xr— x—0
8. Szamitsuk ki a kovetkezs hatarértékeket!
li rtgr—1
R

b) lim Vecosx—1
r—0 sin?2z
1=
C) lim \/cos T

ps0 1—cos/x

d) lim 2%

2300 (Inz)=
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8.3. Differencialhatosag

8.3.1. A derivalt fogalma és kapcsolata a folytonossaggal

8.1. Definici6. Legyen A C R, a € A. Azt mondjuk, hogy a bels6 pontja
az A halmaznak, ha 3K (a), hogy K(a) C A.
Az A halmaz bels6 pontjainak halmazat jelolje int A.

8.2. Definicié. Legyen f: R D>— R, a € intD(f). Azt mondjuk, hogy az f
fliggvény differencialhaté az a pontban, ha

HlimMER.

r—a Tr — a

Ha az f fiiggvény differencialhat6 az a pontban, akkor ezt f € D[a] jeldlje.

Ha f € DJal, akkor
f’(a) — lim f(x) - f(a)
T—a Tr—a
Az f'(a) € R szamot az f fliggvény a pontbeli differencialhanyadosanak
nevezzik. .
Az f/(a) helyett gyakran hasznaljak még az f(a), %(a), Df(a) jeloléseket
is.

8.7. Tétel (Fotétel). Legyen f: R D= R, a € intD(f).
f € Dla] & 3F, : D(f) — R, F, € Cla] olyan, hogy Vx € D(f) esetén
f(z) = f(a) = Fo(2)(z — a).

Bizonyitds. (=) Legyen f € Dla]. Ekkor vezessiik be az

F@f@  a w2 a
F,:D(f) R, Fu(x) ;:{ i pae 7

fiiggvényt. Az F, € C[a], ugyanis Vo € D(f) \ {a} esetén
f(@) — f(a)

r—a

Fo(x) — Fyo(a) = —f’(a),
ezért
lim (F,(z) — Fo(a)) = 0.

r—a

Legyen ezutan a € D(f) tetszsleges. Ha © # a, akkor
f(z) — f(a)

Tr—a

f(x) = fla) = (x—a) =Fu(z) - (z —a);
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nyilvan igaz.

(<) Tegylik fel, hogy 3F, € Cla] olyan, hogy Va € D(f) esetén f(z)— f(a) =
=F,(x) - (x —a).

Ha z # a, akkor

és mivel F, € Cla, ezért Alim,_,, F,(z) = F,(a), de akkor 3lim;_,, %i(a)
is (azaz f € Dla]), s6t Fy(a) = f'(a).

8.8. Tétel. Ha f € Dlal], akkor f € C|a].

Bizonyitis. Ha f € Dla], akkor 3F, € Cla] olyan, hogy V& € D(f) esetén
f(@)— fla) = Fy(x) - (x — a), azaz f = f(a) + Fy - (id — a). Mivel folytonos
fliggvények Osszege, szorzata is folytonos, ezért f is folytonos az a pontban.
Megjegyzés: Az f : R —» R, f(z) := |z| fiiggvény folytonos az a := 0
pontban, de Vx € R, x # 0 esetén

fl@)—fla) _|z[—=0 _ |z _ 1, haz>0
r—a T z-0 z | -1, haz<O0
miatt nem létezik a
T £
r—a xr—a

hatarérték, ezért f nem differencialhaté a 0 pontban. A példa azt mutatja,
hogy a tétel nem fordithat6 meg.

8.3.2. Miiveletek differencidlhatoé fiiggvényekkel, deriva-
lasi szabalyok

8.9. Tétel. Ha f € Dla] és A € R, akkor \f € Dla], és (\f)'(a) = X- f'(a).

Bizonyitds.
i QD@ = ON@) @) =S
r—a Tr—a T—a T —a

8.10. Tétel. Ha f,g € Dla], akkor f-g € Dla], és (f - g)'(a) = f'(a)g(a) +
+ f(a)g'(a).

Bizonyitds.
i (9@ = (F9)(a) _ . f(2)g(z) — fa)g(z) + fla)g(x) — fla)g(a) _

r—a Tr—a r—a T —a
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=t T2 T 04 a) tim 9229 payga) 4 sa)g' (@),
Mivel g € Dla, ezért g € Clal, igy lim,_,, g(x) = g(a).

8.11. Tétel. Ha g € Dla] és g(a) # 0, akkor % € Dlal, és

Bizonyitds. Mivel g € Dla], ezért g € Cla], igy a g(a) # 0 feltétel miatt

dK(a) C D(g), hogy Vz € K(a) esetén g(x) # 0. Tehat a € intD(%), Ekkor
1 L 1 1 g9(a)=g(z)
i D@ =@ 5w T @ St
r—a r—a T—=a r—a r—a T —a

g (A0 Ly

z—a z—a  g(a)g g°(a)’

8.12. Tétel. Ha f,g € Dla] és g(a) # 0, akkor% € Dla] és (%)’(a) =
— f(a)g(a)—f(a)g'(a)

9°%(a)
Bizonyitds. Mivel % =f- %, és a feltételek szerint % € Dlal, ezért a szorzat-

fiiggvény differenciadlhatosidgara vonatkozo tétel miatt 5 € Dla) és

(5) 0=(3) @ =g+ o (55) -

8.13. Tétel. Ha g € Dla] és f € D|g(a)], akkor fog € Dla], és (fog)'(a) =
= ["(9(a)) - g'(a).

Bizonyitds. Mivel g € Dlal, ezért a f6tétel miatt 3G, € Cla] olyan, hogy
Vo € D(g) esetén g(x) — g(a) = Go(z) - (x — a). Mivel f € D|g(a)], ezért
szintén a f6tétel miatt 3F,,) € Clg(a)] olyan, hogy Vy € D(f) esetén f(y) —
= F(9(0)) = Fytay(s) - (y — 9(a)). Legyen = € D(f o g), ekkor az y = g(x)
jeloléssel

(fog)x)—(fog)la) = flg(x)) — flg(a)) = Fy(a)(9(z)) - (9(x) — g(a)) =
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Fy(a)(9(2)) - Ga(z) - (& = a) = (Fya) © 9 - Ga) (@) - (x — a).

Mivel g € Dla], ezért g € Cla]; Fy) € Clg(a)], igy az Osszetett fiiggvény
folytonossagara vonatkozo tétel szerint Fy,) o g € Cla]. A G, € Cla] miatt,
a szorzatfiiggvény folytonossagat felhasznélva, az Fy,)0g- G, is folytonos az
a pontban, azaz Fy)0g-G, € Cla]. Ez éppen azt jelenti, hogy fog € Dal,
s6t

(f Og)/(a) = (Fg(a) °g- Ga)(a) = Fg(a)(g(a’)) : Ga(a) = f/(g(a)) . gl(a)'

8.14. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f: I — R szigorian monoton
és folytonos fiigguény. Legyen a € I, f € Dla] és f'(a) # 0. Ekkor a b := f(a)
pontban f~1 € D[b], és (f~1)'(b) = % = W.

Bizonyitds. A szigori monotonitas miatt az f fiiggvény bijekcié az I és a
J = f(I) kézott (a Bolzano-tétel kvetkezményeként J is nyilt intervallum).
Ezért létezik az f=% : J — I inverzfiiggvény. Az f~! fiiggvény b pontbeli
differencidlhatosagahoz meg kell mutatni, hogy létezik a

A ) Bl A )

y—b y—b

hatarérték (és ez valos szam).

Legyen (yn) C J, y, — b tetszoleges sorozat. Barmely n € N esetén legyen
Tn = f"Y(yn). Az (z,) C I sorozat konvergens, és limx, = a, mert az
inverzfiiggvény folytonossagarol szolo tétel és az atviteli elv szerint

yn = b= fy) = f7LUD), azaz z,, — a.
Ezért
M yn) — f71(0) Tn —a 1 1

Yo — b fl@n) = fla) ~ L@ " Fla)’

Tp—a

. ' . . 4 F )= (b)
hiszen f’(a) # 0. Mivel barmely (y,) C J, yn, — b esetén az ( = )

konvergens, ezért a hatarértékre vonatkozo atviteli elv szerint 1étezik a
—1 _ -1 b
L) - )
y—b Yy — b

hatarértéek. Tehat f—1 € DIb], és az is lathato, hogy
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8.3.3. Lokalis novekedés, fogyas, lokalis szélsGérték

8.3. Definici6. Legyen f : R D= R, a € D(f). Azt mondjuk, hogy f
lokalisan né az a pontban, ha 3K (a) C D(f), hogy Vz; € K(a), 21 < a
esetén f(x1) < f(a) és Vas € K(a), xo > a esetén f(z2) > f(a).

Ertelemszerti modositassal kapjuk a lokalis fogyés fogalmat.

8.15. Tétel. Ha f € Dlal], és f az a pontban lokdlisan nd, akkor f'(a) > 0.

Bizonyitds. Mivel f lokalisan n6 az a-ban, ezért 3K (a) C D(f), hogy Vz €
€ K(a), x # a esetén
f(z) = f(a)

r—a

>0

(ha = < a, akkor x —a < 0 ¢és f(z) — f(a) <0, mig > a esetén z —a > 0
és f(x) = f(a) = 0).
Az f € Dia), ezért

i £@) = (@

T—a r—a

>0, azaz f'(a) > 0.

8.16. Tétel. Ha f € Dlal, és f lokdlisan fogyd az a pontban, akkor f'(a) < 0.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel bizonyitasdnak mintéjara torténik.
Megjegyzés: Az f fliggvény szigoruan lokalisan nd, ha 3K (a) C D(f),
hogy V1,22 € K(a), 1 < a < z3 esetén f(z1) < f(a) < f(x2).

Ha f € Dla] és szigorian lokalisan né az a-ban, akkor ugyan Vz € K(a),

T # a esetén
f(z) = f(a)

Tr—a

>0,

de a hatarértékre
@)~ T

T—a Tr—a

mondhato, igy f'(a) > 0. Példaul az f : R — R, f(t) := > a 0-ban szigortian
lokélisan ng, de f/(0) = (¢3)] 0 = 3t =0.

[t= t=0

>0

8.17. Tétel. Ha f € Dla], és f'(a) > 0, akkor f szigorian lokdlisan né az
a pontban.

Bizonyitds. Mivel f € Dla], ezért a f6tétel miatt IF, € C[a] olyan, hogy
Vo € D(f) esetén f(x) — f(a) = Fo(x) - (x — a).
F,(a) = f'(a) > 0, ezért a folytonos fiiggvény jeltartasarol szolo tétel miatt
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JK(a) C D(f) olyan, hogy Va € K(a) esetén F,(x) > 0. Ezért Vo, €
€ K(a), 1 < a esetén

f(@1) = fla) = Fo(x1) - (21 — a) <0 = f(z1) < f(a),
mig Vo € K(a), 2 > a esetén

f(x2) = fla) = Fu(@2) - (22 — a) > 0= f(z2) > f(a),

8.18. Tétel. Ha f € Dla], és f'(a) < 0, akkor f szigorian lokdlisan fogy az
a pontban.

Bizonyitds. Az el6zd tétel mintajara torténik a bizonyitas.

8.4. Definici6. Legyen f : R D= R, a € D(f). Azt mondjuk, hogy az f
fiiggvénynek az a pontban lokalis minimuma van, ha 3K (a), hogy Vx €
€ K(a) N D(f) esetén f(x) > f(a).

Szigort lokalis minimum akkor van, ha Vz € K(a) N D(f), = # a esetén
1) > f(a).

Ertelemszert valtoztatassal kapjuk a lokalis maximum és a szigori lokalis
maximum fogalmét.

A minimum és a maximum ko6zos elnevezése a szélsGérték.

8.19. Tétel. Ha f € Dlal, és az f figgvénynek lokdlisan szélséértéke van az
a pontban, akkor f'(a) = 0.

Bizonyitds. Ha f'(a) # 0 lenne (példaul f/(a) > 0), akkor f az a-ban szigo-
raan lokalisan névekedne, igy nem lehetne lokalis szélsGérték a-ban.

8.3.4. Kozépértéktételek

8.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy f differencialhaté az A C D(f) hal-
mazon (jele f € D(A)), ha Va € A esetén f € Dia).

8.20. Tétel (Rolle). Ha f € Cla,b], f € D(a,b), és f(a) = f(b), akkor
de € (a,b) olyan, hogy f'(c) = 0.

Bizonyitds. Ha Vx € [a,b] esetén f(z) = f(a) = f(b), azaz f konstansfiigg-
vény, akkor példaul a ¢ := QT“’ € (a,b) pontban f’'(c) = 0. (A ¢ masként is
valaszthato!)

Ha 3z € (a,b), hogy f(zo) # f(a), akkor az f € Cla, b] miatt a Weierstrass-
tétel szerint van minimuma és van maximuma is az f-nek, és legaldbb az
egyiket nem az [a,b] intervallum végpontjaban veszi fel, hanem az interval-
lum belsejében. Legyen ez a pont c. Ekkor a szélsGérték sziikséges feltétele
szerint f’(c) = 0.
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8.21. Tétel (Cauchy-féle kozépértéktétel). Legyen f,g € Cla,b], f,g €
€ D(a,b), és tegyiik fel, hogy Vx € (a,b) esetén ¢'(x) # 0. Ekkor 3¢ € (a,b)
olyan, hogy

Bizonyitds. Ha g(b) = g(a) lenne, akkor Rolle tétele miatt ¢’ az (a,b) inter-
vallum valamelyik pontjaban 0 lenne, de ezt kizartuk. Igy beszélhetiink az
% hanyadosrol.

Legyen A\ € R, és tekintsiik a ¢ : [a,b] — R, ¢(t) := f(t) — Ag(t) fiigg-

vényt. Konnyd ellendrizni, hogy \ := % esetén ¢(a) = ¢(b). Tovabba

¢ € Cla,b] és ¢ € D(a,b). Igy a Rolle-tétel szerint 3¢ € (a,b) olyan, hogy
@'(c) = 0. Mivel ¢'(t) := f'(t) — A\g'(¢) (t € (a,])), ezért

kovetkezik.

8.22. Tétel (Lagrange-féle kozépértéktétel). Legyen f € Cla,b], f € D(a,b).
Ekkor 3c € (a,b) olyan, hogy

f) = fla)=f'(c)- (b—a)

Bizonyitds. Alkalmazzuk a Cauchy-féle kozépértéktételt a g(t) := t fliggvény-
re.

8.23. Tétel (Darboux-tétel). Legyen I nyilt intervallum, f € D(I). Ekkor
Via,b] C I ésVd € R szamra, amely f'(a) és f'(b) kézé esik, e € (a,b) olyan,
hogy

f'e) =d.

Bizonyitds. Legyen [a,b] C I. Tegyiik fel, hogy f'(a) < f'(b) és d € (f'(a),
f'(b)). Tekintsiik a ¢ : I — R, ¢(t) = f(t)—dt figgvényt. Nyilvan ¢ € Ca, b],
ezért a Weierstrass-tétel szerint van minimuma és van maximuma is a ¢-nek
az [a,b] intervallumon. Megmutatjuk, hogy ¢-nek sem az a-ban, sem b-ben
nines minimuma. Ugyanis ¢/ (t) = f'(t) — d, és

¢ (a) = f'(a) —d < 0, ezért ¢ a-ban szigortian lokalisan fogyo,
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¢'(b) = f'(b) —d > 0, ezért ¢ b-ben szigortian lokalisan né.

Ez azt jelenti, hogy ¢-nek az [a,b] intervallum belsejében van a minimuma,
azaz Jc € (a,b), hogy Va € [a,b] esetén ¢(c) < ¢(z). Ekkor a lokalis szélsGér-
ték sziikséges feltétele szerint ¢'(c) = 0, azaz f'(c) — d = 0.

8.3.5. A globalis monotonitas elégséges feltételei

8.24. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f € D(I), és Va € I esetén
f'(x) > 0. Ekkor f szigordan monoton novekedd az I intervallumon.

Bizonyitds. Legyen x1,20 € I, 11 < xo. A Lagrange-féle kozépértéktétel
szerint Jc € (x1,x2) olyan, hogy

f(x2) = f(21) = f(c) - (w2 — a1).
Az f'(c) >0, xo — 21 > 0, ezért f(x2) — f(x1) >0, azaz f(x1) < f(z2).

8.25. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f € D(I), és Vx € I esetén
f'(z) < 0. Ekkor f szigorian monoton csékken az I intervallumon.

Bizonyitds. Hasonld az el6bbi tételhez.

8.26. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f € D(I), és Vax € I esetén
f'(xz) = 0. Ekkor 3c¢* € R olyan, hogy Vax € I esetén f(x) = ¢* azaz f
konstans az I intervallumon.

Bizonyitds. Legyen x1,z9 € I, ©1 < x2. A Lagrange-féle kozépértéktétel
szerint ¢ € (x1,x2) olyan, hogy

flz2) = f(z1) = f(c) - (w2 —21) =0 (x2 —21) =0,
aza f(21) = f(22).

8.1. Megjegyzés. A tétel intervallumon differencialhatéd fliggvényrsl szol.
Példaul az f: (0,1) U (2,3) = R

f(x):z{ 1, haO<z<l

2, ha2<ax<3

fiiggvényre Va € (0,1)U(2,3) esetén f/(x) = 0, de a fliggvény mégsem &llando.

8.3.6. Konvex és konkav fiiggvények

8.6. Definicio. Legyen I C R intervallum, f : I — R. Azt mondjuk, hogy f
konvex fliggvény, ha Vi,22 € I és VA € (0,1) esetén f(Axa+ (1 —N)z1) <
< Af(z2) + (1 = N)f(z1). Az f konkav fiiggvény, ha a (—f) konvex, azaz
az egyenlGtlenségben > All.
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8.27. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f € D(I). Ha f' szigorian
momnoton névekedd az I intervallumon, akkor f konvex.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy f’ szigoriian monoton névekedd, és legyen z1, o €
€ I, x1 < x9. Vezessiik be az

I:R >R, i(z):= f(xl)+% Sz — 1)
r(x): I =R, r(z) = f(z) — l(z)
fiiggvényeket. Nyilvan r € D(I), r(x1) = f(x1)—1l(x1) =0 ésr(xe) = f(x2) —

— l(z2) = 0, ezért a Rolle-tétel szerint e € (x1,x2) olyan, hogy r'(c) = 0.
Mivel Vt € I esetén

P = ) — 1) = f) — L) =)

To — I

ezért f’ szigorti monoton novekedésébsl kovetkezik, hogy a téle egy konstans-
ban kiilénb6z6 ' is szigortan monoton noévekeds. Mivel 7/(c) = 0, ezért

Vo € (x1,c) esetén r'(c) < 0
YV € (¢, x2) esetén r'(c) > 0.

Ez azt jelenti, hogy az r fliggvény az (z1, ¢) intervallumon fogyo, a
tervallumon pedig névekeds. Figyelembe véve, hogy r(xz1) = r(xs)
€ (x1,z2) esetén r(z) < 0. Eszerint

(¢, x2) in-
=0, Vz €

f(z2) = flz1)

T2 — 1

Vo € (x1,x2) esetén f(z) — (f(x1) + (x — 1)) <0.

Legyen A := =1 € (0,1). Ekkor egyrészt = Azz + (1 — A)z1, mésrészt
fQze + (1= Nzy) < flzr) + (f(22) — f(21)) - A,

vagy
fAzz + (1= Nz1) < Af(z2) + (1= A)f(z1).

Tehat az f konvex az I intervallumon.

8.7. Definicid. Legyen I nyilt intervallum, f : I — R. Azt mondjuk, hogy
f kétszer folytonosan differencialhaté az I intervallumon, ha f € D(I),
6 1" = (') € O(I).

Jele: f € C*(I).

8.28. Tétel. Legyen f € C?(I) ésVx € I esetén f'(x) > 0 Ekkor f konvez.
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Bizonyitds. Mivel f’ derivéaltja pozitiv az I intervallumon, ezért f’ szigortian
monoton novekeds az I-n. Az eléz6 tétel szerint, ha f/ szigorian monoton
novekedds, akkor f konvex.

8.29. Tétel. Ha f € C*(I), ésVx € I esetén f"(x) <0, akkor f konkdv.

Bizonyitds. A (—f) fiiggvényre alkalmazzuk az el6z8 tételt.

8.8. Definici6. Legyen f: R D=+ R, a € D(f), és tegyiik fel, hogy 36 > 0
olyan, hogy (a — d,a + 0) C D(f).

Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az a pontban inflexiéja van, ha f‘(k&,a)
konvex és f‘(a,ws) konkav, vagy f|(a76,a) konkév és f|(w+6) konvex.

8.30. Tétel. Legyen f € C?(,8). Ha az f fiiggvénynek infleridja van az
a € («, B) pontban, akkor f’(a) = 0.

Bizonyitds. Indirekt modon, tegyiik fel, hogy f”(a) # 0, példaul f”(a) > 0.
Akkor az f” € C[a] miatt 3§ > 0, hogy Va € (a — §,a + ) esetén f"(x) > 0,
amibdl kovetkezik, hogy f konvex az (a — d,a + 4) intervallumon, de akkor
f-nek nincs inflexidja a-ban. Ez ellentmondas, tehat f”(a) = 0.
Megjegyezziik, hogy ha az f fliggvény egy I intervallumon elséfoki polinom,
azaz JA, B € R olyan, hogy Va € I esetén f(x) = Az + B, akkor f konvex
és konkav is az I barmely részintervallumén, ezért az I intervallum minden
pontjaban inflexidja van az f fiiggvénynek.

8.3.7. Taylor-formula

Legyen f az a pont egy kornyezetében n-szer differencialhato fiiggvény. Le-
gyen T, , : R = R,

f"(a)

n!

f"(a)
21

Tnao(z) = f(a)+ f'(a) (x —a) + (x—a)?+...+ (x —a)"
az f fliggvény a ponthoz tartozé Taylor-polinomja. A kovetkezs tétel segit-
ségével meg lehet becsiilni, hogy az n-ed foku Taylor-polinom mennyire j6l
kozeliti a fiiggvényt.

8.31. Tétel. Legyen f : R D= R, a € D(f). Tegyiik fel, hogy IK (a) C D(f),
hogy f € C""Y(K(a)). Legyen x € K(a) tetszdleges. Ekkor 3c € K(a) az a
és az x kozétt olyan, hogy

f(n+1)(c)

e _ n+1 _
(n+1)! (x—a)""".  (Taylor-formula)

f(x) = Tn,a(x) +
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Bizonyitds. Legyen r: K(a) — R, r(t) := f(t) — Ty, (t), tovabba
p: K(a) =R, p(t) := (t —a)" .

Legyen x € K (a) tetszoleges. Tegyiik fel, hogy « > a. Alkalmazzuk a Cauchy-
féle kozépértéktételt az [a,z] intervallumon az r és p fiiggvényekre. Mivel
t € (a,z) esetén p'(t) = (n+ 1)(t — a)™ # 0, azért Je; € (a,x) olyan, hogy

r(z) r(@) —r(a) _ (1)

(. —a)"*t  p(x) —pla)  p'(cr)

Vegyiik észre, hogy
f(a)

n!

K1) = 0Tt = £/~ (7 )+ 1

igy r’(a) = 0. Nyilvan p/(t) = (n+1)(t—a)", igy p’(a) = 0. Ezért a Cauchy-féle
kozépértéktételt alkalmazva az [a, ¢1] intervallumon az r’ és p’ fiiggvényekre
azt kapjuk, hogy Jes € (a,¢q) olyan, hogy

rle) _ r(e) =r'(a) _ r"(ca)

pler)  pler) —p'(a)  p'(e2)

Ko6nnyen ellenérizhetd, hogy barmely 1 < k < n esetén

2(t—a)+.. .+ n(t—a)" 1),

f*H(a)
r® @) = FO ) — (F® (a) + W(kH- DE(k—1)...2(t—a)+...
o f(n)(a)n(n 1) (k1) —a)"h),

n!
igy r*)(a) = 0. Nyilvan p®) (t) = (n+ D)n...(n +1 — (k — 1))(t — a)"t—F,
igy p¥)(a) = 0; de V¢ € K (a) esetén p*t1)(t) = (n+1)! Az el6z6 lépést még
(n — 1)-szer alkalmazva, az utols6 esetben Je,41 € (a, ¢,) olyan, hogy

r(c) 1™ (ea) =™ (@) r" D (enga)  fO D (enrn)

pM(ca)  pM(en) —p™M(a)  p D (entn)  (n+1)!
(_Nyilvan Th,q legfeljebb n-edfokt polinom, ezért Téfl;rl) mar azonosan 0.)
Osszefoglalva

f@) = Taalz) _r(@) _r'(c) _ _ r(ea) _ U (entn)

(z—a)ntt plz)  pla) T pM(e) (D)7

ez€rt a ¢ 1= cpy1 € (a,x) valasztéassal
(nt+1) (¢
F@) - Toale) = Dz —a,

B (n+1)!
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8.3.8. L’Hospital-szabaly

8.32. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f,g € D(I). Legyen a € I,

limy_yq f(z) = limy_yq g(z) = 0 és ¢'(z) # 0, ha x € I. Ha Ilim,_,q ;gg

akkor Alim,_,, % 18, €s

f(z)

@ P
a}l—r{}z g(z) a a}I—rle g (z)’

Bizonyitds. Abban a specialis esetben végezziik el a bizonyitast, amikor a €
€I, f(a) = gla) = 0 és limy_,q L& =: L € R. Ekkor Ve > 0 szdmhoz

g'(z)
3§ > 0, hogy VY € Ks5(a) C I, = # a esetén
I
L—-e< f,(x) <L+e.
g'(x)

Legyen x € Ks(a) tetszbleges, © # a. A Cauchy-féle kozépértéktétel szerint
Jdec € Ks5(a) az a és x kozott, hogy
fx) _ f@)—fla) _ f'(c)

glx)  g(z) —gla) g¢'(c)

Igy
L—-e< @ <L+c¢
9(x)
is teljesiil, amibdl kovetkezik, hogy
f(x)

lim —+ =



9. fejezet

Integralhatosag,
integralszamitas

Egy fiiggvény integralhatosiga azt jelenti, hogy a ,fliggvény alatti tartomény-
nak” van teriilete. Modszert dolgozunk ki a teriilet meghatarozasara. Szamos
problémat ilyen teriiletszamitasra vezetiink vissza. Az alabbi témakoroket
targyaljuk:

e Riemann-integral fogalma és geometriai jelentése

e Integralasi szabalyok

e Newton—Leibniz-formula

e Primitiv fliggvény

e Elemi fliggvények primitiv fliggvényei

e Az integral néhany geometriai és fizikai alkalmazasa
e Fourier-sor

e Improprius integral

9.1. Integralszamitas

9.1.1. A Riemann-integral fogalma és geometriai
jelentése

Ismert, hogy az v > 0, v > 0 oldala téglalap teriilete uv. Allapodjunk meg
abban, hogy ha v > 0 és v < 0, akkor uv a téglalap ,elGjeles teriilete” legyen.

119
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(im)?

1/n il

9.1. 4bra

Mar a matematika korai korszakaban is foglalkoztak gérbevonalu alakzatok
teriiletével. Nézziik meg mi is, hogy a

H = {(x,y) ‘ T € [071]7 Y€ [vaQ]}

parabola alatti tartomanynak” mi lehet a teriilete.

Osszuk fel a [0,1] intervallumot n egyenld részre. Az osztopontok zo = 0, 21 =
=L ay=2 .. 2, ="2 Legyen S, :=2-(1)24 1. (2)24 41l (2)n qzaz
olyan téglalapok teriiletének az Gsszege, amelyeknek az alapja , a magassa-

ga pedig az id? fiiggvény osztopontokban vett fiiggvényértéke (9.1} abra).

Sn egy lépcsGsidom” teriilete. Ha noveljiik az n osztopontszamot, akkor a
lépcsGsidomok egyre jobban illeszkednek a H halmazhoz, igy elvarhato, hogy
az (Sy) sorozat hatarértéke éppen a H halmaz teriilete legyen. Felhasznalva,
hogy minden k € N esetén 12 422 + ... + k2 = w

)

1 1 1(2n+1
1imSn:lim—(12+22+...+n2):nmf”(”Jr )(2n+1)
Tl3 ’/l3 6
4341 24324 L
=lim——— =lim —2—2~ = —|
6n2 6 3

Legyen tehat a H halmaz teriilete %
Ezt a gondolatmenetet altalanositjuk.

Legyen f : [a,b] — R fliggvény.
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Legyen
T:={20,T1,T2, ..., Ti_1,Ti,..., Ty} C [a,b],
ahol
a=x9 <21 <x2<...<T_1<x;<...<zxp=0>

az [a,b] intervallum egy felosztasa.
Minden [2;_1, ;] intervallumban vegyiink fel egy & pontot (i = 1,2,...,n).
Készitsiik el az f fiiggvény 7 felosztashoz tartozo kozelité Osszegét:

o(r) = f(&)(w1 —20) + f(&2)(x2 — 1) + ... + f(&n) (¥ — Tn—1) =
=3 f&) (@i — i),
=1

(Ez a o(7) felel meg a bevezets példa S, lépcsGsidom teriiletének, ott a &;
pontot mindig az intervallum jobb szélén vettiik fel.)

Akkor mondjuk a fliggvényt integralhatonak, ha a o(7) kozelits Osszegek
Jfinomodo” felosztasok soran tetszdlegesen kozel keriilnek egy szamhoz. Pon-
tosabban:

9.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : [a,b] — R fliggvény integralhaté
az [a,b] intervallumon, ha van olyan I € R szam, hogy barmilyen ¢ > 0
hibakorlathoz van olyan & > 0, hogy az [a,b] intervallum minden olyan 7
felosztasara, amelyben

max{x; —z;—1 |i=12,...,n} <0

és a 7 felosztashoz tartozo [z;_1,z;] intervallumokban vett tetszéleges &; €
€ [z;—1,2;] pontok esetén a o (1) = D1 | f(&)(v; — xi—1) kozelits dsszegre

lo(T) —I] < e.

Ha f integralhato az [a,b] intervallumon, akkor ezt f € Rla,b] jelolje
(Riemann tiszteletére, aki az integralt ilyen modon bevezette), és legyen

frer

(,integral a-tol b-ig”). Tovabba ekkor azt mondjuk, hogy a

H L= {(m,y) |£L’ € [ava Y € [O,f(l’)L
ha f(z) > 0, vagy y € [f(2),0], ha f(z) <0}

halmaznak (,gorbe alatti tartomény”) van elGjeles teriilete, és ez a tertilet az
I € R szam.
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Roéviden ugy szoktak hivatkozni erre a fogalomra, hogy bevezetve a Ax; :=
=T; — Tij—1 Jelolést,

alm, > F(E)Aw =1
vagy

b
lim 3 7(6)Az = / F@)da.

Az—0

(Erdemes nyomon kdvetni a szimbélumok metamorfézisat!)
Konny latni, hogy ha f : [a,b] = R, f(z) = ¢ egy konstans fiiggvény, akkor

n

lim Z f(&)Az; = Almiifgoz c(z; — xi—1) = c(b—a),

Ax,i—>0 -
i=1
amint ezt a szemlélet alapjan is vartuk, tehat f € R[a,b] és fab f=cb—a).

9.1.2. A Riemann-integral és a miiveletek kapcsolata

Belathato, hogy ha f € Cla, b], akkor f € R[a,b]. A szemléletbdl is kovetkezik,
hogy ha f € R[a,b] és f € R[b, ], akkor f € R[a, |, s6t

/abf+/bcf=/:f O3 abra).

Mar nem olyan nyilvanvald, de igazolhat6, hogy

9.1. Tétel. Ha f € Rla,b] és A € R, akkor A\f € R[a,b|, és

/ab)\f)\/abf.

9.2. Tétel. Ha f,g € Rla,b], akkor f + g € R[a,b], és

/ab(f+g)=/abf+/abg.

9.3. Tétel. Ha f,g € Rla,b], és f(x) > g(x) minden x € [a,b] esetén, akkor

/abfz/abg

Az utobbi tétel fontos kovetkezménye, hogy ha f € R[a, b], akkor |f| € R]a, b,
és

—lfl<f<If]
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9.2. dbra

—/:Ifﬁ/abfé/:lﬂ
/abf </ab|f~

9.1.3. Newton—Leibniz-formula

miatt

kovetkezik, igy

Szemléletesen jol lathatd, hogy

9.4. Tétel. Ha f € Cla,b], akkor van olyan c € [a,b], hogy
b r
/ f=fl)-(b—-a) (93 dbra).

Az I{‘Z 5 szamot az f integralkdzepének nevezik. Ez a véges sok szam atla-
ganak az egyik altalanositésa. (A tétel szerint az integralkozép egy fiiggvény-
érteék.)

Az eddigi allitasok valoban szemléletesek, de az integral kiszamitasanak ké-
nyelmes modszerével még adosak vagyunk.

Az egyszertiség kedvéért legyen f € Cla,b].

Vezessiik be a T : [a,b] = R, T(z) := fax f teriiletfiiggvényt abra).
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9.3. dbra

T(x)

9.4. dbra
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T(a)

9.5. dbra

Legyen « € (a, b) egy tetsz6leges pont, és vizsgaljuk meg az = € (a,b),  # «
esetén a
T(x) —T(a)

r—«

kiilonbségi hanyadost.

T(@)-T(e) _Jo f=L S _

r—« r—«

1= 0 = e

r—«

ahol ¢ € [a, z] (9.5 abra). Ebbdl kihasznalva, hogy f € C|a] is,

tiy FE = = i 10 = )
masrészt
N

Tehat a T teriiletfiiggvény olyan, hogy a derivaltja az f. Mivel T'(a) = 0 és
T(b) = f; f, ezért

b
/ f=T(b) - T(a).

Eljutottunk (meglehetGsen heurisztikus uton) egy nevezetes eredményhez.
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9.5. Tétel (Newton—Leibniz-formula). Ha f € Cla,b], és T olyan fiigguény,
hogy T' = f, akkor
b
/ f=T()—T(a).
Példaul ha f : [0,1] — R, f(z) = 22, akkor a T : [0,1] — R, T(z) := I—;

alkalmas ilyen T fiiggvénynek, (hiszen (;)’ = 1?), igy

! 130 1
| r=r-10 -3 -F =3,

ami 6sszhangban van a bevezetd példaban kapott eredménnyel.

9.1.4. Primitiv fliggvény
A primitiv fiiggvény keresése bizonyos értelemben a derivalas inverze.

9.2. Definici6. Legyen I C R nyilt intervallum és f: I - R. Az F: I - R
differencialhaté fiiggvény primitiv fiiggvénye az f-nek, ha F’' = f.

Ha F' és G primitiv fiiggvénye f-nek, akkor F/ = f és G' = f, igy (F —
— G) = 0, de egy intervallumon a fiiggvény derivaltja csak akkor 0, ha a
fliggvény konstans. Tehat létezik olyan ¢ € R, hogy F — G = ¢, azaz egy fiigg-
vény primitiv fiiggvényei legfeljebb konstansban kiilonboznek egyméastol (a T'
teriiletfiiggvény is csak egy konstansban kiilonbozhet barmely méas primitiv
fliggvénytol).

Végteleniil leegyszertisodott az integral kiszamitasa, hiszen csupan az f egy
primitiv fiiggvényét kell megkeresni. Ha ez F', akkor a hagyoméanyos irdsmod
szerint

b
/fwm:wmm
a).

ahol [F(x)]? := F(b) — F(
Példaul a [ sinazdz kiszémitasahoz az F(z) := —cosw alkalmas primitiv
fiiggvény ((—cosx) =sinz), igy

/ sinzdx = [—cosz]j =1—(-1) =2.
0

Allapodjunk meg abban, hogy az f egy primitiv fiiggvényét F helyett I,
illetve F(z) helyett [ f(z)dz jelolje. A primitiv fliggvény keresése a derivalas
snverze”. Néhany egyszert modszer primitiv fliggvény keresésére (derivalassal
ellendrizhets!):

X=X J+a9)=]Ff+]g
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[ f'g=1fg— [ fg (parcidlis integralas elve)
¢a+1

[ ¢ = o1, haa# -1

J % =mop, ha ¢(z) >0 (x € 1)

Ha [ f(z)dz = F(z), akkor [ f(az +b) = LF(ax +b).

(Jflog=[(fog-¢') (helyettesitéses integral)
A derivalasi ,szabalyok” megforditdsabol kapjuk az alabbi integraltablazatot.

2ot

Jx¥dx = " (o # —1)

[idz=Inz, haz>0,és [1dz=In(-z), haz <0

[ etdx = e*, [a*dz = %

[sinzdz = —cosz, [ coszdx =sinz

[ 5z de = tgz, [ shzda = —ctgz

[ shadz = chz, [ chadz = shx

J ﬁdx = arctgz, J \/11de$ = arcsinz, z € (—1,1)
i ﬁdx = arshz, J ﬁdm = archz, z € (1,400)

9.1.5. Az integral alkalmazéasai
1. Ha f,g € R|a,b], és minden x € [a,b] esetén f(z) > g(x), akkor a
H:={(z,y) |z €[a,b] és g(x) <y < f(z)}

halmaz tertiletét a

T/:f/abg/abug) (/abf(w)g(:v)dw>

képlettel szamitjuk ki abra). (Az f és g nem feltétleniil nemnegativ
fliggvények!)

2. A geometriabol tudjuk, hogy a,b,m éld tégla térfogata V' = ab - m.
Ezt altalanositva, egy T alapteriiletti és m magassagu hasab térfogata
V=T -m.
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9.6. dbra

S

m : m|

z

9.7. dbra

Most vegyiink egy H térbeli alakzatot (pl. egy krumplit). A koordinata-
rendszer x tengelyére merdlegesen készitsiik el a H 6sszes sikmetszetét.
(A krumplinal egy rajta atszurt kotsti jatszhatja az x tengely szere-
pét. Erre merdlegesen szeleteliink.) Tegyiik fel, hogy az x-nél keletkezett
S(x) stkmetszetnek van teriilete, és az a fiiggvény, amely

S:la, b = R, z— S(x),
folytonos az [a,b] intervallumon (ha =’ és 2" kozel van, akkor S(z') és
S(z") is kozeliek) (9.7} abra).
Osszuk fel az [a, b] intervallumot:

Tia=20< 21 <T2<...<Ti1<T<...<xp=0,

és vegyiink fel tetszolegesen & € [x;_1,x;] pontokat (i = 1,2,...,n)

abra).
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ANATAY
VAVAEY

9.8. 4dbra

Az S(&)(x; — x;-1) egy olyan hasabnak a térfogata, amelynek ,alap-
teriilete” S(&;), a magassaga pedig (r; — x;—1). Ezeket Osszegezve egy
kozelit6osszeget kapunk:

n

Y S(E) (@i — mioa)-

i=1

Finomitva az [a,b] intervallum felosztésat, a kozelitéosszegeknek lesz
hatéarérteke (S € Cla,b], ezért S € Ra,b]), ez lesz a test térfogata:

b
V= lim Z SN (x; —xiq) = / S(z)dz.

x;—x;—1—0

Kiilonosen egyszertivé valik a térfogat kiszamitasa, ha egy f : [a,b] —
R, f € Cla,b], f(zx) > 0 (x € [a,b]) fiiggvény ,x tengely koriili meg-
forgatasaval” szarmaztatott a H ,forgastest” abra). Ekkor az S(z)
stkmetszet teriilete egy kor teriilete:

S(z) = nf*(x),
fgy ,
V:/ 7 f%(x)dz.

Konnyen lathat6 a Cavalieri-elv is, amely szerint ha két testnek
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9.9. 4dbra

egy sikkal parhuzamos Gsszes sikmetszetének teriilete paronként egyen-
16 (minden z-re Si(x) = Sa(z)), ahol az x tengely a sikra merdleges
egyenes), és az igy nyert S; és Sy fliggvények folytonosak, akkor a két
test térfogata is egyenld, hiszen S; = S5 miatt

/a " 8 () = / " 5y(a)da.

Legyen f : [a,b] — R folytonosan derivalhato figgvény. A
H:={(z, f(z) |z € a,b])}

halmazt az f grafikonjanak is szoktak nevezni. Szeretnénk ennek az
ivhosszat is kiszamitani. Ismét osszuk fel az [a, b] intervallumot:

Tia=20< 21 <Toa<..<Ti1<z<...<xy =0

Az (z;-1, f(zi—1)) és az (w;, f(x;)) pontot Osszekots szakasz hossza

([©-10} ébra)

L= (wi =@ 1)? + (f(2:) — f(wi1))? =

@rﬂhﬂ¢L+Vm»—ﬂmlq?

T; — Tj—1
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| ()

X1 f(K_p)

9.10. abra

A Lagrange-kozépértéktétel szerint van olyan &; € (x;_1,;), amelyre
f(@i) = f(zioa) = /(&) - (w5 — @i-1), ezért
li = (zi — i)V 14 [f(&)]*

Lathato, hogy az f grafikonjahoz kozel es6 torottvonal hossza

Zl—Zv F P (i = @),

amely a ¢ : [a,b] = R, ¢(x) := /1 + [f/(2)]? fliggvénynek egy integral-

kozelits Osszege. Tehét az f graﬁkonjanak ivhossza

_ /

()=t STV PR — i) / VIF [P @)Pds.

4. Ha f : [a,b] = R, f(z) > 0 (z € [a,b]) folytonosan derivalhato flige-
vény, akkor az f grafikonjanak x tengely koriili megforgataséval kelet-
kez6 forgastest palastjanak felszine hasonlé meggondoléassal adodik:

P(f) = / 27 () /T + [ (@)

a

5. Ismert, hogy egy tomegpontrendszer tomegkdzéppontjahoz vezets vek-

tort az
_omary +mery + ..o+ mpr,

- mi+mo+...+my

—8
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9.11. abra

adja, ahol m; az i-edik tomegpont tomege, r; pedig egy régzitett pontbdol
a tomegponthoz vezet§ helyvektor (9.11] abra). Legyen f € Rla,b],
f(z) >0, o € [a,8], 6

H :={(z,y) |z € [a,b], y € [0, f(2)]}

egy homogén, p stirtiségd lemez (9.12] abra).

A lemez témegkiézéppontjinak meghatarozasihoz osszuk fel az [a, b
intervallumot.

Tia=20< 2 <Ta<...<xi1 <% <...<xp=0

A& = BT (3 = 1,2,...,n) pontokat valasztva az [v;_1, ;] X
x [0, f(&)] téglalap tomegkozépponjahoz vezetd helyvektor

r; <&, f(fi)> ;

és a téglalapot helyettesité tomegpont tomege

m; = pf(&)(zi — xi-1).
A tomegkozéppont els§ koordinatajanak kozelitGértéke

mi&s +malo+ ...+ mpn Do pf(&) - &ilr — @)

my+my 4 ...+ m, Spf(E) (e —xic)
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f

"

X1 & %

9.12. abra

a masodik koordinata kozelitGértéke pedig
ma TG0 4 mp G 4 m LG S o) (i — i)
my+me ... 4y Sy pf(&) (i — ioa)

Lathato, hogy mindkét kifejezés integralkozelité Osszegeket tartalmaz,
ezért nem meglepd, hogy a lemez tomegkézéppontjahoz vezets r, =
= (ws,ys) vektor a kovetkezo lesz:

. faba:f(x)dx e = %fij(x)dm.
f; f(x)dz 7 f; f(x)dz

6. Az O pont koriil forgd m témegl tomegpont tehetetlenségi nyomatéka
© = mli?, ahol [ a témegpont O-t6l mért tavolsaga (9.13 dbra).

Ha egy L hossztusagu és M tomegi rad a rad egyik végéhez rogzitett,
r4 merGleges tengely koriil forog, akkor a ridnak a tengelyre vonatko-
z6 tehetetlenségi nyomatékat ki tudjuk szamitani. Osszuk fel a [0, L]
intervallumot :

T:0=xp< 1 <9< ...<pi1<x;<...<xp, = L.

Az [x;_1, ;] raddarab tomege

M
T (i —xi-1),

a forgastengelytsl mért tavolsaganak a

&=y
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o
—

9.13. abra

is valaszthato, igy ennek a darabnak a tehetetlenségi nyomatéka
M
7 (@i- zi1)&

Az egyes részek tehetetlenségi nyomatékainak Osszege az egész rud te-
hetetlenségi nyomatékanak kozelits értéke

n

M
Z fﬁ?(% - $i71)~

i=1

Lathato, hogy ez alapjan a rad tehetetlenségi nyomatéka
n L
) M M
O = ) h/m Z; —gf(xl —xi_1) = /0 fx2dz,
1=

amely a Newton—Leibniz-formula szerint

2 2
der = =-ML
rdx 73 ,

Ly MaA" MIP 1
o L o L3 3

tehat © = 3 ML

Ez a néhany gondolatmenet bemutatta, hogy szertedgazo probléméak hogyan
vezethetSk vissza integralra.

Még egy jelentss alkalmazast vazolunk.
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9.1.6. Fourier-sor

Legyen f:R — R 27 szerint periodikus fiiggvény. (Ha p > 0 szerint periodi-
kus az f fliggvény, akkor egy egyszeri transzforméacioval (z := 27”15) 27 szerint
periodikus fliggvénnyé lehet alakitani.) Az f fliggvényt szeretnénk a jol is-
mert cosonid (n =0,1,2,...) és sinonid (n = 0,1,2,...) fiiggvények ,0sszege-
ként” elgallitani, azaz megadni olyan ag, a1,a2,..., Gp,... €sb1,ba, ... by, ...
szamsorozatot, amelyre minden x € R esetén

flz) = C;—O +ajcosx + bysinz + ascos2x + by sin2x + ... +

+an cosnz + by sinnz + ... (9.1)

Nem nyilvanvalo, hogy milyen f fliggvény esetén lehetséges ez, és ha el
is jutunk egy (a,) és (b,) sorozathoz, akkor a jobb oldali Gsszeg valoéban
visszaadja-e az f fliggvényt. Most csak formaélisan okoskodva induljunk ki
abbol, hogy f € C(R), és elgall minden x € R esetén

ag

> + Zancosnx—i—bnsinnsc

n=1
végtelen sor Osszegeként.
1. Integraljuk a (9.1) egyenlGséget (—m)-t8l m-ig, feltéve, hogy az Osszeg
tagonként integralhato:

s

f(z)dz :/ C;—de—i— Zan/ cos nmdx—i—bn/ sin nzdx.
—T - n=1 —T

—T

Mivel .
/ 04z = @271',
2 2
/ cosnxdx = [smnsc] =0,
-7 n —7
/ sinnzdx = {_COSM} =0,
o n o
azért L
apg = — f(x)dz.
Tr —1T

2. Legyen k € N egy rogzitett index. Szorozzuk meg a (9.1) egyenlséget
(cos kx)-szel, és integraljuk (—m)-t8l w-ig:

f(x) cos kxdx = % / cos kxdz+

—T —T
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s

o0 T
+ E ap / cosnz cos kxdx + b, sin nx cos kxdw.
n=1 -

—T

Trigonometrikus formulék szerint n # k esetén

s s 1
/ cos nx cos kxdr = / i(cos(n + Ek)x + cos(n — k)z)dx =

—T —T

_ % <{sin§ln:—kk)x}iﬂ . [sm;n_—kk)x];) o

az n = k esetén pedig

i ™ 1+ cos2kx 1 sin 2kx ™
2 f— _— = —_ =
/ cos” kxdx = / 5 dx |:2£L' + 1 ] B .

Hasonl6 széamolassal
/ sin nz cos kxdx = 0.
Tehat a végtelen sor tagjai egyetlen kivétellel nullak, igy

a = — f(z) cos kxdx.
7r

Ha a (9.1) egyenl@séget (sinkx)-szel szorozzuk végig, és integralunk
(—m)-t8l m-ig, akkor ugyanilyen szamoléssal adodik, hogy
1

b = — f(z)sin kadzx.
™ —T

Az f folytonos fliggvény esetén nyert

1 (" 1 (7
ao = — f(x)dz, a, = = f(z) coskxdx, b =
o T
1 /" _
=— f(z) sin kxdz,
T

k=1,2,... szamokat az f Fourier-egyiitthatéinak nevezziik. Igazol-
hato, hogy (nagyon kivételes, a gyakorlatban elképzelhetetlen fliggve-
nyektsl eltekintve) f el6 is all az ezekkel az egyiitthatokkal képezett
Fourier-sor 0sszegeként :

flx) = C;O—i-;akcoskx—i—bksinkx (z € R).

Ez a moédszer rezgések, hullamok vizsgélataban gyakran hasznalhato.
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9.1.7. Az improprius integral

Eddig csak [a,b] zart, korlatos intervallumon vizsgaltuk és szamoltuk az in-
tegralhatosagot és az integralt. Kiterjesztjiik fogalmainkat.

9.3. Definici6. Legyen f : [a,+00) — R olyan fliggvény, amelyre Vw €
€ R, w > aesetén f € R[a,w]. Azt mondjuk, hogy f improprius integralja
konvergens az [a, +00) intervallumon, ha

w

Jlm [ feR
w—r00 a

hatéarérték. Ezt f € Rla, +00) jelolje. Ha f € R[a, +00), akkor

Ha nem létezik lim,,_, o f;’ f, vagy létezik, de nem véges, akkor azt mondjuk,
hogy divergens az f improprius integralja.

Példaul

e “ 1 11” 1
/ —dz = lim —dzr = lim {—] = lim (— + 1) =1,
1 x w—oo J1 X w—00 T4 w—00 w
tehat id =2 € R[1, +00).
A

w

lim —dz = lim [Inz]{* = lim Inw = 400,
w—oo J1 T w—00 w—00

ezért id™! ¢ R[1,+00), vagy az id~" improprius integralja divergens.
Mastéle kiterjesztéssel is foglalkozunk.

9.4. Definici6. Legyen f : (a,b] — R olyan fiiggvény, amelyre Vu € (a,b)
esetén f € R[u,b]. Azt mondjuk, hogy f € R|a,b], ha

b

3 lim feR.
pn—a
“w
Ekkor
f = lim f
n—a

Ha nem létezik a lim,,_,, fl f f, vagy létezik, de nem véges, akkor divergensnek
nevezziik az f integraljat az [a, b] intervallumon. (Ez a helyzet meég korlatos
fliggvények esetén is el6fordul, de leggyakrabban nem korlatos fliggvények az
aldozatok.)
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Példaul

1
1 : 1
/ fd:rfhm/ ﬁdxfhr%p\/i]#fg%Q—Q\/ﬁfQ,

pn—0 “ H—
tehat id~2 € R[0,1].

1 1
1 1
/ —dz = lim —dz = lim[Inz]} = lim(In1 — In p) = +o0,
0 pn—0

x n—0 “ x n—0 H

tehat id~' integralja divergens a [0,1] intervallumon is.
Az egyik legfontosabb eredmény az improprius integralok kérében, hogy

/ e dz = ﬁ
O 2

Ennek kévetkezmeénye (a fogalmak tovabbi bovitésével), hogy ha m € R és
6 > 0, akkor

+oo (m nz)
/ dzx = V2o,

— 00

ami a valdszintségszamitasban jatszik fontos szerepet.

9.2. Feladatok

1. Ellendrizziik a primitiv fliggvény keresési eljarasokat !
Megoldds: Ha a # —1, akkor

¢a+1 ¢a+1

(1) = o7 - (a+ 1)¢* - ¢/ ezért [ ¢~ ¢/ = .
(Frg=ff-g)=F-9+f9—fg=fgesrt [f-g=
f- g J [+ ¢ (parcialis integralas elve)

) ([fod-¢) = fog ¢, masészt ([ f)og) = fod-¢.
Mivel mindkét fiiggvény derivaltja egy intervallumon megegyezik,

ezért a fﬁggvények legfeljebb egy konstansban térhetnek el, igy
(Jlogp=[(foo-¢) (helyettesitéses integral)

)
Y

2. Keressiik meg:

3 _ 5 _ 2243 _
[sin’ zcosazdx =7 [tgzcos® zdx =7 [ Ersayrdr =7

T _92 _92 243 _92
Ik Tz de =7 [ tgrdx =7 fw2+3z+mdx—.

dl‘ :? dx =

Jcos(bx — 1)dz =7 [ 2+2 il m
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3. Parciélis integralassal keressiik meg

[ xe**dz =? [ 2?e**dx =7 [ €2® sin 3xdx =?

[ e** cosbrdx =? [ Inzdx =? [ V1 —a2da =7
Megoldds :

/\/1—x2dx:/1-\/1—x2dm:m\/1—:ﬂ?—/x\/%dm:

1—22-1
:$\/1—x2—/7d$:
V1—2?

1
=z l—mz—/ 1—22 — ———dx
Vieato [V Vi—a?
=xzv1—22— / v 1 — 22dx + arcsinz.
Ebbsl 2 [ V1 —a22dz = 2v1 — 22 + arcsing, gy
1
/ V1-—22dx = §(a: 1 — 22 + arcsinz).

4. Az f : [0,7r] = R, f(z) := Vr? —x? fiiggvény grafikonja egy origd
kozépponti r sugart negyedkor. Szamoljuk ki a kor teriiletét, keriiletét,
az r sugari gomb térfogatat, felszinét.

5. Legyen a > 0. Szamolja ki a Ch|[0»a] fliggvény gorbe alatti teriiletét és
ivhosszat.

6. Hol van a sulypontja az r sugarta homogén félkérlapnak?

7. Legyen f : R — R, f(x):= 22 hax € [~7,7], és minden x € R esetén
flz+2m) = f(z —2m) =: f(x) (9.14] abra).
a) Allitsa el6 az f Fourier-egyiitthatoit!
b) Irja fel f Fourier-sorat!

¢) Mit ad ez a Fourier-sor x := 0, x := 7 esetén?

8. Szamoljuk ki az

(e o) 1 oo
/ —dz =7 (a>1) / e~ "dt =? (a > 0)
1 0

J:Oé

improprius integralokat!
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Tt T 3

9.14. abra

9. A gamma-fiiggvény.
Legyen I' : [0,00) — R, T'(a) := fooo t*e~tdt. Mutassuk meg, hogy
I'0)=1,T(1) =1, és barmely a > 0 esetén I'(a + 1) = (o + 1)I'(a).

Megoldds: T'(0) = [ e~tdt = [e7']g* =1
(Itt roviditettiink: limy,oo[e )¢ helyett [e?]5° all.)

Pla+1) = / Lot — [—e—tpo1]ee / Ce~Ha+ 1)t =
0 0

=0+ (a+1) /00 t*e tdt = (a + 1)I(a).
0

B ) = (04 DE(0) = 1
r@2)=(1+1)r(1)=2-1=2
I(3) = (2+ 1)I(2) =3-2! = 3|

P(n)=n! (neN)
Kiszamithato — kozelit6leg — a I'(«), « ¢ N esetén is.

10. Szamolja ki a Sinﬁo_%] integralkozepét !

Megoldds :
1o, 1 (%1 —cos2z 11 sin2z]”"
_— 1 d = —_— 7(1 = —_-—| - —_ =
or J, T YT on 2 YT op [2$ 1 ]0
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s 2 . PR 1
A sinj integralkozepe 3.

9.3. Integralszamitas

9.3.1. Az integral fogalma
Az integralhatosag fogalmanak kiépitésében Darboux gondolatmenetét hasz-
naljuk. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény. Legyen 7 = {xq,...,2,} C
C [a,b] véges halmaz, melynek elemeire

A= <1 <To<..<p 1<z <...<xy =0
T az [a,b] intervallum egy felosztasa.

Fla,b] := {7 | 7 felosztasa az [a, b] intervallumnak}.

Legyen 7 € Fa,b], és legyenek

m; = inf{f(x) | xim1 <z <z}, M;:=sup{f(x)]|xi-1 <z <z},

i=12...,n.

Legyen a 7 felosztashoz tartozo also- ill. fels66sszeg az
S(T) = Zmi(xi—xi,l) és S(T) = ZMi(xi—xi,l).
i=1 i=1

9.6. Tétel.
a) V1 € Fla,b] esetén s(1) < S(1),
b) V1,0 € Fla,b] esetén s(1) < S(0).
Bizonyitds.

a)m; < M;, i=12,...,n,igy s(1) < S(71).

b) Legyen 7 € Fla,b], és az [r_1, )] intervallumban vegyiink fel egy
osztopontot: xp_1 < T < .

Ha m' :=inf{f(x) | 2x—1 < <T}ésm/ :=inf{f(z) | T <z < xx},
akkor m/, m” > my. Ezért
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n

s(r) = mi(wi—zi_1) < ma(z1—z0)+. . .+m (T-2k_1)+
=1

+m" (zp —T) + ... + mp(xn — xH1) = s(T U{T}).
Hasonl6 hatasa van az T beiktatédsanak a felsGosszegre:
S(r) =z S(ru{z}).
Lépésenként végiggondolva igaz, hogy
s(r) <s(rUo) < S(rUo) < S(0).
Ennek a tételnek a kovetkezménye, hogy az
{s(1) € R| 7 € FJa,b]} halmaz feliilr6l korlatos
(példaul az S({a,b}) egy felss korlatja), ezért
Jsup{s(r) | 7 € Fla,b]} =: L,

és az
{S(r) e R| T € Fla,b]} halmaz alulrél korlatos

(példéaul az s({a,b})) egy also korlatja), ezért

Finf{S(7) | 7 € Fla,b]} =: I".
9.5. Definici6. Azt mondjuk, hogy f (Darboux-)integralhato, ha I, = I*.
Ha f integralhato6, akkor f;f =1, =1

Megmutathato, hogy a részben bemutatott Riemann-integralhatosag ek-
vivalens a Darboux-integralhatosiggal, ezért jelolésben sem tesziink kiilénb-
séget kozottiik. Ha f (Darboux-)integralhato, akkor ezt f € R[a,b] jelolje.

9.3.2. Az integralhatosag feltételei

9.7. Tétel (Riemann-tétel). f € Rla,b] <= Ve > 0 37 € Fla,b] : S(1) —
—s(1) <e.

Bizonyitds. (=) Legyen € > 0. Mivel I* a felsG6sszegek infimuma, ezért az
$ > 0 szamhoz 31 € F'[a,b], hogy

F+%>Sm)
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1,—€/2
{

{

I"+€/2

s(t,) s(1) S(1) S(t,)

9.15. abra

Mivel I, az als6Gsszegek szuprémuma, ezért az § > 0 szamhoz 37, € Fa, b],
hogy
€
8(7—2) > I* - 5

Mivel I, = I*, ezért a 7 := 171 UTa € Fla, b] felosztasra

S(r) —s(t) < 8(11) — s(m) < e. abra)

(<) Nyilvan V7 € F[a,b] esetén I* < S(7) és I > s(7), ezért a feltétel szerint

Ve > 0 esetén 37 € Fla,b], hogy 0 < I* — I, < S(7) — s(1)<e «— I, =1TI".
(Az aladhuzottak szerint ha egy nemnegativ szam barmely pozitiv szamnal
kisebb, akkor az csak 0 lehet.)

9.8. Tétel. Ha f : [a,b] — R monoton, akkor f € Rla,b).

Bizonyitds. Legyen f monoton novekeds (ne legyen konstans, mert ennek
integralhatosagat mar megmutattuk). Igy f(a) < f(b).
Legyen e > 0 tetsz6leges. Legyen 7 € Fla, b] olyan felosztas, amelyben

. n 6
max{z; —z;i—1|1=12,...,n} < 0= @)
Ekkor M; < f(x;) és m; > f(zi-1), i =1,2,...,n, igy
S() = s(r) = S (s — i) (s — ) S (F ) — Flar)) e
E— ; ; f(b) = f(a)
€
= m(f(fﬂl) — f(wo) + f(@2) = f(z1) + ... + f(zn) — f(w0-1)) =&,

tehat a Riemann-tétel szerint f € R[a, b].
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9.9. Tétel. f € Cla,b] = f € R[a,b].

Bizonyitds. Legyen e > 0 tetszleges. A Heine-tétel szerint az [a, b] intervallu-
mon folytonos f fiiggvény egyenletesen folytonos az [a, b]-n, ezért az = >0
szamhoz 36 > 0 Va/, 2" € [a,b], |2’ — 2| < § esetén |f(z) — f(z")| < e/(b—
—a). Legyen 7 € Fla,b] olyan, hogy max{z; —x;—1 | i = 1,2,...,n} < 0.

Ekkor Vi = 1,2,...,n esetén Va' 2" € [x;,x;,_1] miatt
@) = F")] < =
b—a’
ezért
€
0<M;—m; <
b—a

Tekintstik a

n

S(r) —s(r) = Z(Mz —m;) (v — 2i-1)<

i=1

€

(@i —xim1) =,

igy f € Rla,b].
Megjegyezziik, hogy f € Rla,b] % f € Cla,b]. Példaul az

1, hao<z<l1
f:002] =R, f(z):=< 2, haz=1
3, hal<zx<2

monoton novekeds a [0,2] intervallumon, ezért integralhato, de f ¢ C[1]. Itt

jegyezziik meg azt is, hogy van nem integralhato fiiggvény is. Tekintsiik a

Dirichlet-fiiggvény d,, , lesztikitését. A d), | ¢ R[0,1], mert az € := & > 0

2
szamhoz V1 € F[0,1] esetén m; =0 és M; =1, igy

n

S(r)—s(r)=> (1=0)(a; —zi1) =1>¢.

i=1

9.3.3. Miiveletek és az integral kapcsolata
Allapodjunk meg abban, hogy f € R[a,b] esetén

[refr

Néhéany egyszertien igazolhatd, de hosszadalmas szamolést igényls tételt csak
kimondunk:
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9.10. Tétel. Legyen I C R intervallum, és a,b,c € I. Ha f € Ra,b] és
f € R[b, |, akkor f € RJa,c], és

/:f:/:ﬂ/:f.

9.11. Tétel. Ha f € Rla,b] és X € R, akkor \f € Rla,b], és

/ab)\f:/\/abf.

9.12. Tétel. Ha f,g € Rla,b], akkor f + g € R[a,b], é

/ f+g—/ f+/
9.13. Tétel. Ha f,g € R[a,b], akkor fg € Rla,b|.

(Ne keressiik az fab fg eldallitasat, altalanos képlet nincs!)

9.14. Tétel. Ha g € R[a,b], és 3¢ > 0, hogy Vx € [a,b] esetén |g(z)| > ¢,
akkor % € Rla,b)].

(Itt nem elég, hogy g(x) # 0 Va € [a,b] esetén!)
9.15. Tétel. Ha f € Rla,b|, akkor |f| € R[a,].
9.16. Tétel. Ha ¢ € Rla,b], ¢(x) >0 (z € [a,b]), akkor [’ ¢ > 0.
Bizonyitds. V1 € Fla,b] esetén m;, M; > 0, ezért
Zml Ty — Ti1) ZM —xi—1) >0,

és ezekkel egytitt

I, =sup{s(r) | 7 € Fla,b]} >0, I"=inf{S(r) |7 € Fla,b]} > 0.
Mivel ¢ € Rla,b], ezért [ ¢ = I, = I* > 0.
9.17. Tétel. Ha f,g € Rla,b], és Vz € [a,b] esetén f(x) > g(x) akkor

=g

Bizonyitds. Legyen ¢ := f —g. ¢ € Ra,b], ¢(z) >0 (x € [a,b]), ezért

o< [ [10= [1-

amibol f;f > f;g
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9.18. Tétel. Ha f € Rla,b], akkor | [* f| < [|f].
Bizonyitds. Yx € [a, ] esetén

—[f(@)] < flz) < [f(2)],

ezért (|f| € Rla,b] miatt)

/ab—IfIS/abe/abfl,
ff<fu.

9.3.4. Primitiv fiiggvény és a Newton—Leibniz-formula

de akkor

9.19. Tétel. Ha f € Cla,b], akkor 3c € [a,b], hogy fff = f(c) - (b—a).
Bizonyitds. A Weierstrass-tétel miatt Ia, 8 € [a, b], amelyre V € [a, b] esetén

m = f(a) < f(x) < f(B) = M.

mmmzﬂ%slﬂsszMwﬂ»

1 b
m<7-/ <M.

Ezért

azaz

“b—a
A Bolzano-tétel szerint az f € Cla,b] fliggvény két fliggvényérték, igy m és

M kozott is minden értéket, igy az —— - fab f szamot is valahol felveszi, azaz

b—a
Jec € [a, b], amelyre

ro=y s

Megjegyezziik, hogy a 71— - f: f az f € Cla,b] fiiggvény integralkbzepe.

9.6. Definicié. Legyen I C R nyilt intervallum, f : I — R. Azt mondjuk,
hogy F : I — R, F € D(I) primitiv fliggvénye az f fuggvénynek, ha
Vo € I esetén F'(z) = f(x).

9.20. Tétel. Ha F és G primitiv fiigguénye f-nek, akkor dc € R, hogy Vx € I
esetén F(x) = G(z) + c.
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Bizonyitis. F' = f és G' = f, ezért (F —G)' = 0 az I intervallumon. Ha egy
intervallumon egy fiiggvény derivaltja 0, akkor ez a fiiggvény konstans, azaz
Je € R, hogy Vz € I esetén F(z) — G(x) = c.

Az integralt és a primitiv fliggvényt kapcsolja Ossze a

9.21. Tétel (Newton—Leibniz-formula). Legyen f € R[a,b]. Tegyiik fel, hogy
f-nek van F primitiv fiiggvénye. Ekkor

/abf = F(b) — F(a).

Bizonyitds. Legyen 7 € Fla, b] tetsz6leges. Ekkor

F(b) — Fla) = F(z1) — F(zo) + Fas) — F(a1) + - ..+ Flay) — Fzn_1).
A Lagrange-kzépértéktétel szerint 3¢; € (21, z:), hogy

F(z;) — F(xi-1) = F'(&) (i — 2i-1) = f(&) (i —2i-1), (1=12,...,n).
Ezzel

F(b) = F(a) = f(&)(@1 — 20) + f(&2) (w2 — 21) + ... + (&) (@ — Tp—1).-
Mivel m; < f(&) < M; (i = 1,.2,...,n), ezért

mi(x1 —xo) + ... + mp(Tn — Tp_1) < F(b) — Fla) < My(z1 —20) + ...+

+Mn(xn - xn—l)a

azaz

s(1) < F(b) — F(a) < 5(7)
Mivel V7 € Fla, b] felosztasra igaz ez az egyenlStlenség, azért
I, <F()—F(a) <I*

is igaz. Az f € Rla,b], igy 1. = I*, amibdl kdvetkezik, hogy
b
Fb)—F(a)=I1,=1I* :/ f.

Megjegyezziik, hogy van olyan f € R[a, b], amelynek nincs primitiv fiiggvénye
(példéaul az

1, haz<z<l1
f:002] =R, f(x):=< 2, haz=1
3, hal<zx<2
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a derivaltrol sz6lo Darboux-tétel miatt). Van olyan példa is, amikor van pri-
mitiv fliggvény, de maga a fliggvény nem integralhaté (Volterra példaja néven
ismert ilyen példa.)

A Newton—Leibniz-formula az integral hatékony kiszamitasanak modszere.
A modszer alkalmazasanak sarkalatos pontja az f fliggvény primitiv fiigg-
vényének létezése. Ebben a kérdésben nyujt segitséget az integralfiiggvény
fogalma.

9.7. Definici6. Legyen f € Ra,b]. A ¢ : [a,b] = R, ¢(x) = fzf fiiggvényt
az f fliggvény integralfiiggvényének nevezziik. ‘
Megjegyezziik, hogy az részben bevezetett T teriiletfiiggvény folytonos f
fliggvény esetén éppen a ¢ integralfiiggvény.

9.22. Tétel. Ha f € Rla,b], akkor ¢ € C[a,b].

Bizonyitds. Legyen K > 0 az |f| egy fels6 korlatja az [a,b] intervallumon.
Barmely s,t € [a,b] esetén

|¢(S)¢(t)|I/Sf/tfll/sfﬁl/slfléKlstl-

Legyen « € [a, b] egy tetszblegesen rogzitett pont, és legyen e > 0 tetszéleges.
A § = ¢/ K valasztas mellett barmely x € [a,b], |v — «f < J esetén
|p(z) — d(a)| < K|z —a| <K =e.
Tehat ¢ € Cla].
A bizonyitasbol latszik, hogy ¢ egyenletesen folytonos az [a, b] intervallumon.
9.23. Tétel. Ha f € Cla,b], akkor ¢ € D(a,b), és barmely x € (a,b) esetén
¢'(x) = f(x). Ez azt jelenti, hogy egy folytonos fiigguénynek van primitiv
fiigguénye, az integrdlfiigguvénye az egyik primitiv fliigguény.
Bizonyitds. Legyen x € [a,b] egy tetsz6legesen rogzitett pont, és legyen y €
€ [a,b], y # x. Ekkor
Ji-tr It
(b(l‘) B ¢(y) _a a _ _z _ f(C)(J} _y) _ f(C)
-y . z—y T —y ’
ahol felhasznéltuk az integralkozéprdl szolo tételt és c az x és y kozotti
szam. Mivel f folytonos, azért lim f(c) = f(z), igy 1étezik
y—>.'L'

i ©0) = 6(0)

y—=r T —Y

=¢/(z)



10. fejezet

Fluggvénysorozatok,
fligegvénysorok

Ez egy kiegészits fejezet. A gyakorlatban felmeriil§ probléemék (fiiggvények
kozelitése, kozonséges és parcilis differencidlegyenletek megoldasa kozelit
modszerekkel) igényli a sorra keriils fogalmakat, eredményeket. Az alabbi
témakoroket targyaljuk:

Filiggvénysorozat konvergenciahalmaza

Pontonkénti és egyenletes konvergencia

A hatarfliggvény folytonossaga, differencialhatoséga, integralhatosaga
Filiggvénysor konvergencija

Weierstrass majorans kritérium

Az 6sszegfiiggvény folytonossaga, differencialhatosaga, integralhatosaga
Hatvanysor

Cauchy-Hadamard tétel

Az osszegfiiggvény differenciadlhatosaga, Abel tétele

149
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10.1. Fiiggvénysorozatok, fliggvénysorok

10.1.1. Fiiggvénysorozatok

Legyen H C R, H # () halmaz, és a ¢1, ¢, . .., bn, . . . fiiggvények mindegyike
¢n : H—= R (n € N). Az ilyen (¢,) fiiggvénysorozatrol mondjuk, hogy ,,H
halmazon értelmezett”.

Példaul

1. (id™) [itt D(id") =R, n € N|
0, hax=0

2. han €N, akkor ¢, : [0,1] = R, ¢p(z):=< 1, hal<z< %
0, ha % <zx<l1

3. ha n € N, akkor lasd az abrat

1/2n 1/n 1

10.1. abra

4. ha n € N, akkor lasd az[10.2] abrat
5. % (3h_;sino(k-id)) [itt is R az egyes fliggvények értelmezési tartoma-
nyal

Erdekes lehet az a kérdés, hogy a (¢,) fiiggvénysorozat tagjai kozelednek-e
valamilyen fliggvényhez, ha n novekszik.



10.1. FUGGVENYSOROZATOK, FUGGVENYSOROK 151

1/2n 1/n 1

10.2. dbra

10.1. Definicié. A (¢,) fuggvénysorozat [D(¢,) = H, n € N] konvergen-
ciahalmaza

KH(¢p,):={x € H| (¢n(z)) szamsorozat konvergens}

Az 1. példdban K H(id") = (—1,1], mert ha —1 < z < 1, akkor id"(x) =
=2" = 0; ha z := 1, akkor id"(1) =1 — 1, de ha z > 1 vagy = < —1, akkor
(id™(z)) nem konvergens.

A 2. példaban K H(¢,) = [0,1], hiszen ¢,(0) =0 — 0. Ha 0 < z < 1, akkor
van olyan NV, hogy % < z, és ekkor a (¢, (x)) sorozat 1,1,...,1,0,0,0,...,0,...
alakd, amely 0-hoz tart (ha n < N, akkor ¢,(xr) = 1, ha n > N, akkor
on(x) =0).

A 3. és 4. példaban is K H(¢,) = [0,1].

Az 5.*% példa kicsit nehezebb. Ha x = I (I € Z), akkor (>, _, sin(klm)) = (0)
a szamsorozat, amely 0-hoz tart. Tehat

KH (isiHO(k . id)) D> {ln |l e€Z}.
k=1

Ha volna még z € R, x # Ir (I € Z) a fliggvénysorozat konvergenciahalma-
zaban, akkor a (sin kx) sorozatnak 0-hoz kellene tartania. Tegyiik fel, hogy
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sin kz — 0. Ekkor igaz lenne sin(k 4+ 1)x — 0 is, azaz
sin(kz + ) = sinkz cosx + cos krsinz — 0.

Mivel sin z # 0, sinkz — 0, ezért cos kz — 0 is igaz. Igy sin® kz+cos? kx — 0
is igaz lenne, de ez nem lehet, hiszen sin® kz + cos? kxz = 1. Tehat

KH (Z sino(k - id)) ={lr |l eZ}.
k=1
Ez azért fontos példa, mert a Fourier-sorok problémakére szamos ehhez ha-

sonl6 nehézséget vet fel.

10.2. Definicié. Legyen (¢,) egy H halmazon értelmezett fiiggvénysorozat.
Tegytik fel, hogy K H(¢,) # 0. A (¢,) fiiggvénysorozat hatarfiiggvénye az
az f: KH(¢,) — R fiiggvény, amelyre minden x € K H(¢,,) esetén

F(2) = lim g (2).

Gyakran f := lim ¢,, jel6lést is hasznalnak.

Az 1. példaban

limid" : (-1,1] = R, (limid")(x) :=

0, ha —1<ax<l1
1, haz=1

)

A 2., 3. és 4. példaban
lim ¢, : [0,1] = R, (lim ¢,)(z) := 0.

Az 5.* példaban

listino(kj -id) = Zsino(k‘ ‘id) : {lr | k€ Z} = R,
k=1 k=1

(listin o(k-id))(x) = Zsin kx = 0.
k=1 k=1

Amikor a példakban szerepls fliggvénysorozatok tagjainak és a hatarfiigg-
vénynek a tulajdonsagait Osszehasonlitjuk, érdekes kiilénbségek mutatkoz-
nak. Az 1. példaban id" folytonos, differencialhaté az R-en, mig limid"™ nem
folytonos, igy persze nem is differencidlhat6. A 2. példa ¢, fiiggvényeinek
egyike sem folytonos, a lim ¢,, folytonos és differencidlhato is. A 3. és 4. pél-
daban ¢,, és lim ¢, is folytonos, a ¢, nem differencidlhato, a lim ¢,, pedig
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sima. Itt azonban még egy izgalmas kiilonbségre figyelhetiink fel:
A 3. példéaban

1 1 1
11 1
/gbn:ff'l:—*)(), ('es/lirrl(;57L:/():()7
0 2n 2n 0 0

mig a 4. példaban

1 1 1
11 1 1
n=5s—"N=_—-— =, d li n — 0207
/qu an 5 7 e/o im ¢ /0

tehat a fliggvénysorozat tagjainak integraljaibol all6 sorozat hatarértéke nem
a hatarfiiggvény integralja.

Az 5.*% példaban a fiiggvénysorozat tagjai kellemes trigonometrikus, sima,
periodikus fiiggvények az egész R-en, mig a hatarfiiggvény igen szegényes,
éppen csak a periodikussag maradt meg. ..

A példak azt mutatjak, hogy a ,pontonkénti konvergencia”’ fogalma nem elég
hatékony a fliggvénysorozat tagjai jo tulajdonsagainak a hatarfiiggvényre valo
atorokitésére. Ezen probalunk segiteni:

10.3. Definici6. Legyen (¢,) a H # () halmazon értelmezett fiiggvénysoro-
zat. Tegyiik fel, hogy KH(¢,) # 0, és legyen E C KH(¢,), F # 0 halmaz.
Azt mondjuk, hogy a (¢,) fliggvénysorozat egyenletesen konvergens az
E halmazon, ha barmely € > 0 hibakorldthoz van olyan N € N kiiszébindex,
hogy Vn > N esetén és barmely x € E helyen

|¢n () — (lim ¢p)(7)] <&
Jelolje ezt a tényt ¢, — g lim ¢,,.

Ez azt jelenti, hogy a kiiszobindex fliggetlen x-t6l, ezért nevezziik egyenletes
konvergencianak.
Az 1. példaban a (—1,1] halmazon nem egyenletes az (id") konvergenciéja.
Még a (—1,1) halmazon sem! Ha § > 0, akkor az E := [—1 + §,1 — J] inter-
vallumon mar
A 2., 3. és 4. példaban is a [0,1] intervallumon nem egyenletes a konvergencia,
de § > 0 esetén

¢n (5,11 0
mar igaz.
Az 5.* példaban ugyan az E := KH () ,_, sino(k -id)) halmazon egyenletes
a konvergencia, de ezzel nem sokra megyiink. ..
Milyen kovetkezményei vannak egy fiiggvénysorozat egyenletes konvergenci-
ajanak? Rend lesz a példakban tapasztalhaté kuszasagban.
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10.1. Tétel. Legyen ¢, € Cla,b] (n € N). Tegyiik fel, hogy ¢n —[ap) [
Ekkor f € Cla,b].

10.2. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, ¢, : I — R (n € N). Te-
gytik fel, hogy van olyan xo € I, hogy (édn(x0)) konvergens. Tegyiik fel, hogy
odn folytonosan differencidlhatd az I intervallumon (¢, € Ci(I), n € N)
és ¢l =1 g. Ekkor a (¢,) fligguénysorozat is egyenletesen konvergdl az I
intervallumon egy f : I — R figgvényhez (¢, —1 f), és f € D(I), sét
f'(x) = g(x) =lim ¢, () minden x € I esetén.

A tétel allitasa roviden:
(lim ¢,,) = lim ¢/,

azaz a lim és a derivalas sorrendje felcserélhetd.

10.3. Tétel. Legyen ¢, € Rla,b], (n € N). Tegyiik fel, hogy ¢n —ap f-
Ekkor f € Rla,b], és lim [ ¢ = [ f.

A tétel roviden azt allitja, hogy egyenletes konvergencia esetén

b b
lim/ qbn:/ lim ¢y,

azaz a lim és az integralas sorrendje felcserélhetd.

10.1.2. Fiiggvénysorok

A fliggvénysorozatra kiépitett fogalmak értelemszerti modositéssal fliggvény-
sorra is atvihetdk.

10.4. Definici6. Legyen (¢,) a H # @ halmazon értelmezett fiiggvényso-
rozat. Legyen S, := ¢1 + ¢2 + ... + ¢, (n € N) az n-edik részletosszeg. A
(¢n) fliggvénysorozatbol képezett fliggvénysoron az (S,,) fiiggvénysorozatot
értjiik, azaz Y ¢p = (Sp).

10.5. Definicio. KH Y ¢, := KH(S,).
Lathato, hogy KH Y ¢, ={x € H | )_ ¢n(x) konvergens}.

10.6. Definici6. Tegyiik fel, hogy KH > ¢, # 0. Legyen

D bn:KHY ¢, =R, (Z %) (@) =) ¢nl2)

a fliggvénysor Osszegfiiggvénye.
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Nyilvan igaz, hogy (>.°, ¢») (z) = lim S,,(z) minden z € KH(S,) esetén.
Példaul ¢, :=1d"™ (n € N) esetén barmely x € R pontban

n1

== ha x # 1
S, = Z2y... L
n(x) T+ z" + +x { n, ha = — 1.

Ezért lim S, (z) = 1% x € (—1,1); ha z € R\ (—1,1), akkor (S,(x))
divergens. Tehat KHZld" (-1, ) s (3o, id")(z) = %

10.7. Definici6. Legyen (¢,) olyan fiiggvénysorozat, amelyre K H Y ¢, #0.
Legyen E C KH Y ¢,. Azt mondjuk, hogy > ¢, egyenletesen konver-
gens az F halmazon, ha az (S,,) részletosszegek sorozata egyenletesen kon-
vergens az I/ halmazon.

Jelben: > ¢y, =g Y ooy Pn.
Egy hasznos elégséges feltétel fiiggvénysor egyenletes konvergenciajara:

10.4. Tétel (Weierstrass majorans kritériuma). Legyen (¢,) a H # 0 halma-
zon értelmezett olyan fiigguénysorozat, amelyhez van olyan (a,) C RY pozitiv
szamsorozat, hogy minden x € H esetén |¢pn(2)| < an, (n €N), és még > a,
is konvergens. Ekkor

n=1

A fliggvénysor részletosszeg-sorozatéara tett egyenletes konvergencia feltételek
kovetkeztében igazak a vazlatosan megfogalmazott tételek:

e Ha ¢, € Cla,b], és > dn [0y >0 | én, akkor Y07 | ¢, € Cla, b).

e Ha ¢, € C1(I), és Y. ¢, < g akkor > > | ¢, € C1(1), és

o0 / o0
(0] -2
n=1 n=1
(Az Osszegzés és a derivalas felcserélhetd.)

e Ha ¢, € Rla,b], és > b —(ap] 2oneq Pn, akkor Y07, ¢, € Rla,b], és

/ab,id’”:,i/:d’"'

(A fiiggvénysort tagonként lehet integralni.)
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10.1.3. Hatvanysorok
A hatvanysorok speciélis fliggvénysorok.

10.8. Definici6. Legyen cg,c1,co,...,Cp, ... szamsorozat, a € R egy szam.

A
Z cn(id — a)™

fiiggvénysort hatvanysornak nevezziik, melynek egytitthato-sorozata a (cy,),
és a hatvanysor ,kézéppontja” az a € R.

Allapodjunk meg, hogy a tovdbbiakban a := 0 az egyszertibb fogalmazas
kedvéért.

10.5. Tétel (Cauchy-Hadamard-tétel). Legyen Y c,id" hatvdnysor.
1° Ha ({/|cnl) korldtos, és limsup ¥/|c,| # 0, akkor legyen

(R a hatvdnysor konvergenciasugara).

R:= _
" limsup {/Jen]

FEkkor
(-R,R) CKH Y cyid" C [-R,R].

2° Ha (%/|cn|) feliilrél nem korldtos, akkor
KH  cpid® = {0}.
3° Ha limsup {/|c,| =0, akkor

KHZ cnid® = R.

Lathato, hogy egy hatvanysor konvergenciahalmaza mindig intervallum (a
2° esetben elfajult intervallum), de ez az intervallum lehet az 1° esetben
(-R,R), (—R,R], |[-R, R), |- R, R] valamelyike. A hatvanysorok konvergen-
ciahalmazat Gsszevetve az 5.* példaban szerepls > sino(k - id) fiiggvénysor
konvergenciahalmazaval, szembe6tls a kiilonbség.

10.6. Tétel. Legyen > cnid" hatvinysor, amelyre ({/|cy|) felilrél korld-
tos. Ekkor az f : KHY cpid" — R, f(z) := Y..°cpnx™ dsszegfigguény
az intKH Y cpid® nyilt intervallumon folytonos is és differencidlhatd is; sét
barmely x € intKH Y, c,id" esetén

f(z)= chnx’%l.
n=1
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A tétel kovetkezménye, hogy (V/|c,|) feliilrdl korlatossagabol az ( ¥/|nc,|) =
= ({/n{/|cy|) feliilrél korlatossaga is kovetkezik, s6t a 3 ne,id" ' hatvany-
sor konvergenciahalmaza ugyanaz marad, mint a > ¢,id™ konvergenciahal-
maza volt. Ezért ennek a hatvanysornak az 6sszegfiiggvénye is differencialha-

t0, s6t
o0

f'(x) = Z n(n —1)c,z™ 2

n=2

minden = € intKH Y ¢,id" esetén.
Ez a gondolatmenet folytathato:

8 (z) = Z nin—1)...(n—k+ e,z k, zc im‘KHchid”.
n==k

Lathato az is, hogy f(0) =co, f/(0)=c1 ..., f#(0) =k!cp,...

10.7. Tétel (Abel). Legyen Y c,id" hatvdnysor, amelynek konvergenciasu-
gara R > 0. Tegyiik fel, hogy még > ¢, R™ is konvergens. Ekkor az f € C[R],
azaz lim, g f(x) = > 00y cn R™.

10.2. Feladatok

1. Vizsgaljuk meg a kovetkez6 hatvanysorok konvergenciahalmazat:
. 1, (=)™, 1.
dn - dn dn . dn
Didh Yt Y id ) id”
S a3 L S i
5np n!

Megoldds: limsup /1 = 1, limsup {/ # =1, limsup ¢ % =

= 0, limsup 7\1/% =1, limsup ¢ 5,}n = %, (¥/n") = (n) feliilr6l nem

korlatos.
KHY id" = (-1,1)
KHY Lid" = [-1,1) (Leibniz-tétel)
KHY % = (~1,1]
KHY 5id" =[-1,1]
KHY id" = [-5,5)
KHY Lid"=R
KHY nmid™ = {0}
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2.
1
1+x+x2+x3+...+x"+...:1—,ha|x|<1.
-z
Igaz-e, hogy
14+2x+32%+...+na" ' + LY ! ha |z| < 17
r+3z°+ ... +nx ce= = a|x !
11—z (1—x)2’
Igaz-e, hogy
x+2x2+3x3+...+n:ﬂ"+...:i,ha|x|<1?
(1-2)?

Mivel egyenld az

1+2%24+3%2% + ... +n%2" ' + ..., halz| <17

3.
1
1+x+x2+...+x”+..‘:17, ha |z| < 1.
-z
Legyen x := —t. Ekkor
1
l—t+t?—. . +(-)""+...= ——, hat| < 1.
HE = ()= ha
Igaz-e, hogy
t2 t3 t”l‘f‘l
t——+——...+ (=" ...=In(1+1¢), ha [t| < 17
Igaz-e, hogy
1 1
1—=-4=- -1 ...=1n27?
573 S S
4. .
1+x+x2+...+x”+...:17, ha |z| < 1.
-z
Legyen x := —t2. Ekkor
1
-4+t =+ ()" +...= —— halt| < 1.
L (D) = b
Igaz-e, hogy
t3 t5 t2n+1
t——+——.. -1H" o= tgt, ha [t| < 17
3T +ED arctgt, ha [¢|
Igaz-e, hogy
1 T
l—-+—-—...+(=D" = -7
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10.3. Fiiggvénysorozatok, fliggvénysorok

Nem ismételjiik meg a mar pontosan bevezetett fogalmakat, csupan a fontos
és egyszertien igazolhatd allitasokat vessziik sorra.

10.3.1. Fiiggvénysorozatok
10.8. Tétel. Legyen ¢, € Cla,b] (n € N).
¢n (_>[a,b] f = f € C[aab]

Bizonyitds. Legyen a € [a,b] és € > 0 tetszGleges. Mivel ¢, (4 f, ezért
az § > 0 szamhoz IN, hogy Vn > N és Va € [a, b] esetén

[6n(2) = fl2)] < <.

Legyenn > N. A ¢,, € Cla], ezért az § > 0 szamhoz 36 > 0, hogy Vx € [a, b],
|z — | < ¢ esetén
€
|¢n(x) - ¢n(a)| < g
Legyen z € [a, b] tetszleges, |x — a| < §. Ekkor
[f (@) = f(a)] = [f (@) = ¢n(2) + Pn(2) = Pnla) + dn(@) — f(@)] <
< 1F(@) = ful@)] +16a(2) = u(@)] + [Bnla) = Fl@) < 5+
10.9. Tétel. Legyen ¢, € R[a,b] (n € N)

b b
an a,b] f = f S R[a,b] és / Gn — / f

Bizonyitds. A bizonyitast csak ¢, € Cla,b] (n € N) esetén végezziik el, mert
ekkor ¢, 44 f miatt f € Cla,b], igy f € R[a,b].

Legyen € > 0 tetsz6leges. Mivel ¢, <43 f, ezért az /(b — a) > 0 szamhoz
IN, hogy Vn > N és Vz € [a, b] esetén

|¢n(2) — f(2)] <

€
b—a

Legyen n > N tetszdleges. Ekkor

/ab%—/abf‘= /ab(aﬁn—f) S/ab|¢n—f|</abbfa=bfa~(b—a)=g_

Az alahtzottak szerint lim f; On = f; f.
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10.10. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, ¢, : I — R (n € N). Tegyiik
fel, hogy van olyan xg € I, hogy (¢n(x0)) konvergens. Tegyiik fel, hogy ¢,
folytonosan differencidlhaté az I intervallumon (¢, € C1(I), n € N) és
@l =1 g. Ekkor a (¢n) fligguénysorozat konvergdl az I intervallumon egy
f I = R figguényhez, és f € D(I), sét f'(x) = g(x) = lim ¢, () minden
x € I esetén.

Bizonyitds. A Newton—Leibniz-tétel miatt barmely n € N és x € I esetén
x
ula) = 6ala) = [ 01
o

Mivel ¢/, egyenletesen konvergal a g fiiggvényhez az [z, x] intervallumon,

azért
x

x
lim/gbil = /g,
zo

Zo

de ezzel egylitt létezik a
lm(én (z) = dn(0)) = lim ¢ () — lim ¢y, (z0)
hatéarérték is. Legyen f(x) = lim ¢, (x). Tehat

xT

ﬂm—f@w:/Q (z € I, # o).

Zo

A g folytonos fiiggvény, hiszen a folytonos ¢/, fiiggvényekbdl 4ll6 egyenletesen
konvergens fiiggvénysorozat hatarfiiggvénye. Igy g integralfiiggvénye differen-
cialhato, azaz f differencialhato, és f/'(z) = g(z) = lim ¢}, (z) minden z € I
esetén.

10.3.2. Fiiggvénysorok

10.11. Tétel (Weierstrass majorans kritérium). Legyen (¢, ) figguénysorozat
és (an) C RT szdmsorozat, melyekre

|pn(z)] <a, (neN, ze€ H)
és Y a, konvergens. Ekkor Y ¢, egyenletesen konvergens a H halmazon.

Bizonyitds. Legyen e > 0 és x € H tetszbleges. Mivel > a,, konvergens, ezért
AN, hogy Vn,m > N, n > m esetén

|Pm+1 ()| + [Pmr2(@)| + . + ()| < @msr + ami2 + ... +an <e.
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Ez azt jelenti, hogy > |¢r(z)| konvergens, de akkor 3 ¢, (x) is konvergens.
Legyen f: H —» R, f(z) =", ¢n(x).
Legyen m > N és x € H tetsz6leges. Ekkor

‘f(ﬂT)—Z%(x) =1 ) @) < D @) < DY an<e,
k=1 k=m+1 k=m+1 k=m+1

hiszen VYn > m > N esetén
Am+1 tAmio+ ...t a, <€

igaz volt.
Az alahuzottak szerint > ¢ — g f.

10.3.3. Hatvanysorok, Taylor-sorok

A Cauchy—Hadamard-tételnek is csak azt az esetét igazoljuk, amelyben:

10.12. Tétel. Legyen (3/|cn|) korldtos, és limsup {/|c,| # 0. Legyen
R=——211 > 0. Ekk
limsup Y/|cn| or

e 1°Vx € R, |x| < R esetén a Y cpx™ abszolit konvergens,

e 2°Vx € R, |x| > R esetén a Y c,z™ divergens.

Bizonyitds. 1° Legyen r > 0 olyan, hogy |x| < r < R. Ekkor

1 1 1 .
el > > = lim sup {/|cy|.

Legfeljebb véges sok olyan tagja van a sorozatnak, amely a sorozat limesz
szuperiorjanal nagyobb szamnéal nagyobb, ezért 3N, hogy Vn > N esetén

1
\n/ |Cn| < ;

Szorozzuk ezt az egyenlséget |x|-kel, és emeljiik n-edik hatvanyra. Ekkor

n
X
I%MMW<(|0-
™

Mivel |Ti| =:q < 1 és pozitiv, ezért

[e.9]

o0
Z ‘Cn||$‘n< Z qn-

n=N+1 n=N+1
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Ez mar elég a Y |c,a™| sor konvergenciajahoz.
2° Most legyen p > 0 olyan, hogy

|z| >p > R.

Ekkor 11
- < B= limsup {/|cn|.

p

A sorozat limesz szuperiorjanal kisebb szamnal nagyobb tagja a sorozatnak
végtelen sok van, ezért végtelen sok olyan n € N van, amelyre

1
;) < \n/ ‘Cn‘.

Az |z|-kel beszorozva és n-edik hatvanyra emelve azt kapjuk, hogy végtelen

sok n-re "
ll n
1< < |en]lx]™.
p

Ha egy Osszeadando sorozat végtelen sok tagja nagyobb 1-nél, akkor az a
sorozat nem tarthat 0-hoz, igy > ¢,2™ nem lehet konvergens.

10.13. Tétel. Legyen f: R — R, f € C®(K(a))(az [ figgvény akdrhdny-
szor differencidlhatd az a pont valamely kornyezetében) és AL > 0, A > 0,
hogy Vx € K(a) esetén |f)(z)| < LA™. Ekkor Va € K(a) esetén

f?(a) f"(a)

2! n!

f(x) = fla) + f'(a) (& —a)+ (z—a)’+...+

azaz

(x—a)"+...,

v f(a) n
n=0
Bizonyitds. A Taylor-formula szerint Vo € K (a) esetén minden n € N mellett
Jen41 az a és x kozott olyan, hogy a végtelen sor n-edik részletosszegének az
f(x)-t6l valo eltérése

/M (a) O )] LA
If(:c)—g:; g @@= gy e ™ < el —al ™

Mivel % — 0, ezért im Y f(k;!(a) (x —a)k = f(x).



11. fejezet

Tobbvaltozés fliggvények

Szamos jelenség leirasahoz kevésnek bizonyul a valés-valos fiiggvény. Ezért
altalanositjuk a mar megismert fogalmainkat is. Az alabbi témakoroket téar-
gyaljuk:

Miiveletek vektorokkal és métrixokkal

Tobbvaltozos fliggvény fogalma és szemléltetése
Vektorsorozat hatarértéke

Tobbvaltozos fliggvény hatarértéke és folytonossaga
Metrikus tér

Sorozat konvergenciaja metrikus térben

Cauchy sorozat, teljes metrikus tér

Nyilt, zart, kompakt halmaz fogalma metrikus térben
Folytonos fliggvények tulajdonsagai metrikus térben

Kontrakcié fogalma, fixponttétel

11.1. Tobbvaltozoés fiiggvények

11.1.1. Az n-dimenzios tér

A Lineéaris Algebra tanulméanyozasa soran megismerkedtiink az R™ vektortér-
rel. Ha az € R" egy vektor, akkor az = (x1,29,...,2,), ahol z; € R a

163
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vektor i-edik koordinataja. Az x vektor norméaja (hossza)

lz|| == /22 + 22 +...+ 22 € R.
A vektorok norméjara igaz, hogy
1° |z|| >0, és ||lz]| =0 z=0€R"
22 X e R [Az] = [All|]l
3% [l +yll < ll=ll + [lyll-

Legyen ¢; := (0,...,19,...0) € R" az i-edik egységvektor (|le;|| = 1), i =
=1,2,...,n. Ekkor z = z1e1 + z2es + ... + xp€,.
Az a,b € R™ vektorok skalaris szorzatan az

(a,by :=a1by + agba + ...+ apb, € R
szamot értjik. A skalaris szorzat tulajdonsagai:
1° {(a,b) = (b, a)
2° {a+b,c) = {a,c) + (b, c)
3° ha A € R, (Aa,b) = (a, Ab) = A{a, b)
42 (a,a) = [la* > 0
5° [{a,b)| < |la]| - ||b]] (Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlStlenség)

Az a és b vektor ortogonalis (merdleges), ha (a,b) = 0.

Megismerkedtiink a matrixokkal is. Ha A egy m sorbdl és n oszlopbdl allo
matrix, akkor A € R™*", amelynek i-edik soranak j-edik eleme a;;.

Legyen A, B € R™*" és A € R. Ekkor C := A+ B € R™*", ahol ¢;; = a;; +
+ bij, és D := \A € R™*" ahol dij = )\aij.

Ha A € R™*™ és B € R™P akkor az § := A- B € R™*P ahol s;; =
=2k @irDrj-

Allapodjunk meg abban, hogy az R™ vektorteret azonositjuk az R"*! oszlop-
métrixok terével, aminek legyen az a kovetkezménye, hogy az x € R”, = =

= (z1,22,...,2y) vektort azonositjuk az
T
T2

x = e R™*!

Tn
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oszlopmatrixszal. (Jelolésben sem tesziink kiilonbséget kozottiik, s6t vektort
mondunk, de oszlopmatrixot irunk.) Példaul, ha a,b € R", akkor skalaris
szorzatuk felfoghat6 a kovetkezd alakanak is:

by
ba
(a,by = a1by + azba + ...+ apnby, =[ag az ... ay] . ,
bn,
azaz egy R1*"-beli sorméatrix és egy R™*!-beli oszlopmatrix szorzataként.

11.1.2. Tobbvaltozés fiiggvények

Legyen f : R" D>— RF n valtozos, k dimenziés vektor értékid fiiggvény.
Ha x € D(f) és * = (w1,22,...,2,) vektor, akkor f(x) € R* és f(z) =
= (f1(z), fa(z), ..., fx(x)), ahol f; : R® — R az i-edik koordinata-fiiggvény
(i=1,2,...,k). Az ilyen f fiiggvényt

S
f2
i=1"
Ik
alakban is megadhatjuk.
Példaul legyen
sin(x122)
f : R2 — R37 f(a?l,xz) = 1+ o
T2
Itt f1 : R2 — R, fi(z1,22) := sin(z122) az elsé koordinata-fiiggvény,

fo RZ — R, fz(l‘l,xg) = 11 + T2 6s f3 : R? — R, fg(l‘l,l‘g) = Iy a
masodik illetve a harmadik koordinata-fiiggvény.
Nézziink néhény specialis esetet.

1°n=1, k=1, f:R— R az eddig targyalt valos-valos fiiggvény.

2°n>1, k=1, f:R" — R n valtozos, valés vagy skalar értéki
fliggvény. Szemléltetése n = 2 esetén. Az (x1,x2) € D(f) pontba allitott
mer6legesre felmeérjik az f(x1,22) € R szamot. Az igy kapott pontok
egy feliiletet alkotnak abra). Masfajta szemléltetés n = 2 esetén.
Legyen c € R és

Ne = {(z1,22) € D(f) | f(21,22) = c}.
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f(xl,xz)

(%)

11.1. 4bra

Az N, az f fliggvény c-hez tartozo szintvonala. Néhiny ¢; < ¢y <
< ... < ¢, szamhoz tartozo szintvonal abrazolasa tartalmas képet ad
az f fiiggvényrsl. A térképészetben szintvonalas térképnek nevezik ezt

(T1.2] abra).

3°n:=1, k> 1, r: R — RF valos valtozos, k dimenzios vektor értékii
fliggvény.

Szemléltetése k = 3 esetén. Legyen D(r) := [a, ]. At € [o, f] pa-
raméterértékhez hozzarendeljiik az R? egy r(t) := (x(t),y(t), 2(t)) ko-
ordinatakkal megadott pontjat. Az igy kapott pontok egy térgorbét
alkotnak abra). (A térgorbe az r fliggvény értékkészlete!)

Példaul
2cost
r:[0,6m] — R3, r(t) ;= | 2sint
0.5t

egy harommenetes csavarvonal lesz, amely 37 magassagig jut és egy 2
sugart hengerre tekeredik fel (11.4] abra).

4°n > 1, k> 1, f:R" »— R vektorvaltozos vektorértékii (réviden
vektor-vektor) fiiggvény.

Amikor a légtér minden pontjahoz hozzarendeljiik a pontbeli szélsebes-
séget (vektort!), akkor egy

v:R3H— R3
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50

11.2. 4bra

r(t)

N

11.3. abra
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11.4. dbra

sebességfliggvényrsl (néha sebességtérnek is nevezik) beszéliink. Ami-
kor egy tomeg (példaul egy csillag) gravitacios terérdl beszéliink, akkor
az R3 minden pontjahoz hozzarendeljiik az abban a pontban érvényes
gravitacios erst (vektort), igy egy g : R? — R3 fiiggvény irja le a tomeg
(csillag) gravitacios terét.

11.1.3. Hatarérték és folytonossag

Nézziik, hogy milyen tulajdonsigok altalanosithatok ilyen fiiggvényekre.
Legyen a := (a1, az,...,an) : N = R™ vektorsorozat. Az (a,) vektorsorozat
konvergens, ha valamilyen ponthoz tetszélegesen kozel keriil, pontosabban

11.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (a,) vektorsorozat konvergens,
ha van olyan A € R™, A = (A, Ao, ..., A,,) vektor, hogy barmely ¢ > 0
hibakorlathoz van olyan N kiiszébindex, hogy minden n > N esetén

llan — All < e.

Ekkor is lima, = A vagy a,, — A lesz ennek a jele. Kénnyen lathato, hogy
€
vm’

ezért egy vektorsorozat konvergens akkor és csak akkor, ha mindegyik koordi-

néta-sorozat (szdmsorozat) konvergens. Példaul az ((L, +41)) vektorsorozat

lan — Al < e & |aim, — Ai] < i=12,...,m,
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konvergens, mert - — 0, 2 — 1, fgy lim(;, 725) = (0,1). Az ((5,(=1)"))
vektorsorozat nem konvergens (divergens), mert ((—1)™) nem konvergens.
Legyen f : R™ — R* és a € D(f). Az f fiiggvényt folytonosnak nevezziik
az a pontban, ha a-hoz kozeli pontokban a fliggvényértékek kozel vannak
f(a)-hoz, pontosabban

11.2. Definici6é. Azt mondjuk, hogy f folytonos az a pontban, ha minden
€ > 0 hibakorlathoz van olyan 6 > 0 ingadozési lehetGség, hogy minden
2 € D(f), |lz— al < & esetén [|f(x) — f(a)] < e.
Ezt is f € Cla] jeldlje.

Ko6nnyen lathato, hogy f = (f1, fa,- .., fx) esetén
€
va
igy f folytonos a-ban pontosan akkor, ha minden koordinata-fiiggvénye foly-

tonos az a-ban. Ervényes most is az

1f(z) = f(@)] <& |fi(x) - fila)] < i=12,... .k,

11.1. Tétel (atviteli elv). f:R"™ »— R a € D(f).
f € Cla] <= minden(x,) C D(f), x, — a sorozatra f(x,) — f(a).

Példaul
X1T9
f:R? 5 R3, flz,22) = x?
T2

folytonos az a := (1,3) pontban, mert tetszéleges (15, Z2,) — (1,3) sorozatra
Tip - Ton — 13, (w1,)% — 12 és 22, — 3, ezért f(T1n,72,) — f(1,3). Tehét
feC[(1.3)].

Néha sziikség lehet matrixértékii fiiggvényekre is. Ha f : R™ — R¥*P_ akkor
fij : R" = R az (i, j)-edik komponense. Az f legyen akkor folytonos az a €
€ D(f) pontban, ha minden f;; komponense folytonos az a-ban. (Elég, ha
meggondoljuk, hogy R¥*P azonosithato az R*P vektortérrel.)

Matrixértéki fiiggvény az

T1T2 er1

L2 2x2 .
f.R — R s f(l‘l,l‘g) = 0 €1 + 2o

Az f folytonos is minden (a1, az) € R? pontban.
Legyen a € R™ és r > 0. Az a pont r sugari kérnyezete legyen
K.(a) ={zeR" |||z —a| <r}.

Legyen H C R" és a € R". Az a pont torlodasi pontja a H halmaznak, ha
barmely K (a) kornyezetben végtelen sok H-beli pont van. Ezt a € H jeldlje.
Legyen f : R" »— RF és a € (D(f)).
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11.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek van hatarértéke az
a pontban, ha van olyan A € R* hogy barmely ¢ > 0 hibakorlathoz van
olyan ¢ > 0, hogy minden = € D(f), ||l — a|| < 4,  # a esetén

1f(z) — Al <e.

Ezt lim, f = A vagy lim,_,, f(z) = A vagy ha © — a, akkor f(z) — A
jelolje.

Kénnyen lathato, hogy az f : R" — RF fiiggvénynek az a € (D(f)) pont-
ban pontosan akkor van hatéarértéke, ha minden f; : R™ — R koordinata-
fliggvényének van hatarértéke az a-ban.

Most is érvényes az

11.2. Tétel (atviteli elv). lim, f = A <= minden (z,) C D(f),
Tn = a, T, # a esetén f(x,) = A.

11.2. Feladatok

1. Igazoljuk a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlStlenséget: minden
a,beR" a=(ar,a9,...,a,) és b= (by,ba,..., b,) vektorra

(@, )| < [lall - o],

vagy

la1by + agbs + ... + apby| < \/af—l—a%—l—...—l—a%\/bf—i—b%—&—...—i—b%.
Megoldds :

1° Ha b = (0,0, ...,0) vektor, akkor nyilvan igaz.
2° Ha b # 0, akkor barmely A € R esetén

0 < {a+ Ab,a+ A\b) = (a,a) + 2(a, b)) + (b, D)N\? =
= [[BIA% + 2{a, b)A + [lal|*.

A ||b]] # 0 miatt ez egy olyan masodfokd polinom, amely minden
A € R esetén nemnegativ értéki. Ezért a diszkriminansa D < 0.

Igy
4(a,b)* — 4||b]]?[|a]* < O
(a,b)* < [la]*[|b]|?
[(a,b)] < llall - [|b]-
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2. Gondoljuk végig, hogy az f : R2 — R, f(x1,22) := 22+22 szemléltetése
egy forgasfeliilet. Hogyan nézhet ki a g : R? — R, g(z1,22) := 27 +
+ 2% — 211 + 4wy + 1 feliilet ?
3. Legyen F : R3\{0} — R3, F(r) := _%, ahol r = (z1,2z9,23), M > 0.
Adjuk meg az F =: (P, @, R) koordinata-fiiggvényeit !
4. Legyen
Ty
g:R2 =R’ glx,y):= | z+y |,
r—y
R =R, flu,v,w):=uv+w’
Irja fel az f o g fiiggvényt!
5. Legyen
2 hax?4+y2#0
‘RS R = 2y
f — K, f(xay) { O, hax2+y2=O
Van-e hatarértéke a (0,0) € R? pontban az f fiiggvénynek ?
Megoldds : Legyen el6szdr (2, yn) = (£,0) (n € N). (zn,yn) — (0,0),
de (25, yn) # (0,0).
F (@ yn) 20 o
TnyYn) = = .
Y L +0
Ha viszont (z,,y,) := (%, %) (n € N), akkor ugyan (z,,y,) — (0,0);
(x'nmyn) 7& (070)7 de
11
S
ny =gt = - = -
f(@nsyn) # T # 2 2
Mivel két megfelels, (0,0)-hoz tarté sorozaton kiilonbozé a fiiggvényér-
tékek sorozatdnak hatarértéke, ezért a fiiggvénynek nincs hatarértéke
(0,0)-ban.
6. Legyen

PR SR, f(ey) = | Fm ha ey A0
’ ’ e 0, ha 22 +9%2 =0

Mutassa meg, hogy f € C[(0,0)].
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11.3. Tobbvaltozos fiiggvények

11.3.1. Metrikus tér

Legyen M # () és p: M x M — R olyan fiiggvény, amelyre
12 p(x,y) >0, és p(z,y) =0z =1y,
2° p(x,y) = p(y, ),
3° p(z,y) < p(x, 2) + p(z,y) (hdromszog-egyenlGtlenség).

Az ilyen tulajdonsagu p fiiggvényt M-beli metrikanak nevezziik, és az (M, p)
legyen a metrikus tér.

Példak
1. (R, |z — y|) metrikus tér.
2. M # () tetszSleges halmaz és

Lhaz #y

d: M x M —R, d($7y)::{ 0,haz =y

(M,d) egy diszkrét metrikus tér.

3. a) (Rzape), ahol ha r = (x17x2)7 Yy = (ylayQ)a akkor

pe(z,y) ==/ (x1 — y1)2 + (2 — y2)2 = ||z — y|| (euklideszi metrika)
b) (R2, p,,), ahol

pm(T,y) == |z1 — 1| + |22 — 2|  (Minkowski — metrika)
c) (R?, p.), ahol

pe(x,y) = max{|z1 — y1|, |2 — yo2|} (Csebisev — metrika)
d) (R?, p,), ahol p > 1 és

pp(.y) = (f2n = P + |2 — o)

Lathato, hogy p2 = pe; p1 = pm, és belathatd, hogy

Poo = Pec-

4. a) (Cla, b, pe), ahol pe(f, ) := max{|f(z) — g(z)| | = € [a, B]}
b) (Cla,b], pi), ahol pi(f.g) = [, |f — gl
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Széamos tovabbi példa létezik metrikus térre.
Legyen (M, p) metrikus tér, és (x,) : N — M egy M-beli sorozat.

11.4. Definici6. Azt mondjuk, hogy az (z,) konvergens, ha Ja € M, hogy
Ve > 03N € NVn > N esetén p(zp,a) < €.

Jele: lim x,, = a vagy x,, — a.

Koénnyen lathato, hogy az (R, |z — y|) metrikus térben a valos konvergens
sorozatok lesznek konvergensek.

Az (M, d) diszkrét metrikus térben csak az olyan (z,,) sorozat lesz konvergens,
amelyhez N, hogy Vi > N esetén x; = zy.

A 3/a), b), ¢), d) metrikus terekben pontosan azok a konvergens (x,) C
C R? sorozatok, melyeknek az (71,) C R és (22,) C R koordindta-sorozatai
konvergensek.

A (Cla,b], pc) metrikus térben ha (f,) C Cla,b] egy konvergens sorozat,
akkor 3f € Cla,b] Ye >0 3N Vn > N

pe(fns ) = max{[fn(z) = f(z)] | 2 € [a,b]} <e,

ami ekvivalens azzal, hogy Vz € [a,b] esetén |f,(x) — f(x)| < e. Lathatjuk,
hogy ez éppen az (f,,) egyenletes konvergencidjat jelenti, és f,, <4 f-

11.5. Definici6. Legyen (M, p) metrikus tér, és (x,) C M egy M-beli soro-
zat. Azt mondjuk, hogy (z,) Cauchy-sorozat, ha Ve > 0 3N, hogy Vn,m >
> N esetén p(z,,Tm) < €.

11.3. Tétel. Ha (x,) C M konvergens, akkor (x,) Cauchy-sorozat.

Bizonyitds. Bizonyitasa sz6 szerint megegyezik a valds sorozatok Cauchy
konvergenciakritériuma bizonyitasanak els§ részével (természetesen |z — y|
helyett p(x,y) értends. . .).

Megforditva altalaban nem igaz az &llitas. Példaul a (Q, |x — y|) metrikus
térben az ((%1)") C Q egy Cauchy-sorozat, viszont az e € R\ Q irracionalis
szamhoz keriil tetszGlegesen kozel a sorozat, ezért nincs Q-beli hatarértéke,
igy nem konvergens.

11.6. Definici6é. Az (M, p) metrikus teret teljes metrikus térnek nevez-
ziik, ha V(z,) C M Cauchy-sorozat konvergens.

Az (R, |z —yl), az (R?, p,) minden p > 1 esetén teljes. A (Cla, b], max |f — g|)
is teljes, de (Cla, b, f; |f — g]) mar nem.

11.3.2. Nyilt és zart halmazok; kompakt halmaz

Legyen (M, p) metrikus tér, a € M és r > 0.
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11.7.

Definicié. Az a pont r sugaru kGrnyezete a

K.(a) :={x e M | p(z,a) < r}.

A K(a) halmaz az a pont egy kdrnyezete, ha 3r > 0, hogy

K(a) D K,(a).

Legyen H C M ésa € H.

11.8.

Definicié. Azt mondjuk, hogy a belsé pontja H-nak, ha 3K (a),

amelyre K(a) C H.

11.9.

Definicié. Legyen G C M. A G halmazt nyilt halmaznak nevezziik,

ha minden pontja bels§ pont.

11.10. Definicié. Legyen F' C M. Az F halmazt zart halmaznak nevezziik,
ha a komplementere F' := M \ F' nyilt halmaz.

11.4.

Tétel.
1° M és () nyidlt halmaz.

2° Ha G, (v € T') nyilt halmazok (G, C M, ~ € T'), akkor UyerG, is
nyilt halmaz.

3° Ha G1,Gs,...,G, véges sok nyilt halmaz (G; C M, i =1,...,n),
akkor NI, G; is nyilt halmaz.

Bizonyitds.

11.5.

1° Nyilvanvaléan igaz.

2° Legyen a € U,erG, tetszéleges. Ekkor 3% € I', a € G4. Mivel
G5 nyilt, ezért 3K (a) C G4, de ekkor K(a) C G5 C UyerG, miatt
K(a) C UyerG,. Tehat a bels6 pontja a halmazok egyesitésének.

3° Legyen a € N}, G; tetszbleges. Ekkor Vi = 1,2,...,n esetén a € G;.
Mivel G; nyilt, ezért 3K,,(a) C G4, i =1,2,...,n.

Legyen r := min{ry,ro,...,m}, nyilvan r > 0. K,.(a) C G;, i =
= 12,...,n, igy K,(a) C NG, tehat a belsé pontja a halmazok
metszetének.

Tétel.

1° M és () zdrt halmaz.

2° Ha F, (y € T') zdrt halmazok (F, C M, ~ € T'), akkor NyerF, is
zdrt halmaz.
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3° Ha Fy,Fs, ..., F, véges sok zdrt halmaz (F; C M, i = 1,...,n),
akkor U7_, F; is zdrt halmaz.

Bizonyitds.
1° M komplementere @), ami nyilt. ) komplementere M, ami nyilt.

2° A De Morgan-azonossag szerint NyerFy = U,yEpE. Minden E nyilt,
az egyesitésiik is nyilt, igy N,erFy zart.

3° UL Fy = N2, F;. Fy nyilt, i = 1,2,..., n, és véges sok nyilt metszete
is nyilt, igy U7, F; zart.

Legyen K C M.

11.11. Definicié. A K halmazt kompaktnak nevezziik, ha barmilyen G, (y €
€ I') nyilt halmazok esetén, amelyre K C UycrG, [Gy (7 € T') a K halmaz
,nyilt feddrendszere”], van olyan v1,72,...,7, € I', hogy K C Uj,G,, [van
,véges fedérendszere” is a K halmaznak].

Az (R,|z — y|) metrikus térben az [a,b] zart intervallum, vagy az [aq,b1],
[ag, b2, .., [ak,bg] zart intervallumok egyesitése kompakt. (Analizis kény-
vekben Borel-tétel néven megtalalhato, hogy barmely I, C R (y € T') nyilt
intervallumrendszerbdl, amelyre [a, b] C U,erl,, kivalaszthato véges sok: I, ,
I, ..I,  amelyre [a,b] C U_,L,,.) A kompakt halmaz a véges sok pontbdl
4ll6 halmaz altalanositéasa.

R™-ben egy H C R™ halmaz korlatos, ha 3R > 0, hogy Vo € H esetén
Jall < R

Igazolhato, hogy a p(z,y) := ||z — y|| metrikaval ellatott R"-ben K C R™
kompakt pontosan akkor, ha K korlatos és zart.

11.3.3. Folytonos fiiggvények

Legyen (M, p1) és (Ma, p2) metrikus tér, és legyen f : My — Mo.

11.12. Definicié. Az f fiiggvény az a € D(f) pontban folytonos, ha Ve > 0
36 > 0 Vo € D(f), amelyre pi(x,a) < 9, teljesiil, hogy p2(f(z), f(a)) < e.
Jele: f € Clal.

Legyen A C D(f) C M.

11.13. Definicié. Azt mondjuk, hogy f folytonos az A halmazon, ha
Va € A esetén f € Cla]. Jele: f € C(A). Ha A = D(f), akkor f € C.

11.6. Tétel. Legyen (M1, p1), (Ma, pa) metrikus tér, f : My — My. [ €
€ C < VG C My nyilt halmaz esetén az f~Y(G) dskép is nyilt.
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Bizonyitds.

(=) Legyen G C M; nyilt és a € f~1(G) tetszéleges. (Ha f~1(Q) iires
halmaz, akkor nyilt.) Ekkor f(a) € G, és mivel G nyilt, ezért 3K (f(a)) C M,
kérnyezet, amelyre K(f(a)) C G. Mivel f € Cla], ezért ehhez a K(f(a))
kérnyezethez is 3K (a) C M; kornyezete az a-nak, hogy Vo € K(a) esetén
f(z) € K(f(a)), azaz f(K(a)) C K(f(a)). Igy f(K(a)) C G is. Ebbél

K(a) € f7H(f(K(a)) € f7HG),

tehat a belss pontja f~1(G) 6sképnek, ezért f~1(G) nyilt.

(<) Legyen a € M; tetszbleges. Belatjuk, hogy f € Clal.

Legyen K(f(a)) C M tetsz6leges. Ez a kornyezet egy nyilt halmaz, ezért az
6skép f~1(K(f(a))) C M; nyilt. Nyilvan a € f~1(K(f(a))), ezért 3K (a),
amelyre K (a) C f~1(K(f(a))). Ekkor Vz € K(a) esetén f(z) € K(f(a)),
ami éppen azt jelenti, hogy f € Clal.

A folytonos fiiggvényeket és kompakt halmazokat kapcsolja dssze a

11.7. Tétel (Weierstrass-tétel). Legyen f : My — My folytonos figgvény és
K C My kompakt halmaz. Ekkor f(K) C My is kompakt.

Bizonyitds. Legyen G, (v € I') az f(K) egy tetsz6leges, nyilt halmazokbol
allo fedsrendszere, f(K) C UyerGy. Mivel K C f71(f(K)), ezért K C f~1(U
UyerGy) = Userf HG,). Az f € C, igy f~Y(G,) C M; nyilt (y € I).
Tehat f~1(G,) (v € T) a K nyilt fedérendszere. Mivel K kompakt, ezért
1,725+ €T, hogy K C U, f~1(G,,). Ekkor viszont

FIE) € f(UE f7H(GR)) = Uy f(FTH(Gy)) € UL Gy,

Megtalaltuk a G, (v € I') fed6rendszernek azt a véges részhalmazat, amely
az f(K) véges fed6rendszere, tehat f(K) kompakt.

Ennek a tételnek a kovetkezménye, hogy ha (M, p) metrikus tér és f : M — R
folytonos, akkor minden K C M kompakt esetén az f), fiiggvénynek van
maximuma és minimuma.

11.3.4. Fixponttétel

Legyen A # () halmaz és f : A — A fliggvény. Az olyan a € A pontot, amelyre
f(a) = a, az f figgvény fixpontjanak nevezziik. Legyen (M, p) metrikus tér
és f: M — M leképezés.

11.14. Definicié. Azt mondjuk, hogy f kontrakcié (6sszehtzo leképezés),
ha 3¢ € [0,1), hogy Vz,y € M esetén p(f(z), f(y)) < ap(, ).
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Konnyen lathato, hogy ha f : M — M kontrakcid, akkor folytonos. Ugyanis
legyen a € M és ¢ > 0 tetszleges, valamint legyen § = ¢/q > 0. Ekkor
minden z € Kj(a) esetén p(f(x), f(a)) < gp(z,a) < ge/q = «.

11.8. Tétel (Banach—Cacciopoli-Tyihonov fixponttétel). Legyen (M, p) tel-
jes metrikus tér. Legyen f : M — M kontrakcio. Ekkor egyértelmien létezik
olyan x* € M, amelyre f(z*) = x*, azaz pontosan egy fixpontja van az f
leképezésnek.

Bizonyitds. Legyen xg € M tetsz6leges. Tekintsiik az x1 := f(xo), x2:=f(21),
oy Tpt1 = f(zn),... sorozatot. Megmutatjuk, hogy (z,) € M Cauchy-
sorozat.

1° ¥Vn € N esetén
P(l’m—l’ -rn) = P(f(ﬂfn); f(xn—l)) S QP(Z‘n, xn—l) =
ap(f(xn-1), [(Tn—2)) << @p(®n_1,Tn-2) < ... < ¢"p(z1,20).

2° Legyen Vn,m € N, n > m. Ekkor a haromszog-egyenl6tlenség ismé-
telt alkalmazaséaval, illetve az 1° részben igazoltak szerint

P(l‘n, me) < p(afm xn—l) +P($n—1, 33n—2) +.. ~+P($m+17 xm) <

< ¢ p(ar, o) + 4" Pp(wr, o) + -+ g plan, xo) =
=q"pz, m)1+q+ ¢ +... +¢" " <
1
I—gq

< qmp(xl,:co)

3° A ¢ €[0,1) miatt ¢"™ — 0, ezért Ve > 0 IN Vn > N esetén

<E€.

m 1
q" p(z1, o) 1

Legyen n,m > N, n > m tetsz6leges. Ekkor

p(xp, xm) < ¢"p(x1, 20) <e,

1—

tehat (z,,) Cauchy-sorozat. Az (M, p) teljessége miatt (z,) konvergens.
Legyen z* := lim x,,. Megmutatjuk, hogy * € M a leképezés fixpontja.
A folytonos fliggvényekre vonatkozo atviteli elv szerint

z* =lima, =lim f(z,-1) = flimz,_1) = f(z*).
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Az z* egyértelmiiségéhez tegyiik fel, hogy y € M is olyan, hogy f(y) =
= y. Ekkor
p(z*y) = p(f(z%), f(y)) < ap(a”,y),
amib6l
0<pla",y) (g—1)
kovetkezik. A p(a*,y) > 0, ¢ — 1 < 0, ezért szorzatuk csak ugy le-

het nemnegativ, ha p(z*,y) = 0, amelynek a metrika 1° tulajdonsaga
szerint x* = y a kovetkezménye. Tehat egyetlen fixpont van csak.



12. fejezet

Tobbvaltozo6s fuggvény
differencialhatosaga

Megismerkediink a parcialis derivalttal, a fiiggvény differencidlhatosagaval,
az iranymenti derivalttal. SzélsGérték-szamitas eszkoze is lesz a derivalt. Az
alabbi témakoroket targyaljuk:

Parcialis derivalt

Tobbvaltozos fiiggvény derivaltja, derivalt méatrix
Parciélis derivaltak és a derivalt matrix kapcsolata
Feliilet érint6sikja

Térgorbe érintGje

Szélséérték fogalma és sziikséges feltétele

Young tétele

Masodik derivalt, Taylor-formula

Szélssérték elégséges feltétele

12.1. Tobbvaltozoés derivalas

12.1.1. Parcialis derivalt

Legyen f : R? >— R fiiggvény. Tekintsiik az értelmezési tartomany egy a =
= (x,y) € intD(f) bels6 pontjat. Fektessiink az a ponton 4t az x tengellyel

179
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12.1. dbra

parhuzamos egyenest, ennek egy pontja

(x+ty), teR
lesz, majd vegylik a fiiggvény értékeit ezekben a pontokban: f(z+t,y). Ekkor
egy ¢ : R D= R, ¢(t) := f(xz + t,y) valos-valos fliggvényt értelmeztiink, a
képe egy, a feliileten futo gorbe (12.1] abra).
12.1. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az f fliggvény az (z,y) pontban az
elsd valtozo6 szerint parcialisan differencialhato, ha ¢ differencialhato
a t = 0 pontban.

Ha ¢ € DJ0], akkor az f els§ valtozo szerinti parcialis derivaltja az (z,y)
pontban legyen a ¢'(0), azaz

alf(xvy) = ¢/(0)
Emlékezve a valos-valos fiiggvény differencialhatosagara

mf(37+t,y)—f(-’13,y)

=1
t—0 t

alf('/I:a y)

lesz ez a parcialis derivalt.

Lathato, hogy az els6 véltozd szerinti parcidlis derivalhatosag csak a feliile-
ti gorbe simasagat jelenti a ¢ = 0 pontban, és a 0 f(x,y) ennek a feliileti
gorbének a meredekségét adja. Az is leolvashato, hogy

flatty) - f(z
t

Y) o O1f(x,y), hat~0,



12.1. TOBBVALTOZOS DERIVALAS 181

ami ugy is olvashatd, hogy csupén az elsG tengely iranyaba kimozdulva az
(z,y) pontbol

flx+t,y) =~ f(z,y) + 01f(z,y) - t, hat = 0.

Az el6z6eknek megfelelGen, ha az (z,y) ponton at az y tengellyel parhuzamos
egyenest vesziink fel, akkor is kapunk egy ¢ : R D= R, ¢(¢t) := f(x, y+t) fe-
lilleti gorbét. Ha ¢ € D|0], akkor az f a masodik véltozoja szerint parcialisan
differencialhato az (z,y) pontban, és

O2f (x,y) :=1'(0) = lim

t—0

t

lesz az f maéasodik valtozo szerinti parcilis derivaltja az (z,y) pontban. Az
el6z6ekhez hasonlo a 0o f(z,y) jelentése is.

Gyakran hasznaljak meég 0y f(x,y) helyett a %(m, Y), fi(z,y) és a Dy f(z,y)
jeloléseket is. Ennek megfelelGek a 0 f(x, y) helyett hasznalt jelolések is.
Megfigyelhetd, hogy az f els valtozo szerinti parcialis derivalhatosaganél a
mésodik koordinata, az y nem véaltozik, allandé marad. Ez indokolja, hogy
ha egy tetsz6leges (x,y) pontban akarjuk példaul az

flay) =2y +20+y ((z,y) € R?)

fiiggvény elss valtozo szerinti parcialis derivaltjat kiszamitani az (x,y) pont-
ban, akkor a derivalas soran az y konstansnak szamit, tehat

o f(z,y) =2xy> +2+0 ((x,y) € R?).

Ugyanigy a masodik valtozo6 szerinti parcialis derivalas soran x szamit kons-
tansnak, tehat
daf(x,y) =2"3y" +1 ((x,y) €R).

Sajnos az f akadr mindkét valtozo szerinti parcialis differencialhatésagabol
még a fliggvény folytonossaga sem kovetkezik az adott pontban. Példaul az

2 _J 1, hazy=0

fiiggvényre 01 f(0,0) = 0 és 92£(0,0) =0, de f ¢ C[(0,0)].

12.1.2. Derivaltmatrix

Most foglalkozzunk a differencidlhatosag fogalmanak olyan kialakitésaval,
amely valodi altalanositasa a valos-valos fliggvény differencidlhatésédganak.
Legyen f : R?2 D= R, (z,y) € intD(f).
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12.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy f differencialhaté az (z,y) pontban,
ha van olyan A;, Ay € R és olyan a : R? » R fiiggvény, hogy minden olyan
h = (h1, he) € R? vektorra, amelyre (x + hy,y + he) € D(f), teljesiil, hogy

f(x+h1,y+ho) — f(z,y) = Arhy + Ashy + a(hy, ho)

és
tim 2 _ g,
h—0 ||A|
A limh_m% = 0 az «(h) maradéktag ,kicsiségére” utal. Nyilvan

limp_,0 a(h) = 0 is igaz, de ha a(h) értékeit elosztjuk a ||h|| =~ 0 kicsi szam-
mal, akkor ezzel ,felnagyitjuk” az a(h) értékeit, igy ha még ez a hanyados is
0-hoz tart, akkor a(h) igazan ,kicsi”.

Amikor a h := (hy,0) alaka, akkor atrendezés és hatarértékképzés utan

i L@ = F@y) (g B0y
h0 h1 h1—0 |7 ]

amely azt jelenti, hogy ha f differencialhato az (z,y) pontban, akkor A; csak
O1f(x,y) lehet.

A h := (0, hg) alakt vektorokra pedig az adodna, hogy As csak 0o f(x,y)
lehet.

Igy ha f differencialhato az (z,y) pontban, akkor a fiiggvény f(z+hy, y+he)—
— f(z,y) megvaltozasa jol kozelithets a

O1f(z,y)h1 + O f (x, y)h2

Jlinearis fiiggvénnyel”, s6t az elkévetett hiba, az a(h1, he) elhanyagolhatoan
kicsi: még a felnagyitott OIL\(T}\LI) hanyados is 0-hoz kozeli, ha ||h|| kicsi.
Matrixokat hasznalva az f differencialhatosaga azt jelenti, hogy van olyan
a : R? — R fiiggvény, hogy

P+ ha,y+ha) — f(z,y) = [00f(2,y) Oaf (. y)] [ Z; } +alhy, hs)
és (h)
. [0
TN

Az f fuggvény differencialhatosagat az (x,y) € intD(f) pontban jeldlje
f € D[(x,y)], és az f derivaltja ebben a pontban

f'(a,y) = [01f(w,y) Oaf (w,y)] € RV
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Ha f € D](x,y)], akkor f € C[(x,y)] is, mert

hl,lllzglﬂof(x +hi,y+he) - fz,y) =

= lim 01 f(w,y)h1 + Oaf (x,y)h2 + alhy, hy) = 0.
hl,hzﬁo

A matematika alkalmazésai soran gyakran hasznaljak a hy =: Ax, he =: Ay

jelolést; a fliggvény megvéltozasat

Af = f($+h17y+h2)—f(l',y)

jeloli. Ekkor a
of of
Af ~—A —A
/ oz~ + Jy Y
arra utal, hogy a fliggvény Af megviltozasat jol kozeliti a parcialis deri-
valtakkal készitett linearis fliggvény. Ennek még van egy alig magyarazhato,
wégtelen kicsi mennyiségeket” hasznald valtozata is:

_0f 4,91
Af = Gpde+ 5 dy.

A df az ,f figgvény differencialja” nevet viseli.
A kétvaltozos fliiggvényre kialakitott fogalmakat minden nehézség nélkiil al-

talanosithatjuk a sokvaltozos fliggvényekre is.
Legyen f:R"” D= R, © = (z1,22,...,Ti,...,2Ty) € intD(f).

flzi, o, ..ozt . ) — f(@1, 20,00 Xy ooy T)
t—0 t

az f i-edik valtozo szerinti parcialis derivaltja.
Az f : R™ D= R fliggvényt az = € intD(f) pontban differencialhatonak
nevezziik, ha létezik olyan

A:=[A1 Ay ... A)] € R "™ s létezik olyan o : R > R

fliggvény, hogy minden h € R™ vektorra

f(@+h) — f(z) = Ah +a(h), abol Tim 2 _ ¢,

oo [l
Itt is igaz, hogy A; = 0;f(x), i =1,2,...,n. Ha f € D[z], akkor

f(@)=[01f(z) Oaf(x) ... Onf(z)].
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Végiil legyen f : R™ > R¥, x € intD(f). Az f fiiggvény differencialhato az
x pontban, ha létezik olyan A € RFX", és van olyan o : R® >— R* fiiggvény,
hogy minden h € R" esetén

f(x+h) — f(x) = Ah + a(h), ahol flLiE%JO|Z|(hh|)0'

Most Aij = ajf1($)7 és igy

Oifi(z) Oofi(z) ... Onfi(w)

O fa(z) Oofo(x) ... Onfa(x) o
. € R¥™

(@) =

Oufilx) Dofi(x) .. Bufulx)

az f derivaltja az x pontban, ezt Jacobi-matrixnak is nevezik.
Példaul

1. f(x,y,2) = xyz esetén f'(z,y,2) = [yz vz zy]

cost —sint
2. r(t):= | sint | esetén r/(t):= | cost
t 1
P(z,y, 2) 0P 0,P 0.P
3. F(I’yaz) = Q(x,y,z) esetén F/(I,y,Z) = azQ ayQ azQ
R(z,y,2) 0,R OyR O,R

12.1.3. Erint6
Feliilet érintdsikja

Legyen f : R?2 D= R, (x9,y0) € intD(f), és tegyiik fel, hogy f € D|[(z0,yo)]-
Ez azt jelenti, hogy

f(@,y) = f(zo,y0) = O1f (20, y0)(x — 20) + D2f (%0, Y0) (¥ — Yo),
ha (z,y) = (z0, y0), és ez a kozelités ,elég jo”. Legyen zo := f(x0,y0), akkor a
z 1= 01 f (20, y0)(x — o) + O2.f (%0, Y0) (¥ — ¥o) + 20
esetén f(x,y) =~ z, ha (x,y) = (xg, yo). Vegyiik észre, hogy ha
n = (01f(x0,Y0), 92f (20, y0), —1),
ro 1= (Zo, Y0, 20),

ri= (:E7 y’ Z)7
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akkor az (n,r —rg) = 0 egyenletd sikrol lattuk be, hogy ,elég jol” kozeliti az
f fiiggvénnyel leirt feliiletet.

Az (n,r — ro) = 0 egyenletd sikot az f felilet (zo,yo, f(zo0,y0)) ponthoz
tartozo érintdésikjanak nevezziik.

Térgorbe érintsje

Legyen 7 : R D R3, tq € intD(r), és tegyiik fel, hogy r € D[to].

Ha
x(t)
r(t)=| y®) |,
z()
akkor
z(t) — z(to) @ (to)
r(t) —r(to) = | y(t) —ylto) | =7(to) (t—to) = | 9(to) | (t—to),
z(t) — =(to) £(to)

(to) x(to)
v:= | y(to) iranyvektora és rg :== | y(to) ponton atmend
£(to) z(to)
T
egyenes r := | y | futépontjara
z

xTr = I(to) + I(to) . (t — to)
y =y(to) +y(to) - (t —to)
z = Z(to) + Z(to) . (t — to)

és ez az egyenes kozel halad a gorbéhez, azaz r(t) =~ r, ha t & tg.

Az r =1y + v(t — o) egyenest az r térgorbe to paraméterértékhez tartozo
érintSegyenesének nevezzik, amelynek iranyvektora az 7(tg) érintévek-
tor.

(Hagyomanyosan térgorbék esetén a derivaltat nem vesszd, hanem pont jelo-
1i.)

12.1.4. Szélséérték
Legyen f : R?2 D= R, a = (a1, as) € D(f).
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12.3. Definici6. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek lokalis minimuma
van az a pontban, ha van olyan K(a) kérnyezete az a pontnak, hogy minden
x = (x1,22) € K(a) N D(f) esetén

f(@1,22) = flar,a2) vagy f(z) = f(a).
Hasonl6 a lokalis maximum fogalma is.

12.1. Tétel (Lokalis szélsGérték sziikséges feltétele). Legyen f : R? »—
R, a = (a1,a2) € intD(f) és f € Dla]. Ha f-nek a-ban lokdlis szélsGér-
téke (vagy minimuma vagy mazimuma) van, akkor f'(a) = 0.

[f/(a) =0+« 31f(a1, ag) =0 és 62f((11, ag) = 0]

Bizonyitasként elég arra gondolni, hogy ha f-nek az (a1, as) pontban lokalis
minimuma van, akkor a

9RO R, o) = f(t,az)

fliggvénynek a t = a; pontban lesz lokalis minimuma.

Mivel f € D[(a1,az3)], ezért ¢ € D[ay], ezért ¢’(a1) = 0, ami éppen azt jelenti,
hogy 01 f(a1,a2) = 0.

Ugyanez elmondhatoé a

YRR, () := f(ar,t)

fiiggvenyrdl is. Igy ' (az) = 0, ami dy f (a1, az) = 0.

Ezzel a modszerrel kereshetjiik meg egy differencialhaté fiiggvény lehetséges
szélsGértékhelyeit.

Eredményeinket szinte valtoztatas nélkiil vihetjiik at f : R™ D— R fiiggvényre
is.

12.2. Tétel. Legyen f : R™ D> R, a € intD(f) és f € Dla]. Ha f-nek
a-ban lokdlis szélséértéke van, akkor f'(a) = 0.

[f'(a) =0 <= 01f(a) =0, 02f(a) =0,...,0nf(a) = 0]

Ha f : R®" D= R és f € Dla], akkor az f’(a) € RY"™ sormétrix helyett a
gradf(a) := (f'(a))T vektort hasznaljak.

Tehéat
o1 f(a)
02f(a) ) ,

gradf(a) = . (oszlopmatrix, amit azonosithatunk egy vektorral).
Onf(a)

A gradf(a) szemléletes jelentését a 4. feladatban mutatjuk meg.
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12.2. Feladatok
1. Képzelje el az f : R? — R,

fla,y) =% +y?;
flx,y) == 2% +y? + 4o — 2y + 10;
fa,y) := 22% + 5y

fliggvényekkel szarmaztatott feliileteket. Hogyan nézhet ki a
h:{(x,y) | 2> +9? <100} = R, h(z,y):=—22 —y*>+ 100
fliggvény feliilete?

2. Irja fel az f : R? — R, f(z,y) = 2%y® fiiggvény (zo,y0) = (1,2)
ponthoz tartozo érintdsikjat.

3. Irja fel az r : [0,47] — R3, r(t) := (2cost,2sint,t) térgérbe barmely
to € (0,47) ponthoz tartozd érintGvektorat. Szamolja ki az (r(to), es3)
skalaris szorzatot (es := (0,0,1)). Ertelmezze az eredményt!

4. Legyen f : R? 5 R, a € intD(f) és e € R?, amelyre |le| = 1. Az f
fliggvény a pontbeli e irAny menti derivaltjan a

0.(a) =iy + (f(a + t€) — (@)

hatarértéket értjiik, ha ez a hatarérték létezik.
Ha f € DJa], akkor megmutathato, hogy

aef(a') = <gradf(a)7 €>'

Mutassuk meg, hogy a feliilet a gradf(a) vektorral parhuzamos irany-
ban a legmeredekebb az a pontban.

Megoldds: Azt az é € R?, ||é]| = 1 iranyt kellene megtalalni, amelyre
Oef(a) < 0:f(a), ha e € R? ||e| = 1. Sikbeli vektorok esetén lathattuk
a linearis algebraban, hogy

(gradf(a), e) = |lgradf(a)[| - [l€]| cos v,

ahol « a két vektor hajlasszoge. Mivel a ||gradf(a)|| nem valtozik (az
a € intD(f) rogzitett), az |le]| = 1, ezért a szorzat akkor a legnagyobb,
ha cosa = 1, azaz e parhuzamos a grad f(a) vektorral.

Ennek a kévetkezménye, hogy egy hegyrdl lefuté patak, de a gleccserek
is minden pontban az abban a pontban érvényes gradienssel parhuza-
mosan mozognak.
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5. Legkisebb négyzetek modszere

Tegyiik fel, hogy valamilyen 6sszefiiggés kimutatasahoz méréseket vég-
zink. Az x; értékhez y; mérési eredmény tartozik. Az a sejtésiink, hogy
az (z;,y:), i = 1,2,...,n pontoknak egy egyenesen kellene elhelyezked-
niiik. Keressiik meg a mérési pontokhoz legjobban illeszked6 y = Az + B
alaki egyenest!

Megoldds: A Y (Az; + B — y;)? a mérési pont és az egyenes kozotti
Osszes eltérés négyzetosszege. Szeretnénk, ha ez a legkisebb lenne.
Legyen e(A, B) := Y"1 | (Az; + B —y;)?. Ott lehet minimalis az e fiigg-
vény, ahol €'(A, B) = 0, azaz

Oae(A,B) =Y 2(Az; + B — y;)z; =0,
Ope(A,B) = > 2(Az; + B —y;) = 0.
Részletesebben
AZ:B,Q + Bzxi = inyia
A zi+Bn=> y.

Ez egy kétismeretlenes (A és B) linearis egyenletrendszer, amelynek
megoldasa (mindig megoldhato, ha az z; pontok kiilonboznek)

A ETY DTN Y DT Y~ T Tl
ny ai— (Cwi)? nyai—(Cw)?
(Az osszegzések mindeniitt 1-t6l n-ig értenddk.) Megmutathato, hogy

az ilyen A és B esetén az y = Ax + B valoban a legkozelebb megy a
pontokhoz.

Legyen f:R? = R, f(z,y) := e™¥ cos(z?y?
Szémitsa ki a 0, f(z,y), 9yf(2,y),0y(0:f)(2,y) és 050y f)(x,y) par-
cialis derivaltakat. Mit tapasztal?

Legyen f :R? — R,

12_ 2 2 2
_ Ty, haa”+y® #0
f(l',y) { 0, ha IL‘2 +y2 —0.

Mutassa meg, hogy

9y(0:£)(0,0) # 02(9, f)(0,0).

Keresse meg az f : R? = R, f(x,y) :=2* +y* — 2z + 3y + 1 fiiggvény
lokalis szélsGértékeit.
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9.

10.

A 225y + 23y® — 32%y? + bay® = 622 — 1 egyenléség x = 1 és y = 1
esetén teljesiil. Van-e ezen kiviil mas megoldasa az egyenletnek?
Megoldds: Legyen f : R? — R, f(x,y) := 22°y> + 23y — 3zy? + 5ay® —
— 622 + 1. Nyilvan f € C! és f(1,1) = 0.

0o f(z,y) = 625y + 523y* — 62ty + 15292, ezért Do f(1,1) = 20 # 0.
Az implicit fiiggvény tétele szerint létezik K, (1) és K,(1) kornyezet
és van olyan ¢ : K, (1) — K,(1) differencialhaté fiiggvény, amelyre
f(z,¢(z)) = 0 minden = € (1 — p,1 + p) esetén, azaz végtelen sok
megoldasa van az egyenletnek. (Természetesen ez nem jelenti azt, hogy
az (1,1) szampéaron kiviil van még mas, egészekbdl allo szampar is ezek
kozott!) Mivel

o1 f(z,y) = 102ty + 322y® — 1223y° + 5¢° — 12z, 0, f(1,1) = —6,

ezért o f(11) 5
/ _ 1 ) _ 2
(1) = O f(1,1) 10

Ezt felhasznalva a ¢ fiiggvényt kozelitSleg els tudjuk allitani:
(x) = ¢(1) + ¢/(1)($ —1), haz~1,

azaz 5
zj)(x)%l—kﬁ(x—l), ha z ~ 1.

Tegyiik fel, hogy van olyan y : R O>— R differencialhaté fiiggvény, ame-
lyet az zy+e* Y —y2+5 = 0 egyenlet definial. Szamitsuk ki a derivaltjat!
Megoldds: Legyen f : R?2 D= R, f(z,y) := vy +e* Y —y% +5. A feltétel
szerint minden = € D(y) esetén

h(x) := f(z,y(x)) =0,
ezért a h fliggvény derivaltja is 0, azaz minden x € D(y) esetén
W (z) = (zy(z) + ¢ — 42 (z) + 5)

= y(z) + 2y (x) + "V (144 (2)) — 2y(2)y' () = 0.
Ebbsl ¢/ (x) kifejezhets:

B y(z) + e”tv(@)
x + exty(@) — 2y(x)

y'(x) = (z € D(y)).

Az eredményt gyakran a feliiletes

/ y+e”ty
 xterty -2y
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alakban is felirjak.
Megjegyezziik, hogy ilyenkor a feltételek ellenérzése nélkiil az implicit
modon definialt fliggvény derivalasi szabalyat alkalmazzuk valojaban.

11. Egy gaz allapotat az F(p, V,T) = 0 allapotegyenlettel adjuk meg. (Ide-
alis gaz esetén ez pV — nRT = 0 alaki.) Ez az egyenlet harom implicit
fiiggvényt definial:

p=pV,T),
vV =V(T,p),
T="T(p,V).

Mutassuk meg, hogy
ovp(V,T) - 0rV(T,p) - 0,T(p,V) = —1.

Megoldds : Feltételezve, hogy teljesiilnek az implicit fiiggvény tételében
szerepld feltételek, az implicit fiiggvényeket rendre visszahelyettesitve
kapjuk, hogy

(V.T) = F(p(V,T),V,T) = 0,

(T,p) = F(p,V(T,p),T) =0,

(p, V)= F(p,V,T(p,V)) = 0.

Az azonosan 0 fliggvény parcialis derivaltja is 0, ezért
8vF(p(Vv, T), ‘/,T) =0 F-0yp+ 0oF -0yV + 03F -0yT =

O F

20:>8Vp:—817F,

OrF(p,V(T,p),T) =0 F - 0rp+ 0o F - 07V + 0sF - OrT =
OsF
O F’
OpF(p,V,T(p,V)) =0 F - 0pp+ 02F -0,V + O F - 0,T =

:0:>(9TV:—

OF
= T: —_—— .
0=0, 0. F

_(_REN(_OEN ([ OF\
6vp'aTV'8”T_< &F)( %F)( 63F>_ -

Ebbél
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12.

Megjegyezziik, hogy a feliiletesen gondolkoddk csodalkoznak azon, hogy
hagyomanyos jelolésekkel és formalis torteknek véve a parcialis derival-

takat

op o0V oT

VAT =
lenne a varhato eredmény... A pV — nRT = 0 esetet végigszamolva
gy6z6djiink meg réla, hogy a szorzat valoban (—1).

x(u,v) u+wv
Legyen ® : R? — R? ®(u,v) = | y(u,v) | := | u?+0? | egy ,két-
z(u, v) ud + v3

paraméteres modon adott feliilet”. Az (ug, vo) := (1,2) paraméterérték-
hez tartozé érintdsikjanak adjuk meg az egyik normaéalvektorat!
Megoldds: A

z(u,v) | | u+w
u? + v?
fliggvény inverze a

1

e [ 10

v(z,y)
fliggvény lenne. Ezt a z fiiggvénybe helyettesitve a

1

zog :(z,y) = z(u(z,y), v(z,y))

kétvaltozos valos értéki fliggvényként allna elg a @ feliilet. Az érintd-
sikjanak normalvektora

n= (azz(u(xo, yO)? U(:L‘07 yO))7 3yz(u($07 ?/0)7 U($0a y0))7 _1)'

Lathato, hogy éppen a (z o g~ 1) (g, y0) derivaltra lenne sziikségiink.
Felhasznalva az inverz fiiggvény tételét azt kapjuk, hogy

(zo g™ (o, y0) = 2" (g7 (0, 50)) - (97 1) (w0, o) =
= [ Quz(uo,v0)  Byz(uo,v0) | - (¢'(uo,v0)) ™" =

= [ 3 3”3]'[211% 271]0}1:
:[3 12].{% }1}_1:
SER NI I

1

2
Tehat 0,2(u(1,2),v(1,2)) = —6 és Jyz(u(1,2
t6sik egyik normalvektora n(—6 1).

),v(1,2)) = 2, gy az érin-

9
y 99
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13. Keressiik megaz f : R2 — R, f(z,y) := 22 +y? —22+4y—1 fiiggvénynek

a
Q:={(z,y) eR?* | 2® +y* <1}

zart halmazon a lokalis szélsGértékhelyeit.
Megoldds: Az

intQ = {(z,y) € R* | 2? +¢* < 1}
nyilt korlemezen ott lehet lokalis szélsGértéke az f fiiggvénynek, ahol

Oflz,y) = 22—-2=0
Oof(z,y) = 2y+4=0.

Ebbdl (xg,y0) = (1,—2) adodik, ami nincs az int@ nyilt kérlemezben,
azaz f-nek nincs lokalis szélsGértéke a korlemez belsejében. Mivel @
kompakt halmaz (korlatos és zart), ezért a folytonos f fliggvénynek
van minimuma és maximuma is @)-ban. Tehat () hataran vannak ezek
a szélsGértékhelyek.

Keressiik meg az f fiiggvény feltételes minimumét és maximumat a
g(z,y) := 2% + y? — 1 = 0 feltétel mellett!

Készitsiik el az F(z,y) := f(z,y) + A\g(x,y) = 2* +y*> =2z + 4y — 1 +
+ A% +y? — 1) fiiggvényt.

OF(z,y)=2z—-2+2)z =
Ol (z,y) =2y +4+2\y =
?24yP -1 = 0

Megoldva a haromismeretlenes egyenletrendszert (éppen annyi egyenlet
all rendelkezésiinkre, amennyi az ismeretlenek széama. .. ), azt kapjuk,

hogy = = 1_%)\, Y= —1%\, amelyekbgl
1 n 4 _1
(1402 (14+N)2
Két megoldés is van: Ay = V5 —1és Aa = —/5 — 1. Ezekhez a

Pl(%, —%) és a Pg(—%, %) pontok tartoznak.

Legyen el6szor \; = /5 — 1 és Pl(%, —%)

F1(x,y) = f(x,y)+)\19(x,y)
Fi(z,y) = [2z-242(V5-1z 2y+4+2(/5-1)y |

. 2+2(v/5—1) 0 [2v5 0
Fien ) 0 2+2(\/5—1)]_{ 0 2\/5}
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egy pozitiv definit kvadratikus alak méatrixa, igy barmely h € R?, h£0
vektor esetén (Fy'(z1,y1)h,h) > 0. Emiatt a Pl(%, f%) pontban
minimuma van az [ fliggvénynek a g = 0 feltétel mellett.

AXy=—Vb—-16s PQ(—%, %) szintén definial egy Fo(x,y) = f(z,y)+

+ Aog(z,y) fliggvényt.

Fy(zy) =20 -2+2(—V6—-1)z 2y+4+2(—V/5-1)y |

" _[2+2(-v5-1) 0 3
FQ(”’”)_[ 0 24+2(—v5-1) |
[ -2v5 0
[ sl

egy negativ definit kvadratikus alak matrixa, igy barmely h € R?, h#£0
vektor esetén (Fy (x2,y2)h,h) < 0. Emiatt a Pg(—%, %) pontban
maximuma van az f fiiggvénynek a g = 0 feltétel mellett.

12.3. T6bbvaltozos derivalas

12.3.1. Parcialis derivalt és derivaltmatrix
Legyen f : R™ D= R, = € intD(f).

12.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f az i-edik valtozo szerint (i=1,2,
...,n) parcidlisan differenciadlhaté az « pontban, ha

3lim %(f(x 4 tei) — f(z) €R.

(Itt e; = (0,...,19,...,0) az i-edik egységvektor.)
Ha létezik a hatarérték, akkor az f i-edik valtozo szerinti parcialis derivaltja
az x pontban

Ouf(x) = lim —(f(a + te) — (x)).

-0t

12.5. Definicié. Legyen f : R” > R* z € intD(f). Azt mondjuk, hogy
[ differencidlhaté az = pontban (f € D[xz]), ha IF, : D(f) — RF*™ mat-
rixértéki fliggvény, amelyre F,, € Clx] és Vz € D(f) esetén f(z) — f(z) =
=F.(2) (z —x).
Ha f € Dlz], akkor f'(z) := F,(x) a derivaltmatrix.

12.3. Tétel. f:R" > Rk, x € intD(f)
feD[z]| < fj€Dz], j=12,...,k
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Bizonyitds.
f1 F
fa B
Az f = . , az F, = . ,
Tk Fy

ahol F; € R'" sorméatrix. Ezért az

f(2) = f(x) = Fo(2) - (z —x) & fi(2) = fi(x) = Fj(2) - (z =), §=1,... . k.

12.4. Tétel. Ha g : R" D= R™, g € D[z] és f : R™ D= RP, f € D[g(x)],
akkor fog € Dlz], és (fog)(z)=f'(9(x)) g (x)

Bizonyitds. A bizonyitas sz6 szerint megegyezik a valos-valos kozvetett fligg-
vény differencialhatosagarol szolo tételével, csupan a G, : D(g) — R™*™ és
Fy(z) : D(f) — RP*™ fiiggvényeket kell szerepeltetni.

12.5. Tétel. Ha f :R" >~ R¥, f € D|x|, akkor

afi(z) ... Onfi(z)

f'(x) = : € RM™.

Ofe() ... Onfil(z)
Bizonyitdis. Ha f € Dlx], akkor 3F, : D(f) — R*" F, € C[z], amelyre
Vz € D(f) esetén f(z) — f(z) = Fy(2) - (z — ).
Legyen j =1,2,...,kési=12,...,n. Ekkor f;(z) — f;(z) = (Fu(2)); - (2 —
—x), ahol (Fy(%)); az Fy(z) j-edik sora.

Valasszuk a
x1

vektort. Ekkor
fi(2) = fi(x) = fi(ze,ooostyoosmn) = fi(@n, om0 ) =
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Ha t # x;, akkor

9ifj(x) = lim filwy, et wi Sy, By )
T —x;

= lim (F.(2));i = (Fu(2))i,

t—x;

hiszen ha F, € C|x], akkor minden komponense is folytonos az a2 pontban.
A parcialis derivaltak 1étezésébdl még nem kovetkezik a fiiggvény differenci-
alhatosaga.

12.6. Tétel. Ha f : R® > RF és 3K (x) C D(f), hogy Vi = 1,...,n és
Vi=1,...,k esetén 0;f; € C(K(x)), akkor f € Dix].

Bizonyitds. A bizonyitast f : R?2 D= R esetén végezziik el. Legyen Vz €
€ K(x), z# x. Ha x = (x1,22) és z = (21, 22), akkor

f(2) = f(@) = f(21,22) — f(z1,22) + f(1, 22) — f(21,72).
A valés-valos Lagrange-kozépértéktétel miatt 394,92 € (0,1), hogy

f(z1,22) = f(z1,22) = O1 f(z1 + V1(21 — 71), 22) - (21 — 71)

és
f(a1,22) = f(@1,32) = 02 f (w1, @2 + V2(22 — 22)) - (22 — @2).
Igy
F(2)=f(@) = [Ouf (@191 (21 —21), 22) Dof (1, wo+0a(22—2))] [ S } :

A 0 f és 0o f folytonossaga miatt az
Fi(2) = [01f(z1 +01(21 — 1), 22) Oof (21,22 + V2(22 — 22))]

valasztassal az F, € Cz]. Tehat 3F, : D(f) — R*2 F, € Clz], amellyel
Vz € D(f) esetén

azaz f € Dlz].

12.7. Tétel. Legyen f : R™ D= R, f € Dla]. Legyen e € R™, |le|| = 1.
Ekkor

O f(a) = f'(a)e = (gradf(a), ).

Bizonyitds. Legyen ¢ : R D= R, ¢(t) := f(a + te). A kozvetett fliggvény
differencidlhatosaga miatt

¢ (t) = f'(a+te) -e.

Igy
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12.2. dbra

12.3.2. Masodik derivalt, Taylor-formula

12.6. Definici6é. Legyen f : R™ D— R. Tegylik fel, hogy a 0;f : R® >— R
i-edik valtozo szerinti parcialis derivalt fiiggvénynek létezik a j-edik valtozo
szerinti parcialis derivaltja. Ekkor

9;(0:f) = ainf'

12.8. Tétel (Young tétele a vegyes parcialis derivaltak felcserélhetdségérol).
Ha f:R" > R, 0;f € C(K(a)), i =1,2,...,n és 8%,f € C(K(a)), i,j =

J
=1,2,...,n esetén, akkor
afjf(a) = agzif(a), ,7=12,...,n.

Bizonyitds. Ezt is csak f : R? >— R esetén igazoljuk.
Legyen h,k € R, h,k # 0 olyan, hogy (a; + h,as + k) € K(a). Legyen
F:R>=R, F(z) = f(z,az + k) — f(z,a2) és G:R D= R, G(y) := f(a1 +

+h,y) — fa1,y) (12.2] abra).
Helyettesitéssel ellendrizhets, hogy

F(a1 +h) —F(al) :G(a2+k) 7G(a2). (121)

A 0, f és Oy f folytonosséga miatt (a Lagrange-kozépértéktétel szerint) I €
€ (0,1) olyan, hogy

F(a1+h)—F(a1) = Fl(a1+191h)'h = (Blf(a1+191h, a2+k)—81f(a1—|—191h, GQ))h.
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Mivel 0, f differencidlhaté a masodik valtozo szerint, ezért ismét alkalmazva
a Lagrange-kozépértéktételt, I, € (0,1), hogy

O1f(a1 +V1h,az + k) — 01 f(a1 + V1h,az) = 02(01 f)(a1 + V1h, az + V2k) - k.
Hasonl6 gondolatmenettel 33,94 € (0,1) olyan, hogy

G(ag + k‘) — G(ag) = G/(CLQ + 793/45)]4) =
= (0of(a1 + h,as 4+ V3k) — 02 f (a1, a2 + V3k))k =
81 (82f)((11 + 194h, as + ﬁgk)hk

A (12.1)) egyenléség miatt
0o ((91 f)(a1 + 1 h,as + ﬁgk)kh =0 (agf)(al + 4h, as + 193]{3)]{/’]1

Mivel h,k # 0, ezért le is oszthatunk (hk)-val. Legyenek (hy) és (k) tet-
sz6leges olyan sorozatok, amelyekre h,, # 0, k, # 0 és h, — 0, k, — 0. A
O2(O1f) és 01(02f) folytonossaga és a Vn € N esetén fennallo egyenlségek
miatt

aQ(alf)(al'i_ﬂ?hn;aQ"’_ﬁgkn) - 82(61f)(a1aa2)

[
01(02f) (a1 + V) hp,az +V5k,) —  01(02f)(a1,az),

ezért  02(01f)(a1,a2) = 01(02f)(ay, az).

12.7. Definicié. Legyen f : R™ D— R és Vi,j = 1,2,...,n esetén 32»2jf €
€ C(K(a)). Ekkor

ot fla) ... 0%,f(a)
: GRan

f(a) = :
O fla) ... 0p.f(a)

az f masodik derivaltja az a pontban. Hesse-matrixnak nevezziik.

A Young-tétel miatt f”(a) szimmetrikus matrix.

Legyen f : R™ D— R elég sima fliggvény, ami jelentse azt, hogy 0;f €
€ C(K(a)), afjf € C(K(a)), Vi,j=12,...,n.

Legyen h € R™, h # 0 és t € R olyan amelyekre a + th € K(a).

Legyen ¢(t) := f(a + th). Ekkor

¢'(t) = flat+th)-h=> 0if(a+th)h;,

i=1
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¢"(t) = (i:azf(wrth ) Z{af (a+ th)h}h; =

=1

n

- Zn: 8;(0if)(a + th)h; p hs 722 fa+th)hih;.

=1 j=1 =1 j5=1

Ezekbsl ¢(0) = f(a), ¢'(0) = f'(a)h és ¢"'(0) = (f"(a)h, h). (A legutolsot
gondoljuk végig a matrixszorzas és a skalaris szorzat definicidinak birtoka-
ban.)

A Taylor-formula alapjan V¢ € RT esetén 39 € (0,¢), hogy

B(t) = 6(0) + & (0)1 + 16" ()72

(A harmadik tag mar a Lagrange-féle maradéktag.)
Nyilvan igaz, hogy

S8 O = 3(6"(0) + 6"(9) — 6" O = 26" (OF + a(t),
ahol a(t) := 5 (¢"(9) — ¢"(0))t?, és amelyre
1
tim 2 vy L6 0) - 7(0)) =0,

mert ¢ folytonos. Tehat

8(1) = 9(0) + ¢/ (O + 6" (O + (),

a(t)

12

ahol lim,;_, = 0. Egybefésiilve a ¢ fiiggvényre kapott eredményeket:

B1) = flatth) = 6(0) +&(0)t + " (O)F +a(r) =
Fla) + F/(@)ht + {7 a)h, Y + (th),

ahol S(th) := «a(t), és amelyre

Bth) .. aft)
A e T i =0

Itt a limg, o % = 0 ugy is igaz, hogy h # 0 rogzitett vektor és ¢t — 0, de
agy is, hogy t # 0 rogzitett és h — 0.
Legyen t := 1. Ekkor igaz a kdvetkezs ,, Taylor-formula”:



12.3. TOBBVALTOZOS DERIVALAS 199

12.9. Tétel. Ha f: R™ D— R elég sima (0;f, 07 f € C(K(a))), akkor van
olyan B : R™ D= R, hogy Vh € R™, h # 0, a+h E K(a) esetén

fla+h) = f(a)+ f(a)h+ ,<f”(a)h,h>+5(h),

2!

ahol limy,_,q ﬁ}(j‘f% =0.

12.3.3. Szélséérték

12.10. Tétel (A lokalis szélsdérték sziikséges feltétele). Ha f € Dla] és f-nek
a-ban lokdlis szélséértéke van, akkor f'(a) = 0.

Bizonyitds. Legyen e € R™, |le|| = 1. Mivel f-nek a-ban lokalis szélsGértéke
van, ezért a ¢ : R — R, ¢(t) := f(a + te) fiiggvénynek a ¢ = 0 pontban van
lokalis szélsGértéke, igy ¢'(0) = 0. Mivel ¢/(t) = f'(a + te) - e, ezért t = 0
esetén
f'(a)-e=0.

Vi=1,2,...,n esetén

f(a)e; = 0if(a) =
igy f'(a) =10 ... 0] =0 € RI*",
A Taylor-formulat felhasznalva elégséges feltételt adunk a szélsGérték létezé-
sére.

12.11. Tétel (A szigoru lokélis minimum elégséges feltétele). Legyen f :
: R™ >— R. Tegyik fel, hogy 0;f, 81-2jf € C(K(a)), f'(a) =0 ésVh € R",
h # 0 esetén (f"(a)h,h) > 0. Ekkor f-nek a-ban szigord lokdlis minimuma
van.

Bizonyitds. Legyen h € R™, h # 0 tetszéleges. Ekkor
Flath) = fla)+ F/(@h+ gl (a)h, by + B(h) =
! o B b B0
ol (1@, iy 4200,
P+ T O T ) 2 e

Legyen Sy := {z € R" | ||z|| = 1} az ,egységgémb héja”. Mivel HZH egység-
hosszusagu vektor, igy e := HhTH €S51.Ak: S =R, k(e) :=(f"(a )”h”, HhH>
folytonos fiiggvény Si-en. S; korlatos és zart, ezért a Weierstrass-tétel minta-
jara végiggondolhat6, hogy van minimuma a k fliggvénynek, legyen ez m € R
és az (f"(a)h,h) > 0 (h # 0) feltétel miatt m > 0. Ez azt jelenti, hogy
VYheR™ h#0

wey b h
(f (a)m»m>2m~
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Mivel limy,_q % = 0, ezért az ¢ := ¢ > 0 hibakorlathoz 36 > 0, hogy
Vh € R™, h#0, ||| < § esetén

3
=

_m B m
4 P 4

Legyen ezek utan h € R™, h # 0, ||h|| < ¢ tetszGleges. Feltételezve, hogy
a+ h € K(a), tovabb becsiilhetjiik f(a + h) elsallitasat

oty = s+ g (e i) <25 >

> @)+ g i? (m = 51 = £+ 0P

4
vagy

fla+h) = f(a) > A >0, ha ||h] <.

Ez azt jelenti, hogy f-nek a-ban szigord lokilis minimuma van.
Megjegyezziik, hogy az (f”(a)h,h) > 0 Yh € R™, h # 0 esetén nehezen
ellendrizhet feltétel. Ezt a nehézséget konnyiti a

12.12. Tétel (Sylvester-tétel). Ha A € R™ "™ szimmetrikus mdtriz, akkor
Vh € R, h # 0 esetén (Ah,h) > 0 & az A mdtriz sarokaldetermindnsai
pozitiv jeltartok.

A bizonyitast csak érzékeltetjiik olyan A matrix esetén, amely ,diagonalis”,
azaz

A ... 0 0
0 X ... O
A= . .
0O 0 ... A\,
Az A sarokaldeterminansai
A\ 0 A0 O
Al = )\1, AQ = ! = )\1)\27 Ag = 0 /\2 0 = /\1)\2)\37 “e
0 Ao
0 0 A3

Ezek pontosan akkor pozitiv jeltartok, ha

A1 >0, X>0, ..., A, >0.
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hy
ha
Most legyen h € R™, h#0,h =

hy

Arhy hy

A2hg ha

(Ah,h)y = (| . ) =M AR+ AR
Anhn, P,

Jol latszik, hogy
(Ah,h) >0 A >0,X>0,...,0, >0 A1 >0,A2 >0,...,A, >0.

Nemdiagonélis matrixok esetén is konnyt ellendrizni ezt a feltételt.
A lokalis maximum elégséges feltételét vazlatosan fogalmazzuk meg:

12.13. Tétel. Ha f'(a) = 0 és (f"(a)h,h) < 0, akkor f-nek a-ban szigori
lokdlis maximuma van.

12.14. Tétel (Sylvester-tétel).

<0, han pdratlan
<Ah,h> <0<= A1 <0, Ay >0, A3<0,..., An{ >0, han pdros.

12.3.4. Implicit- és inverzfiiggvény tétel

Egyenletek, egyenletrendszerek megoldasa soran gyakran talalkozunk azzal a
problémaéaval, hogy egy f(x,y) = 0 alaka Gsszefiiggésbdl kifejezhets-e az y az
x segitségével, van-e olyan ¢ fiiggvény, hogy f(x,¢(x)) = 0 minden = € D(¢)
esetén.

Példaul fi(z,y) == 22 +9y?> — 22 —4y+5 = O csupdn 2 = 1 és y = 2
esetén teljesiil (hiszen 22 + y? — 22 — 4y +5 = (z — 1)? + (y — 2)?), mig az
fo(x,y) == 2% + y* — 20 — 4y + 4 = 0 esetében a

¢ :10,2] = [2,3], ¢(x) =2z —22+2
¥ :[0,2] = [1.2], ¥(x) = —v/2z — 22 +2

fiiggvényre is igaz, hogy fa(x,d(x)) = (w € D(9)) és fa(x, () =0 (z €
€ D(y)).

A felvazolt példdk nyoman fogalmazzuk meg az implicit modon definialt fiigg-
vényt.
Legyen f:R™ x R™ D— R™ (m < n) egy fiiggvény.
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12.8. Definicié. Ha van olyan ¢ : R® D— R™ filiggvény, amelyre minden
x € D(¢) esetén (x, ¢p(x)) € D(f) és f(x, #(x)) = 0, akkor azt mondjuk, hogy
az f(x,y) = 0 egyenldség egy implicit fliggvényt definial (a ¢ fiiggvény az
f(z,y) = 0 altal definialt implicit fiiggvény).

Felvetédik a kérdés, hogy milyen feltételek esetén létezik ilyen fliggvény, és
ha 1étezik, milyen tulajdonsagai vannak.

12.15. Tétel (Implicit figgvény tétele). Legyen f : R™ x R™ >— R™, f €
€ Cl. Tegyiik fel, hogy van olyan (a,b) € D(f) pont, hogy f(a,b) = 0, és
ebben a pontban

(9n+1f1 (a, b) N 6n+mf1 (a, b)
det 9y, f(a,b) := £0
3n+1fm ((l, b) e 8n+mfm ((L, b)

FEkkor léteznek olyan K (a) C R™, K(b) C R™ kérnyezetek és ¢ : K(a)—K(b)
figgvény, hogy minden x € K(a) esetén f(x,¢p(x)) =0. A ¢ figgvény folyto-
nos a-ban, sét ¢ differencidlhato is az a pontban, és ¢'(a) = — (0, f(a,b)) " -
aflff(a/’ b)'

81f1 (a, b) “e 8nf1(a, b)

O fm(a,b) ... Onfm(a,b)

Megjegyezziik, hogy a tétel csak a ¢ implicit fliggvény létezésérdl szol, alta-
laban nem tudjuk ezt a fliggvényt elGéallitani. Ennek ellenére a ¢ derivaltjat
ki tudjuk szamitani az a pontban!

Bizonyitds. Az n =1, m =1 esetben végezziik el a bizonyitast.

Az f: R? > R fiiggvény folytonosan differencialhato, ezért a 0y f parcialis
derivalt is folytonos, és daf(a,b) # 0 [legyen daf(a,b) > 0], ezért létezik az
(a,b) € D(f) pontnak olyan r > 0 sugara K,((a,b)) C D(f) kornyezete, hogy
minden (z,y) € K;((a,b)) esetén s f(x,y) > 0. Tekintsiik a hy : y — f(a,y)
fiiggvényt. Mivel h,(b) = f(a,b) = 0 és h,(b) = d2f(a,b) > 0, ezért h, lo-
kalisan névekvs, igy van olyan by < b és by > b, hogy h,(b1) = f(a,b1) <0
és ha(b2) = f(a,b2) > 0 (emellett (a,b1),(a,b2) € K;((a,b))). Az f fiigg-
vény folytonossaga miatt van olyan p > 0 és ¢ > 0, hogy minden (z/,7') €
€ Kp(a,b1) és (2",y") € Kq(a,bs) pontban f(z',y') < 0 és f(z",y") > 0
(emellett K, (a,b1), Kq(a,b2) C K;((a,b)) is teljestiljon).

Legyen p := min{p, q} és K(a) := (a — p,a + p), mig legyen p := max{b —
— (by — p),ba +q— b} és K(b) := (b— p,b+ p). Tekintsiink egy tetsz6leges
z € K(a) pontot. Legyen h, : y — f(z,y). Ekkor létezik olyan (z,y’) €
€ Ky(a,b1) és (z,y") € Ky(a,bs) alaka pont, amelyben h,(y') = f(z,y') <
< 0, mig h,(y") = f(x,y”) > 0. Mivel h, az f folytonossaga kivetkeztében
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(J
p
K(a)

X a aty

12.3. abra

egy valos valtozos folytonos fliggvény, ezért a Bolzano-tétel miatt van olyan
y € (v',y"), amelyben h,(y) = f(x,y) = 0. Csak egyetlen ilyen y létezik,
ugyanis, ha y* is olyan lenne, hogy h,(y*) = f(x,y*) = 0, akkor a Rolle-tétel
miatt létezne olyan ¢ az y és y* kozott, hogy hl(c) = O02f(x,¢) = 0 lenne,
amely lehetetlen, hiszen a K, ((a, b)) kornyezet minden pontjaban ds f pozitiv.
Tehat barmely © € K(a) szamhoz egyértelmten rendelhetd olyan y € K (b)
szam, hogy f(z,y) = 0, azaz létezik olyan ¢ : K(a) — K(b), ¢(z) := y
fiiggvény, hogy f(x,¢(x)) = 0 minden z € K (a) esetén. [Nyilvan ¢(a) = b.|
Megmutatjuk, hogy ¢ folytonos az a pontban. Legyen £ > 0 tetszélegesen
megadott szam. Ha € > p, akkor 0 := p, hiszen barmely z € K,(a) ese-
tén ¢(z) € K,(b) C K.(¢(a)), amely szerint ¢ € Cla]. Ha ¢ < p, akkor
megismételve az egész szerkesztést az r := e valasztassal (az (a,b) € D(f)
pont K.((a,b)) kérnyezetében lesz a ds f pozitiv. ..), olyan ¢ fiiggvényhez ju-
tunk, amely a ¢ fliggvény lesziikitése. Ekkor az el6z6 mondat nyomén ismét
eljutunk oda, hogy ¢ € Cla].

A ¢ fiiggvény a pontbeli differencidlhatosagahoz induljunk ki abbél, hogy
tetszleges h # 0, a + h € K, (a) esetén

0 = fla+h¢la+h))—fla,¢(a)) =
= f(a+h7¢(a—|—h))—f(a,(b(a—l—h))—|—f(a7¢(a+h))—f(a,qﬁ(a)):

a két megvaltozashoz a Lagrange-féle kozépértéktétel miatt létezik olyan
91,92 € (0,1) szam, hogy

= O1f(a+91h, ¢lath))h+02 f(a, ¢(a) +D2(¢(a+h) = d(a)))(d(a+h) - p(a)).
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Atrendezve az egyenléséget (felhasznalva, hogy 0o f a K. ((a,b)) kornyezetbe
es6 (a, p(a)+Y2(p(a+h)—d(a))) pontban pozitiv, igy nem nulla), azt kapjuk,

hogy
dla+h)—¢(a) O1f(a+D1h,¢(a+h))

h — %af(a,6(a) + 92(6(a+ h) — §(a)))’
Mivel 01 f, 02 f € C[(a,b)], O2f(a,b) # 0 és ¢ € Clal, ezért limy, 0 p(a+ h) —
— ¢(a) = 0, és emiatt létezik

plath)—¢la) _ O1f(a,¢(a))

lim

h—0 h " 8yf(a,9(a))’
tehat ¢ € Dla] és
#(a) =~ P RN — —(uf00) " 01s(a0)

(Megjegyezziik, hogy ebbdl a gondolatmenetbsl kevés menthets at az n >
>m > 1 esetre.)

A valos-valos fiiggvények korében is érdekes volt, hogy egy fiiggvény kol-
csOnosen egyértelmi-e. Ez a kérdés tobbvaltozos leképezéseknél is fontos.
Példaul a p : [0,27) x [0, R] — R? p(¢,r) := (rcos¢,rsin¢) tgynevezett
polartranszformacié a (¢g,r0) pontot tartalmazé U C R? nyilt halmazt
az (zo,%0):=(ro cos ¢g, ro sin ¢y) pontot tartalmazé V C R? nyilt halmazra

kolcsonosen egyértelmten képezi le, s6t a p folytonossaga mellett a p~! in-

verzfiiggvény is folytonos. (A p inverze az (x,y) — (arctgZ, /22 +y2).)
Kérdés az, hogy egy f : R™ >— R” fiiggvény milyen feltételek mellett rendel-
kezik hasonlé tulajdonsaggal.

Lehet-e n és k kiilonb6z6? Nem. Ugyanis, ha példaul f : R? >— R2 folyto-
nos fiiggvény olyan, amely egy U C D(f) nyilt halmazt a V' C R(f) nyilt
halmazra képez, és az f~! : V — U inverzfiiggvény is folytonos lenne, akkor
U-ban felvéve egy négyzet alapt gulat (6t csicspontja van), majd barmely
két csticspontot olyan folytonos gérbével ktnénk Gssze, amelyek nem metszik
egymast (ezt az R? térben megtehetjiik. .. ), akkor f|, : U — V bijekcioval
ezt a gilat (a csicsait és a cstcsokat Osszekots gorbéket) a V' C R? sikbeli
halmazba képezziik. A grafelméletbdl ismert, hogy a ,teljes 6tszogponti graf
nem rajzolhaté sfkba”, ami azt jelenti, hogy legalabb két gorbe képének lesz
kozos pontja, amely ellentmond annak, hogy f|,, és inverze is folytonos volt.
[A példat Lovasz Laszlo talalta egyetemista koraban néhany mésodperces
gondolkodas utan. . .|

12.16. Tétel (az inverz fiiggvény tétele). Legyen f : R™ >— R, f € CL.
Legyen a € intD(f) olyan pont, hogy det f'(a) # 0. Ekkor van olyan U C
C D(f), az a pontot tartalmazé nyilt halmaz és van olyan V € R(f), a
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b := f(a) pontot tartalmazé nyilt halmaz, hogy az f figgvény bijekcié az U
és 'V kézitt, és f~1 amellett, hogy folytonos, még differencidlhatd is b-ben, és

(f71)' () = (f'(a) 7.

Bizonyitds. Az implicit fliggvény tételét alkalmazzuk egy alkalmasan valasz-
tott fiiggvényre azzal a valtoztatassal, hogy az ,,z-et fejezziik ki y segitségével”.
Legyen F : D(f) x R® = R", F(x,y) := f(z) —y. Nyilvan F € C'. F(a,b) =
= f(a) — b= 0. Mivel 0, F(z,y) = f'(z), ezért det 9, F(a,b) = det f'(a) # 0.
Ezért létezik K(b) és K(a) kornyezet, és létezik olyan ¢ : K(b) — K(a),
hogy barmely y € K(b) esetén F(6(y),5) = f(6(y)) — y = 0, azaz f o
0 ¢ = idg). Ez az azonossadg mutatja, hogy ¢ az f~1 inverzfiiggvény. Ha
V= K(b) és U := f~3(V) a V nyilt halmaz 6sképe (amely f folytonossiga
miatt nyilt halmaz), akkor f mar bijekci6 U és V halmaz kozott. Emel-
lett a ¢ = f~! folytonos és differencialhato is. Az f~! derivaltjahoz vegyiik
észre, hogy 0,F (a,b) = f'(a) € R™ ™ matrixnak van inverzmatrixa (mivel
det f'(a) # 0), tovabba 0, F(z,y) = 0,(f(z) —y) = —1I,, (itt I,, € R™*" az
n-es egységmatrix), igy 0,F(a,b) = —I,,. Tehat

(f71)' () = =(0:F(a,0) 70y F(a,b) = —(f'(a)) ™ - (=1n) = (f'(a)) "

12.3.5. Feltételes szélsGérték

Tobbvaltozos fliggvény lokalis szélsértékét eddig nyilt halmazon kerestiik.
Az alkalmazasok soran gyakran van sziikség egy fliggvény szélsGértékére olyan
esetben is, amikor a valtozok kozott bizonyos Osszefiiggéseket irhatunk eld.
Ezek lesznek a feltételes szélséérték problémak.

Legyen f: R™ D> R és g1,92,---,9m : R™ D= R(m < n) adott fiiggvények.
Legyen

H:={zeR" | gi(z) =0,92(x) = 0,...,gm(z) = 0}.
Tegyiik fel, hogy H # (.

12.9. Definici6. Azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek a g1 =0, g2 =0,. ..,
gm = 0 feltétel mellett feltételes szélsGértéke van az a € H pontban, ha
az a pontban az f|,, fiiggvénynek lokilis szélsGértéke van.

A feltételes minimum egy sziikséges feltételét adja a kovetkezd tétel.
12.17. Tétel (Lagrange-féle multiplikitor modszer). Legyen f,g1,9s2,.- .,

gm € C*. Tegyiik fel, hogy az f figguénynek a g1 =0, go = 0,..., gm = 0
feltétel mellett feltételes minimuma van az a € HND(f) pontban. Tegyiik fel,



206 12. TOBBVALTOZOS DIFFERENCIALAS

hogy
Ogi1(a)  agi(a) ... Ongi(a)

rang : : =m.
O1gm(a) Oagm(a) ... Ongm(a)

Ekkor létezik olyan A1, A2, ..., Am € R, hogy az F = f+ A1g1 + Aoga + ... +
+ Amgm figgvényre F'(a) = 0.

Bizonyitds. A bizonyitast n = 2 és m = 1 esetén végezziik el.

A g € C! és az a = (a1,az) pontban g(aj,az) = 0. Ebben a pontban
a rangfeltétel azt jelenti, hogy példaul dzg(ai,as) # 0. Ekkor az implicit
fiiggvény tétele szerint létezik K(ay) és K(ag) kornyezet és létezik olyan
¢ : K(a1) — K(ag) differencialhato fiiggvény, amelyre barmely x; € K(aq)
esetén g(x1,d(r1)) = 0. Ez azt jelenti, hogy a

H = {(x1,72) € R? | g(21,22) = 0} D {(21,¢(z1)) € R? |21 € K(ay)} =: H*.

Tovabba oug( )
) = _r9(ar,az)
?lom) = daglar,az)’
azaz
alg(al,ag) + qﬁ'(al)agg(al, a2) =0. (122)

Mivel ¢(a1) = ag és (a1,az) € H*, ezért ha az f|, fiiggvénynek lokalis mi-
nimuma van az (a1, ag) pontban, akkor létezik olyan K*(a1) C K(a1), hogy
minden ;1 € K*(a1) esetén f(z1,¢(x1)) > f(ar,¢(a1)) = f(a1,a2). Ez azt
jelenti, hogy a h : K*(a1) — R, h(z1) := f(x1,¢(x1)) figgvénynek mini-
muma van az a; pontban. A h fliggvény differencialhaté (differencialhato
fiiggvények kompozicidja), ezért h'(aq) = 0. Mivel

W(x1) = [ 01f(z1,6(z1)) Oaf (21, 0(21)) | { ¢’(1:E1) ] ’

ezért

h'(al) = 81f(a1, ag) + ¢/(a1)82f(a1,a2) = O (123)

Legyen A € R egyelore tetszéleges szam, és szorozzuk meg A-val az (12.2)
egyenlgséget, majd adjuk Ossze a (12.3)) egyenlGséggel. Ekkor

81f(a1, ag) + /\819(0,1, CLQ) + ¢/(a1)[82f(a1, az) + A@gg(al, ag)] =0. (124)
A X\ megvalaszthato ugy, hogy

32f(a1, (12) + /\*agg(ah (12) =0 (125)
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(lathato, hogy a A* := —% megfelels.) Ha a szogletes zarojelben 1évé
tényezd 0, akkor ((12.4) miatt
01 f(a1,az2) + A 01g(ar,a2) =0 (12.6)

is teljesiil. Osszesitve az eredményeket, azt kaptuk, hogy ha az f fiiggvénynek
feltételes szélsGértéke van a g = 0 feltétel mellett, akkor az F := f + \*
xg fliggvénynek az els6 valtozo szerinti parcialis derivaltja 0 (ezt mutatja
12.6)), és a masodik valtozo szerinti parcialis derivaltja is 0 (ezt mutatja
12.5))), tehat

F/(CLL CLQ) = [ 81F(a1, ag) 62F(a1, 0,2) ] = 0
Bizonyitas nélkiil kézoljiik a feltételes minimum egy elégséges feltételét.

12.18. Tétel. Ha f,g1,92,...,9m € C? és van olyan A, Aa,..., A\pn € R,
valamint a € R™ pont, hogy az F := f+X1g1 + Xoga+ ...+ A\ngm fligguényre
F'(a) =0, tovabbd minden olyan h € R™ h # 0 vektorra, amelyre

gi(a)h =0, gh(a)h=0,..., g, (a)h =0,

teljestil, hogy
(F"(a)h, h) >0,

akkor az f figguénynek a g1 = 0,90 =0,...,gm = 0 feltétel mellett feltételes
minimuma van az a pontban.

A feltételes maximumra vonatkoz6 sziikséges feltétel és az elégséges feltétel
is értelemszert valtoztatasokkal megfogalmazhato.






13. fejezet

Vonalintegral

Az f : [a,b] — R fliggvény integraljat altalanositjuk. Az [a,b] intervallum
szerepét egy gorbe, az f fliggvény szerepét egy vektor-vektor fliggvény veszi
at. Az alabbi témakoroket targyaljuk:

e A vonalintegral fogalma és tulajdonsagai
e A potencial fogalma és létezésének kapcsolata a vonalintegrallal
e Paraméteres integral differencidlhatosaga

e A potencial létezésének elégséges feltétele

13.1. Vonalintegral

13.1.1. A vonalintegral fogalma és tulajdonsagai

Amikor egy szankot az A pontbdl B pontba htuzunk s elmozduléssal az uttal
parhuzamos F' erével, akkor a végzett munka W = F'- s (13.1] abra). Amikor
az F er6 a szoget zar be az elmozdulassal (13.2] abra), akkor a végzett munka

W =Fcosa=(F,s).

/o

13.1. dbra

209
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13.2. dbra

F(rE)
r(ti)

13.3. abra

Az 1 : [, B] — R3 térgdrbe mentén pontrol pontra valtozo F € R — R3
eréfliggvény (erdtér) munkaja ugy kozelithets, hogy felosztva [«, 8] interval-
lumot @ = tg < t1 < ... < tj_1 < t; < ... < t, = B osztopontokkal, és
felvéve

i1 <& <t; (i=1,...,n)

tovabbi pontokat az elemi munka
AW; = (F(r(&)), r(t:) — r(ti-1)),

és az F' er6térnek a gérbe mentén végzett munkaja
Wa Y AW =Y (F(r(&)),r(t:) — r(ti1)) = Y (F(r(&)), Ary).
i=1

Ha r elég sima (differencialhato), akkor az
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z(ti) — x(ti-1) @(mi)(ti — ti-1)
T(ti)—T(tifl) = y(tz) - y(ti—l) y(ﬂz)( i — b ) (51)( i—ti— 1)
2(ti) — 2(ti-1) 2(Gi)(ti — tio1)

ha 7 folytonos. Lathato, hogy W ~ Y7 | (F(r(&)),7(&))(t; — ti—1), amely
hasonlit egy integralkozelit§osszeghez. Ez a gondolatmenet szolgél alapul a
kovetkez6 fogalmakhoz.

Legyen  C R"™ Osszefliggs (barmely két pontjat egy Q-ban halado folyto-
nos gorbével 6ssze lehet kotni), nyilt halmaz, réviden tartomany. Legyen
f R — R™ D(f) := Q folytonos vektorfiiggvény, f € C(Q). Legyen
r o, B] = Q egy sima térgorbe, azaz r € Cla, 8], r € D(«a, ), 7(t) # 0
(t € (o, B)), és barmely t1,t2 € (v, B), t1 # ta esetén r(t1) # r(te).

13.1. Definicio. Az f figgvény r térgorbe menti integralja legyen

[5= [ o swnar

Példaul
rz+y
f:R3_>R3v f(l',y,Z)Z: r—y
z
(itt Q =R3) és
t
re0,1] =R r(t) = | 2t
3t
1
esetén r(t) = | 2 |, igy
3

1 t+ 2t 1 1 1
/f / t—2t |, 2 )dt:/ [(t+2t)+2(t—2t)+9t]dt:/ 10tdt
3 0 0

3t
27"
- [m] =5,
2 1o
A vonalintegral tulajdonsagai

1° Hary : [o, 8] = Q, ra 2 [B,7] = Q és r(8) = r2(B), akkor az r Ury :
¢ a,y] = Q, amelyre Urg,, =T émiUry, =12 legyen az
egyesitett gorbe. Ekkor

Jond =l ]
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2° Ha r : [, B] — Q, akkor az 7 : [o, 8] = Q, 7 (t) := r(a+ 8 —t) legyen
az ellentétesen iranyitott gérbe. Ekkor

Lo

3° Ha f korlatos az () tartoményon, azaz van olyan K > 0, hogy minden
x € Qesetén || f(x)|| < K, és az r : [, f] = Q gorbe L hosszusagu,

akkor
/f’ <K-L.

A vonalintegralhoz alapvetéen egy ,.er6tér munkéja” kapcsolodik. A munkaval
(energiaval) kapcsolatban pedig érdekelhet benniinket, hogy zéart gorbe esetén
van-e energiaveszteség vagy éppen nyereség. Erdekelhet az is minket, hogy két
pont kozott a munkavégzés szempontjabol milyen iton érdemes haladni. Ilyen
kérdésekre ad valaszt a kovetkezd tétel.

13.1.2. Potencial

13.1. Tétel. Legyen Q C R™ tartomdny, f : Q@ = R™, f € C(Q). Az f
fligguény (erdtér) kovetkezd hdrom tulajdonsdga egyenértékd (ekvivalens):

1° Bdrmely r : o, B] = Q, r(a) = 7(B) sima zart gorbe esetén § f =0 (a
§ jel nyomatékositja, hogy zdrt gorbén integrdlunk).

2° Bdrmely rogzitett a,b € § és tetszdleges (r1 : [a1,01] — Q és ro :

s az, Be] = Q, ri(an) = ra(a2) = a és r1(B1) = r2(B2) = b), az ,a
€s b pontot dsszekdtd” Q-beli sima gorbék esetén

Jr=]s

3° Van olyan ® : Q@ — R, ® € D(Q) un. potencialfiiggvény, amelyre
barmely x € Q ési=1,2,...,n esetén

9;®(x) = fi(x),
vagy tomorebben grad® = f.

A tétel tehat arrol szol, hogy ha az f er6térnek van potencialja, akkor barmely
zart gorbe mentén végzett munka nulla, és arrél is, hogy az er6tér barmely
két pont kozott végzett munkaja fiiggetlen az attol.

Nyilvan érdekes lehet ezutédn, hogy milyen f er6térnek van biztosan potenci-
alja.
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13.2. Tétel. Ha Q) C R™ olyan tartomdny, amelyhez van olyan a € €, hogy
barmely x € Q) esetén az

[a, 2] :={a+t(x —a) eR" |t €[0,1]} C Q

(la, z] az ,,a pontot x-szel dsszekitd szakasz”, az ilyen 2 halmaz ,csillagtar-
tomany” az a pontra nézve), és f : Q — R™, f € C(Q) és minden i,j =
=1,2,...,n esetén 0, f; € C(Q) (minden koordindta-fiiggvény minden vdltozo
szerinti parcidlis derivdltja folytonos az  minden pontjdban), tovdbbd

0ifj(x) = 0;fi(x) minden x € Q,i,j =12,...,n

esetén (ez éppen f'(x) derivdltmdtriz szimmetrikussdgdt jelenti), akkor van
® : Q — R potencidlja az f fliggvénynek.

Amikor az ) = R3, akkor ez csillagtartoméany. Ha az er6tér

p
f=1Q | :RR-R
R

megfelelen sima P, Q, R : R? — R koordinata-fiiggvényekkel (az erétér ,kom-
ponenseiként” is szoktak emlegetni), akkor a 0, f; = 0; f; feltétel azt jelenti,
hogy az
81P($) 82P(.23) 83P(.23)
(@)= 1Q(z) 0Q(x) 93Q(x) (xeQ)
a

derivaltmatrix szimmetrikus. Ha még bevezetjiik a rotacio fogalmat is, akkor

€1 €y €3
I'Otf = VX f = 61 82 83
P Q R

= (82R — BgQ)el — (81R — 83P)62 + (BlQ — 82P)63 =0€ R3

az egész R? téren. Fizikdban igy is emlegetik ezt a tételt: ,Rotaciomentes
ergtérnek van potencialja.”

Végiil nézziikk meg, hogy ha egy f er6térnek van potencilja, akkor hogyan
lehet ezt megtalalni, és milyen tovabbi haszon szarmazik a potencial ismere-
tébaol.

Az egyszertiiség kedvéért legyen

f:R? 5 R? f(a,y) := { if;}
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Mivel 9, (z+y) =1 és 0, (x—y) = 1, ezért f'(x,y) szimmetrikus, ezért van f-
nek ® potenciilja, és ez az — egyelére ismeretlen — potencial olyan ® : R2 — R
fliggvény, amelyre

0y®(z,y) =z —v.

Ha 0,®(z,y) = = + y, akkor ®(z,y) = 7”2—2 + xy + ¢(y) alaka, ahol
¢ : R — R, differencialhato, de egyébként egyelSre tetszoleges fiiggvény lehet.
2
Ekkor 0,®(z,y) = v+ ¢'(y) = v —y, igy ¢'(y) = —y, amibdl ¢(y) = —% +c,
ahol ¢ € R tetszdleges.
2

Tehat csak a ® : R? — R, ®(z,y) = % + 2y — % + c alaku fiiggvény lehet
az f potencialja.

Ha ezek utan egy tetszéleges 7 : [, 5] — R? sima goérbe mentén szeretnénk
az f erStér munkajat kiszamitani, akkor (a kozvetett fliggvény derivalasat
szem elGtt tartva)

B8 B
/f=/<ﬂmmmumu:/<ymwmm¢@Mh:

[@(r()]a = B(r(8)) — 2(r(a)),
amely azt mutatja (amit a tétel is sugallt), hogy a vonalintegral értéke csu-
pan a gorbe két végpontjatol” fiigg, és fiiggetlen attol, hogy milyen gérbével
kotottiik Gssze az r(«) és r(B) pontot. Specialisan, ha r(«) = r(5), akkor zart
gorbérdl van szo, és ekkor ®(r(8)) = @(r(a)), igy frf = 0, ahogyan ezt a
tétel is allitotta.

13.2. Feladatok

1. Legyen
rT+y+z
[:R? = R3 flx,y,z2) = y—z és
T+ z
2cost
r:[0,6m] — R, r(t) := | 2sint
t

Szamitsa ki az [ f vonalintegralt!
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Zz
2. Legyen f : R*\ {(0,0)} — R?, f@w%[ ﬁvz}-
- $2+y2
Szamitsa ki az f er6tér vonalintegraljat egy origoé kdzéppontu, egység-
sugar, pozitiv irdnyitasu (az 6ramutato jarasaval ellentétes iranyitasa)
zart kérvonalon.

3. Mutassa meg, hogy az
— L1
) (27 +a3+a5)3/2
FiRN\{(000)} = R?,  F(zi,22,23) = | ~@rasay e
_4(;8%-‘!‘%;1%%)3/2

erGtérnek van potencialja. Szamitsa ki a ® potencialt!
Megoldds: Legyen i,j7 = 1,2,3 és ¢ # j. Ekkor

Zj 3. o 2 2\—5/2
o <_ (x1 + 23 +x§)3/2> - _Ij(—§($1 + a5 +a3)7%%) 2w, =
3 _ L
= —mz(—g(ﬂff +Jf§ +.I‘§) 5/2) . 21‘j = 6]‘ (— (.’I,‘% n .’II% :_ $§)3/2) y

ezért van potencidlja az F erétérnek. Ha @ : R3\ {(0,0,0)} — R, akkor
T
(23 + 23 + 23)3/2

0;® (21,22, 23) = —

akkor
1

(22 + 23 + 22)1/2

(I)(xlazZaxZS) = +Ca

mert
X

(2F + a3 +23)3/%

1 .
0;®(x1, 2, 73) = *5(9”% + 23+ 23) 732 (2m;) = —

1 =1,2,3. Megjegyezziik, hogy F egy origoban elhelyezett M = 1 tGmeg-
pont gravitacios terének is tekinthetd, hiszen az r helyvektord pontban
az m = 1 tomegre hato er6 (az egységrendszer valasztasa miatt felléps
szorzotényezotol eltekintve)

&

1
F(r) = N

(r#0).

Ir

Ennek az erétérnek a potenciélja

B(r) = ﬁ (r #0).
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4. Legyen

2
fiR? SR, f(rc,y):Hgy],

és a gorbe legyen egy lemniszkéta, példaul az

L:={(z,y) eR* | V/(z =22+ 92 /(z+2)> +¢?> = 8}.

(Az L gorbén a sik Osszes olyan pontja rajta van, amelynek a Cy(2,0)
és Cy(—2,0) pontoktol mért tavolsagainak szorzata 8.) Mennyi lesz az
f vonalintegralja a lemniszkatan?

13.3. Vonalintegral

13.3.1. A vonalintegral fogalma és tulajdonsagai

Legyen Q C R™ tartomany, és f : Q@ — R, f € C(Q). Legyen r : [, 8] —
Q, r € Cla,B] és r € CHa,B), tovabba Vti,ta € (o, ), t1 # to esetén
r(t1) # r(t2) egy Gn. sima goérbe.

13.2. Definici6é. Az f fiiggvény r gérbe menti vonalintegraljan az

/T = / N ). i

valos integrélt értjiik.

13.3. Tétel. Hary : [o,8] = Q ésry : [B,7] = Q, 1,72 sima gorbe és
r1(B) = r2(B) (csatlakoznak), akkor azr1Urs : [o, ] = Q, (r1Ura), =r
és (11 Ursg) = ry csatolt gorbék esetén

o=l L

[,8]
(8,1

Bizonyitds.

/U o= /W<f((7°1 Ur2)()), (r1 Ura) (1))dt =

/ CF () @)t + /

B

= [ 1+ [ g

Megjegyezziik, hogy (r1 Urs) esetleg S-ban nem differencialhato, de egy pont
nem befolyésolja az integral értékét.
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13.4. Tétel. Ha r : [a, 5] — Q sima gorbe, akkor az 5o [, B] — Q,

() :=r(a+ 8 —t) ellentett iranyitasa gorbére

[ s

Bizonyitds. Vezessiik be az u := o + 8 — t helyettesitést, ekkor
B
[t = [ Uttars-t)rars-na
a B
= r(u)),7(u))du = — r(u)),7(u))du = — .
/| v, fw) /Q<f(())()> |1

13.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy f Q — R”™ korldtos, azaz AM > 0, Vz €
e Q ||f(x)|| < M. Ekkor azr: o, B] — Q sima girbe esetén

<M-L,

ahol L a gérbe ivhossza.

/a<f(( ))dt /| (t))| dt

/ 1@ -7 ()Hdté/ M -li(#)||dt = ML,

Bizonyitds.

[ -

IN

hiszen f |l7(¢)]|dt a gorbe ivhossza.
(Kozben a Cauchy-Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlStlenséget hasznaltuk.)

13.3.2. Potencial

13.3. Definici6é. Az f : QO — R" legyen Z-tulajdonséagua, ha Vr : [o, 8] —
Q, r(a) = () sima zart gérbe esetén § f = 0.

13.4. Definici6é. Az f: Q — R" legyen F-tulajdonsagu, ha Vry : (a1, 51] —
0 és Vray : [ag, 2] = Q olyan sima gorbék esetén, melyekre még ri(aq) =
=ro(ag) és r1(B1) = r2(B2) is igaz, teljesiil, hogy

[0=].0



218

13. VONALINTEGRAL

13.5. Definici6. Az f : Q — R" legyen P-tulajdonsagi, ha 3¢ : Q - R, & €
€ D(Q) és grad® = f. A ¢ az f egyik potencialja.

13.6. Tétel. Legyen f:Q — R"™. Ekkor Z & F < P.

Bizonyitds.

1° Z = F.

Legyen ry :

[a1, 81] — € sima gorbe, ro : [ag, B2] — Q sima gorbe.

Tegyiik fel, hogy as = f1, és r1(a1) = ra2(ag), m1(B1) = r2(52). Ekkor
az o [ag, B2] — Q, E(t) = ro(ag + By — t) ellentétesen iranyitott
gorbével az r1 U 5 zart gorbe lesz. Igy

tehat

2° F = P.

WS RS R

fo=]s

Rogzitsiink egy a € Q pontot. Legyen ® : Q — R, ®(z) := fn 7,

ahol (ﬁ
=12,...

jeloljon egy a-t x-szel Gsszekotd sima gorbét. Legyen e; (i =
,n) az i-edik egységvektor. Ekkor

® ) — @ 1
i 2@ Hse) —®@) o 1 /_ =1 r)=
s—0 S s—=0 8 a,r+se; at

.1 .1

i%g ; (f(x—l—teﬁ,eﬁdt-lgrg);/o filz + te;)dt =
1

il_rg% ;fl(x +Je;) - s = fi(x). (13.1)

(Lasd a abrat.) Kozben felhasznaltuk, hogy az [x, x + se;] szakaszt
a~y:[0,s] = R™, v(t) := x+te; paraméterezéssel allithatjuk els, melyre

Felhasznaltuk még a folytonos fliggvény integralkozepét is. Az utolso
lépés f; folytonossidganak a kdvetkezménye.

3 P=Z

Legyen 7 : [, 8] — Q, r(«) = () sima zart gérbe. Mivel 3® € D()
potencial, ezért

B

8
/f=/ <f(r(t)),*(t)>dt=/ (grad®(r(t)),(t))dt =

(e
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X X'*‘Sei

13.4. dbra

B

B
— [ wowyiwi = [ @)y -
= [@(r(t)]a = ®(r(B)) — ®(r(a)) = 0,
hiszen r(«) = r(5) miatt ®(r(a)) = ¢(r(8)).

Mivel Z = F, F = P és P = Z, ezért az f mindharom tulajdonsaga
egyenértéki.

Miel6tt a potencial létezésének elégséges feltételével foglalkoznank, egy on-
magaban is fontos, gyakran hasznalt eredményt mutatunk be.

Legyen g : [a,b] x [e,d] = R, g€ C. A

b
G:lc,d] =R, G(y) ::/ g(z,y)dzx

fiiggvényt paraméteres integralnak nevezziik (y a ,paraméter”).

13.7. Tétel. Legyen g : [a,b] X [c,d] = R, g € C és Dag € C([a,b] X [c,d]).
Ekkor a G : [¢,d] — R, G(y) := fab g(z,y)dx figguényre G € D(c,d), és
Yy € (¢,d) esetén

b
G'(y) = / Dy, y)dz.

Bizonyitds. Legyen y € (c,d) tetsz6leges. Ekkor Vs € (¢, d), s # y esetén

_ b
G(Sz_j(y) —/a O29(x, y)dx =
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Siy (/:g(wvs)dw - /abg(a%y)dx> - /b dog(z,y)da =

1 b

[ (gta5) — gla)a - / Doy, y)dr =

p— /329171] 55—y dz—/aggxy

:/(829(%77) Oag(z,y))da.

Mivel dag € C, ezért Ye > 0 3§ > 0, hogy V(z,s),(z,y) € [a,b] X [¢,d],
amelyre
[(z,s) = (@, 9)| = [s —y| <4,

teljesiil, hogy |029(x, s) — O2g(x,y)| < €, és mivel n az y és s kozott van, igy
|n —y| < ¢ is fennall, amibsl
|02g(,m) — Dag(x,y)| < e

is kovetkezik.
Legyen s € (c,d), s # y olyan, hogy |s — y| < 8. Ekkor

_ b
‘G@ G [" gt )

S$—Y

b
< / 9292 m) — Dag(a, y)lda <

b
</ edr =¢e(b—a).

G(s)=Gy)
s—y

Ez éppen azt jelenti, hogy Jlim,_,, és

. G(s)-G b
&) = i C=AD o0y

5=y s—vy a
Ezt a tételt a ,paraméteres integral derivalasa” néven szoktak emlegetni, és
formaélisan azt mondja, hogy

d b b ag
@L g(w,y)dw—/a afy(x,y)dx,

azaz kellen sima fliggvény esetén az integral paraméter szerinti derivalésat
az integrél alatt is el lehet végezni.

Legyen Q2 C R™. Az Q) tartomany csillagtartomany, ha Ja € Q, hogy Vx €
€ Qesetén az [a,z] := {a+t(x —a) € R" |t € [0,1]} C 2 (az a pontbol az O
minden pontjahoz el lehet ,Jatni”...).
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13.8. Tétel (a potencial létezésének elégséges feltétele). Legyen @ C R™
csillagtartomdny. Legyen f € CY(Q) (Vi,j = 1,2,...,n esetén 0;f; € C(Q))
ésVi,j=12,...,n esetén Va € Q pontban

0ifj(x) = 9;fi(z),

azaz f'(x) € R™" szimmetrikus mdtriz. Ekkor 3P : Q — R, amelyre Vi, j =
=1,2,...,n esetén Yz € Q pontban 0;®(x) = fi(z), azaz van potencidlja az
f fliggvénynek.

Bizonyitds. Legyen © € Q, = # a tetszsleges. Legyen az a pontot z-szel
0sszekots szakasz a
0,1]3t—a+tlx—a) e

sima ,,gorbe”. Jeldlje ezt cﬁ. Az cﬁ gbérbén vett vonalintegral legyen a &
fliggvény x-beli értéke, azaz

D:0 - R, O(x) ::/ﬁf:/o (fla+t(x —a)),z — a)dt.

Megmutatjuk, hogy ® potencialja az f fiiggvénynek. Legyen i € {1,2,...,n}
tetszbleges index. Ekkor Vx € () esetén

1 1 n
0;P(x) = 3,-/0 (fla+t(x—a)), z—a)dt = ai/O ij(a+t(xfa))(xjfaj)dt =

[Most alkalmazzuk a paraméteres integral derivalasarol szolo tételt. A ,para-
méter” most x; lesz. Igy folytatva a szamolast:|

= /0 Z{aifj(a +tx—a))t}- (z; —a;)+ fila+t(x—a))-1|dt =

[hiszen ha j # i, akkor 0;(x; —a;) = 0. Most hasznéljuk ki, hogy 0, f; = 9; fi.
Igy kapjuk, hogy:|

1 n
:/O Z{ajfi(ath(x*a))t}'(xj*aj)JFfi(ath(I*CL)) dt =

[Tekintsik a ¥ : R = R, U(¢) :=t- fi(a+ t(x — a)) fliggvényt. A simaségi
feltevések miatt ¥ € D és

V() = fila+tl@—a)+t fllat+to—a)-(w—a)=
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= fila+t(z —a)) —&—tzajfi(a +t(x—a)) - (x; —aj).

j=1

Vegyiik észre, hogy az integral alatt éppen W’(t) all. Ezért:|

1
_ /0 W ()dt = [T(O)]) = T(1) — T(0) = fi(a+a —a) = fi().

[Kozben tobbszor derivaltunk kozvetett fiiggvényt. . . |
Tehat 0;®(x) = fi(x). Mivel f; € C, ezért 9;® € C, amibdl mar kivetkezik,
hogy ® € D. Igy valoban ® az f potencialja.



14. fejezet

Differencialegyenletek

A természetben, tarsadalomban zajlé folyamatok leirasara alkalmasak a dif-
ferencidlegyenletek. Az alabbi témakoroket targyaljuk:

e A differencialegyenlet fogalma
e Szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenletek megoldasa

o Alkalmazasok

14.1. Differencialegyenletek

14.1.1. Alapfogalmak

Legyen Q C R? tartomany, f : Q — R folytonos fiiggvény. Keressiik az olyan
y : R — R fiiggvényeket, amelyek D(y) értelmezési tartomanya nyilt inter-
vallum, y folytonosan differencialhato, minden = € D(y) esetén (z,y(x)) €
és
y'(z) = f(z,y(z)).

Ezt a problémat elsérendd differencialegyenletnek nevezziik, és az y' = f(x,y)
szimbolummal hivatkozunk ra. Latni fogjuk, hogy ennek a problémanak alta-
laban végtelen sok megoldasa van. Ha azonban valamely zo pontban elGirjuk
a megoldas y(xzo) értékét, akkor rendszerint egyetlen megoldast kapunk. Az

y(w0) = Yo

Osszefiiggést kezdeti feltételnek nevezik. A feladatokbol kideriil majd, hogy
ilyen tipusi feltételek természetes médon hozzatartoznak a differencidlegyen-
letekhez.

223
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Felvetddik a kérdés, hogy az f fiiggvény folytonosséiga elegendé-e ahhoz, hogy
legyen megoldésa az y' = f(x,y) differencialegyenletnek, illetve, ha van meg-
oldésa, akkor hogyan lehet ahhoz eljutni.

14.1.2. Szétvalaszthato valtozéju differenciadlegyenlet

A problémaval torténd jelenlegi elsé ismerkedésnél csak azzal a speciélis eset-
tel foglalkozunk, ahol az f : R? » R fiiggvény el6all

fx,y) = g(x)h(y)

alakban, ahol g,h : R »— R folytonos fiiggvények, D(g) intervallum, és a h
fliggvény nem veszi fel a 0 értéket. Az ilyen differencidlegyenletet
szétvalaszthato valtozojunak nevezziik és tomdorebben az

y' = g(x)h(y)

kifejezéssel jeldljiik. Tegyiik fel, hogy valamely y : I — R fliggvény megoldasa
a feladatnak, azaz minden x € T esetén y/(z) = g(x)h(y(z)). Ekkor

v _ .
P y(x))—g() (zel) (14.1)

Legyen H := [1/h és G = [g az 1/h és a g egy-egy primitiv fliggvénye.
Tetsz6leges x € I esetén

(Hoy) () = H'(y(x))y () = G'(x) = g(x).

Mivel a (H oy)’ és a G’ derivaltfiiggvények (14.1)) szerint az I intervallumon
megegyeznek, azért a H oy és G fiiggvények csak egy konstansban térhetnek
el egymastol. Azaz van olyan ¢ € R szam, amellyel minden = € I esetén

H(y(z)) = G(z) +c.

Ha a H fiiggvénynek van inverzfiiggvénye, H !, akkor
H™Y(H(y(z))) = H(G(2) + o),
azaz minden x € I esetén
y(z) = HY(G(x) + ¢). (14.2)

Tehat az y' = g(x)h(y) feladat minden megoldasa elGallithato alakban.
(Behelyettesitéssel ellendrizhets, hogy ezek a fiiggvények valoban megoldé-
sok.) Megjegyezziik, hogy ezt a gondolatmenetet csupan formélisan kovetve
egy konnyen megjegyezheté megoldasi eljarashoz jutunk:

y' = g(x)h(y)
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Y~ ga)hn)

dy
h(y)

Ezt az egyenletet integralva és bevezetve a H := [1/h és G = [ g primitiv
fliggvényeket a

= g(z)dx

H(y) =G(z) +c

egyenlethez jutunk. Mindkét oldalra alkalmazva a H~! inverzfiiggvényt a
megoldast kapjuk.

Nézziik meg, hogy ez az egyszertien megoldhato tipus milyen jelenségek le-
irasara alkalmas.

14.1.3. Alkalmazas

Tegyiik fel, hogy egy radioaktiv anyag a ¢ = 0 idépillanatban m( tomeg.
Az id§ el6rehaladtaval a ¢ > 0 iddpillanatban jelolje m(t), mig a t + At
idépontban m(t+ At) a sugarz6 anyag tomegét. Feltessziik, hogy a ¢ és t+ At
id6pont kozotti Am := m(t+ At) —m(t) tomegvaltozas egyenesen aranyos a t
idépontbeli m(t) tomeggel és az eltelt At idével: Am ~ m(t)At. Sugarzasrol
van sz0, igy At > 0 esetén Am < 0. Bevezetve egy k > 0 aranyossagi tényezot
a Am = —km(t)At, azaz a

Am

A —km(t)

egyenlGséghez jutunk. Ha At — 0, akkor a

Am  dm

At dt

Am A = —km(t)

differencialegyenletet kapjuk. Ebben most x helyett ¢ a valtozo, és y(x) helyett
m(t) az ismeretlen fiiggvény. A differencialegyenlet szétvalaszthatd valtozo-
ju (k most nem is fiigg a t valtozotol). Oldjuk meg az egyenletet az imént
ismertetett modszerrel. Szétvalasztva a valtozokat

d
N _ _kat.
m

Mindkét oldalt integralva
Inm = —kt + ¢,

melybdl

m = efkt+c — efktec.
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Mivel a kezdeti feltételbsl mg = m(0) = e’e® = e¢, azért a megoldas barmely
t > 0 esetén

m(t) = moe *t.
A sugarzo anyagok egyik jellemzGje a T felezési id6, amely megadja, hogy
mennyi id§ alatt tinik el az anyag tomegének fele. A T felezési id6vel meg-
adhato a k bomlasi allandé. Ugyanis

mo
2

= m(T) = mge "7,

melybdl

In2
==
Kutatasok kimutattak, hogy él6 névényi szervezetben a szén 14-es izotopja-
nak koncentracioja allando, mivel a szétsugarzodo C'* potlodik a legkorbsl
az asszimil4ci6 soran. Azonban, amikor példaul egy fa elpusztul, akkor tobbé
nem épiil be a C', ezért csokken a fa anyagaban a koncentracioja. Talaltak
egy korhadt fatorzset, amelyben a C'* térfogategységre es6 mennyisége csak
90%-a a szokasosnak. Hany évvel ezel6tt pusztult el a fa, ha tudjuk, hogy a
C14 felezési ideje 5370 év?
Mivel a C'* mennyiséget a fa elpusztulasatél szamitott ¢ idé mulva az

k

m(t) = mge™ 7"
képlet adja és jelenleg a fa anyagaban a C' mennyisége 0,9mq, azért a kere-
sett id6t a

_ In2
0,9m0 = Mmpe 5370 ¢

egyenlet adja. Mindkét oldalt mg-al osztva, majd logaritmust véve

In2
In09 = ——22y
n0.9= =237

melybdl

In0,9
In2
Tehat a fa 816 évvel ezel6tt pusztult el. Ez a példa illusztralta a Cl%-es

kormeghatéarozas modszerét, amelyért 1960-ban W. Libby amerikai vegyész
kémiai Nobel dijat kapott...

t =—5370 = 816 év.

14.2. Feladatok

1. (Korlatlan szaporodas modellje) Legyen a t = 0 idSpontban mg témegd
virus egy varos lakosaiban. Irjuk le a jarvany kialakulasanak modelljét
(ha nincs ellenszere a virus szaporodasanak...).
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2. (Korlatozott novekedés modellje) Egy szigeten legfeljebb M mennyiségi
(példaul tomegi) nyal szaméra terem elegendd fi. Betelepitenek mg
mennyiségi nyulat. Irjuk le a nyulak mennyiségének idgbeli valtozasat!

Megoldds: Jelolje m(t) a kérdéses mennyiséget a ¢ idépontban. Feltehe-
t6, hogy egy t id6pontban ennek At id6 alatti megvaltozasa aranyos az
eltelt At id6vel, az m(t) nytalmennyiséggel és a sziget maradék nyulel-
tartd képességével. Azaz

m(t + At) — m(t) ~ m(t)(M — m(t))At.
Bevezetve a k szaporodasi tényezst
m(t + At) — m(t) = km(t)(M — m(t))At.

Elosztva az egyenletet At-vel, majd a At — 0 hataratmenetet véve a

d
d—T =m' = km(M —m)
szétvalaszthatod valtozoju differencidlegyenletet kapjuk. Szétvalasztva a
valtozokat d
m
——— = kdt.
m(M — m)

Felhasznalva, hogy

11, 1
m(M—-m) M\m M-m
kapjuk, hogy

1 1 1 m
. Am=—(nm—-n(M-m)) = —1
/m(M—m)dm M(nm n( m)) A T

. Az egyenlet masik oldalat is integralva

1

1 —
U n T —m kt+c
In — " = Mkt + Mc
—m
MTE — oMkt Me.
Ebbésl
eMk:t
m(t) =M

e—Mc + CMkt'
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i

14.1. dbra

Az m(0) = mg kezdeti feltételbol

1
mo = e*MC + 17
melybdl
eMc _ Mo
M — mo
Igy a megoldas
© =M oMkt
m = 4M7 .
Tomo + eMkt
Lathato, hogy
li t)y=M li L =
Parel m(t) = Pare) M;Lmo oMkt 41
0

3. Oldja meg az alabbi differencialegyenleteket !

a) y =xy, z €R
b) y = —ytgz, v € (—7/2,7/2)

oy =5v1+y%z>0



15. fejezet

Tobbvaltozo6s fuggvény
integralja

A valos-valos fiiggvény integraljat most mas irdnyban altaldnositjuk. Elju-
tunk egy feliilet alatti térrész térfogatahoz, amelynek kiszamitasat valos fiigg-
vények integraljanak kiszamitasara vezetjiik vissza. Az alabbi témakoroket
targyaljuk:

e TGbbvaltozos fiiggvény Riemann-integraljanak definicioja

Az integral kiszamitasa téglalapon Fubini-tétellel

Az integral kiszamitasa normaéaltartoméanyon

Az integral kiszamitasa mas tartoméanyokon integraltranszformacioval

15.1. Tobbvaltozoés integral

15.1.1. A tobbvaltozo6s integral fogalma

Legyen T := [a,b] X [c,d] C R? egy zart téglalap. Legyen f : R? >— R
kétvaltozos folytonos fiiggvény, amelyre T' C D(f). Készitsiik el az [a,b] in-
tervallum egy @ = 9 < o1 < ... < @1 < x; < ... < x, = b &s a [¢,d]
intervallum egy ¢ = yp < ... < Yp—1 < Y < ... < Ym = b felosztasat.
Minden [z;_1,x;] részintervallumban vegylink fel egy &; € [z;_1, ;] és min-

den [yr—1,yx] részintervallumban egy nx € [yr—1,yx] pontot (i = 1,...,n,
k=1,...,m). Készitsiik el a
Tn,m = > F(&mo) (@i — zio1)(yk — yk—1)

i=1,...,n, k=1,....m

229
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kozelit6osszeget. (A o, m szemléletesen [x;_1,x;] X [yk—1,yx] téglalap alap-
lapt, f(&,nr) ,magassagt” (ez lehet negativ szédm is!) hasabok ,elGjeles”
térfogatanak az Gsszege.)

Az f fiiggvény folytonossaga miatt igazolhato, hogy ezeknek a kozelitEossze-
geknek létezik hatarértéke abban az értelemben, hogy van olyan I € R szam,
hogy barmely € > 0 hibakorlathoz van olyan § > 0 szam, hogy minden olyan
felosztasra, amelyben

max{x; —z;—1 |i=12,...,n} <0

és

max{yp — yp—1 | k=12,....,m} <0
és ezekben tetszllegesen felvett &; € [x;—1,z;] (i =1,...,n) és Nk € [Yr—1,Yk)
(k=1,...,m) esetén

|On,m —I| <e.

Az ilyen I € R szamot az f fiiggvény T téglalapon vett integraljanak

nevezzik és
/ f=1
T

Erre a fogalomra réviden ugy szoktak hivatkozni, hogy

li i i = Ti- —Yk-1) =
/Tf xi—xifﬁol,rgk—ykqeo;f(g ) (@i — 1) (Ye — Yr—1)

lim Z f(&isme) A Ay = / f(x,y)dady.
ik [a,b]x[c,d]

Axz;—0, Ayr—0

Az [ [ € R szdmot az [ feliilet alatti

H:={(z,y,2) €R®| (x,y9) €T, 0< 2 < f(z,y), ha f(z,y) >0
vagy f(z,y) <z <0, ha f(z,y) <0}

térrész ,elGjeles” térfogatanak nevezziik.

15.1.2. Az integral kiszamitasa téglalapon és normaltar-
tomanyon

Nyilvanvalo, hogy a bemutatott eljaras végigvitele igen nehézkessé tenné az
f fiiggvény T téglalapon vett integraljanak kiszamitasat.

Idézziik fel a valos-valds fliggvény integraljanak térfogatszamitasra valod alkal-
mazasat. Legyen most az [a, b] intervallum tetsz6leges x € [a, b] pontjaban a
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S(x) \

15.1. dbra

H sikmetszetének teriilete S(x) (15.1] abra). Ez a teriilet a [¢,d] 5 y — f(x,y)
fiiggvény [c, d]-n vett integralja:

S(z) = / f(y)dy.

Ha ezt az [a,b] 2 z — S(z) fiiggvényt (amely f folytonossdga miatt foly-
tonos) integraljuk az [a, b] intervallumon, akkor

Hasonl6 gondolatmenettel addédna, hogy

for= [ ([ ) an

15.1. Tétel (Fubini-tétel). Legyen f: R? — R, f folytonos és [a,b] X [c,d] C
C D(f). Ekkor

/[a,b]x[c,d] = /ab </cd f(:c,y)dy> dr = /Cd (/ab f(l’,@/)dx) dy.



232 15. TOBBVALTOZOS FUGGVENY INTEGRALJA

Példaul legyen f: R? — R, f(z,y) = xy. T := [0,1] x [2,3]. Ekkor

3 1 3 2 1 3 243
T Y Y 9 5
f=/ (/ wydx>dy=/ [y] dy:/ dy:[] = 1=
~/T 2 0 2 2 0 2 2 4 2 4 4

Az f fuggvény T téglalapon vett integraljanak definicioja nem igényelte, hogy
az f folytonos fliggvény legyen. Ha f nem folytonos, akkor eléfordulhat, hogy
nem létezik az I € R szam. Ha azonban létezik a kivant tulajdonsagu I szam,
akkor az f fiiggvényt integralhatéonak mondjuk a T téglalapon, és ekkor

|-t

Ezzel a megjegyzéssel tériink at az f : R? >~ R fiiggvénynek nem téglalap
alaki halmazokon vett integralhatosagara és integraljara.

Legyen a,f : [a,b] — R folytonos fliggvény olyan, hogy minden x € [a, ]
esetén a(z) < B(z). Legyen

N, = {(w,y) € R? |z € [a,8] és a(z) <y < B(a)}

2z x-tengelyre nézve normaltartomany”. Legyen f : N, — R folytonos
fiiggvény. Mivel a, 8 € Cla,b], ezért van olyan ¢,d € R, hogy minden z €
€ [a,b] esetén ¢ < a(z) < B(x) < d. Terjessziik ki az f fliggvényt a

T := [a,b] X [e,d]

téglalapra a kévetkez6 modon:

P P _ J flzy), ha(z,y)e Ny
fiT =R f(x,y).—{ 0, ha (z,y) € T\ N,.

Ez az f fiiggvény olyan, hogy f| v, folytonos, mig a 7'\ N, halmazon azono-
san 0. Igazolhato, hogy az ilyen f fliggvény integralhato, és az f figgvény T
téglalapon vett integralja segitségével értelmezziik az f fiiggvény N, normal-

tartomanyon vett integraljat:
[ r=[+
Ny T
A Fubini-tétel szerint

/zf:/Tf:/ab (/cdf(fﬂay)dy>dx:
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b a(z) B(z) d
- / < / Fla,y)dy + / fla,y)dy + f(w,y)dy> do =
a c a(r) ﬁ(r)

_ /ab </j:) f(m,y)dy) dz,

hiszen [c, a(z)] Sy f(z,y) =0, [a(x),B(x)] 2y — f(x,y) = f(z,y) és
[B(x),d] 2y — f(z,y) =0 barmely x € [a,b] esetén.
Példaul legyen f: R?2 — R, f(z,y) = zy és

N, :={(v,y) eR?* |we[-1,1]és2® —1 <y <1-—2?}.

1 122 L2 1—a?
/ f / / zydy | de = / [m} dx =
N, -1 \Jz2—1 L 20,2

1 1
- / f(lfg;?)?fg(:cQ—l)de:/ 0dz = 0.

12 -1

Ekkor

Ertelemszert modositassal kapjuk az N, y-tengelyre nézve normaltartomény-
ra vett integralt is.

Az el6z6ek mintajara épithets fel az f : R? D— R fiiggvény T := [ay, b1] X
x [ag, ba] X [as, bs] téglara vett integralja, az erre vonatkozo Fubini-tétel, majd
az Ny, xy-sikra nézve normaltartoményon vett integral is.

Az N,, C R?® az zy-sikra nézve normaltartomany, ha létezik az [a,b] C R
zart intervallum, léteznek «, 5 : [a,b] — R folytonos fliggvények, amelyekre
a(z) < B(z) (x € [a,b]), és léteznek a A, : R? D— R folytonos fiiggvények,
amelyekre A(z,y) < p(z,y) (x € [a,b], a(z) <y < B(x)) olyanok, hogy

Nl'y = {(xvyaz) € R3 | HAES [a7b}7 Oé(.%‘) S Yy S B(Z‘), /\(x’y) S < S ,u(x,y)}.

Tegyiik fel, hogy f : R® >— R, folytonos fiiggvény, és N, C D(f). Ekkor

b B(x) wn(z,y)
/ f:/ / / f(z,y,2z)dz | dy p dz.
Ny a a(z) A(@,y)

15.1.3. Az integral transzformaciéja

Az egyvaltozos helyettesitéssel torténd integralasnak is van megfelelGje a
tobbvaltozos integralasban. A valos valtozos helyettesitéses integral szerint,
ha ¢ : [a, f] — [a, ] szigorian monoton névs bijekeio, és ¢ € D, akkor

b B
/ f(a)da = / F6(8) - &' (1),
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Tegyiik fel, hogy az f : R? D>— R fiiggvényt a Q C D(f) halmazon szeret-
nénk integralni. Ha szerencsénk van, akkor taldlunk olyan ® = (¢, ¢) : T — Q
bijekciot, ahol T' = [ar, 8] X [, ] C R? egy téglalap, ® folytonosan differenci-
alhato, és barmely (u,v) € T esetén

) | Oup(u,v)  Oyd(u,v)
det@(U,U)‘ B, v) Byp(u) |7

Bebizonyithato, hogy ekkor
[ 1= [ #6w0), v w0) - det () dude,
Q T

Példaul Q := {(x,y) € R? | 22 +y? < 4}, ami egy origd kozéppont, 2 sugarii
zart korlemez. Az f 1 R? = R, f(x,y) = 2% +y°.
Mivel a

(¢,9) :==10,2] x [0,27] = @, P(u,v) :=ucosv, P(u,v) := usinv
bijekci6 (polartranszformacio néven ismert), és

cosv —usinv

. :ucoszv—l—usinQv:u,
sinv  wucosv

det(d), "/’)/(u7 U) =

ezért

/ z? + y2dady
Q

/ {(ucosv)? + (usinv)?} ududv =
[0,2]x[0,27]

2 27 2 ’LL4 2
/ (/ u3dv) du = / [u%]%”du = [277] = 8.
0 0 0 4],

Az f: R?® D= R fiiggvények integralasanal gyakran konnyitést jelent, ha
észrevessziik, hogy az

X(r,¢,9) = rsintdcos¢
Y(r,9,9) := rsindsing
Z(ryp,9) = rcose

transzforméacioval az
[R1, Ra] X [p1, p2] x [U1,02] =T

téglat a Q C R? integralasi tartoméanyra kolcsondsen egyértelmtien képezi le
ad:=(X,Y,2): T — Q figgvény, és det &’ #£ 0 a T téglan. Ekkor

sindcos¢ —rsindsing rcosdcosp
det ®'(r,¢,9) = | sind¥sing rsindcos¢ rcosdsing | = —r*sind.
cos v 0 —rsind
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Ekkor

/ f(@,y, 2)dadydz = / FX(r,6,9),Y (1,6, 0), Z(r, §,9)) -1 sin 0-drdgdo.
Q T

Az itt alkalmazott térbeli polartranszformécio olyan @ térrészekre alkalmas,
amely egy gomb valamilyen része (félgdmb, gombréteg stb.).

15.2. Feladatok

1. Legyen f:R? = R, f(z,y) := zy + 2 fiiggvény, és T := [0,1] x [1,2] egy
téglalap. Szamitsuk ki az fT f(z,y)dady integralt!
Megoldds: Alkalmazzuk a Fubini-tételt:

1 2
/Tf(:z:,y)d:rdy = /0 dx/1 (zy + 2)dy =
1 2 2

y .
:/ dz {x—f—?y} dy =
0 2 y:l

1 1
3
:/ dx(2m+4—§—2):/ —z+2dx =
0 2 0o 2
_[32
122
2. Legyen N, := {(z,y) | 0 < 2 <2,2—2 <y < iz +3} egy z ten-

gelyre nézve norméaltartomany, tovabba legyen f(z,y) := 2z +y + 1,
g(x,y) := x két feliilet. Szamoljuk ki a

+2 1 Syl
r| = - = —.
, 4 4

N o

H:= {(x,y,z) R’ | (:z:,y) €N, és g(:z:,y) <z< f(zry)}

térrész térfogatat! (A probléma akar egy granitdarab térfogatbecslésé-
nek a modellje is lehet ...)

Megoldds: Lathato, hogy az N, tartomanyon f(x,y) > g(z,y), ezért a
H halmaz térfogata = [y f— [y 9= [y [—g.

/ 2z +y+1—ax)dedy =
N,

2 so+3
= / dx/ r+y+1dy =
0 2—
2 y=%x+3

y?
:/dx{xy—i——&—y} =
0 2 y=2—x



236 15. TOBBVALTOZOS FUGGVENY INTEGRALJA

—/Zd( Leva)+ 1L +32+1 +3
= . T\x 2$ B 2.23 21‘

2 _ 2
ﬂ—i—Z—x):

—(z(2—2)+

2 3 2
9 , 7 9z 9 7
= -2 +6x+ -dx=|=-— + + = = 22.
/0 8;10 6x 5 x [8 3 3z 240

3. Legyen f(z,y) =2y ((z,y) € R?) &s K = {(z,y) | 2* +y* < 4} egy
korlap. Szamitsuk ki az [} f(x,y)dzdy integralt!
Megoldas: A K korlapot elgallithatjuk a

D:={(r,¢) |07 <2,0<¢<2m}
téglalap képeként az
T=rcosp, y=rsing
polartranszformécioval. A transzformacié Jacobi-determinansa

cos¢ —rsing
sing rcoso¢

| det(z(r, ¢),y(r, )"l =

:T,

ezért

/ flz,y)dady = / flrcos,rsing) - rdrde =
K D

2 27 2 2 q0=2m 2
:/ dr/ rcos¢~rsin¢d¢:/ dr [rQbm(ﬂ :/ 0dr = 0.
0 0 0 2 lp=o 0

4. Szamitsuk ki az fooo e~ dx improprius integralt !
Megoldds: Legyen R > 0 tetszéleges. Az ... abra jol szemlélteti, hogy az
origd kbzépponti R és Rv/2 sugart negyedkérlap kozrefogja az N (R) =
= [0, R] x [0, R] négyzetet.

Tekintsiik az f(x,y) := e~ @ ty)=e e ((z,y) € R?) pozitiv kétval-
tozos fliggvényt. Egy pozitiv fliggvény alatti térfogat nagyobb teriilet
tartomanyon nagyobb lesz, ezért a K(r) := {(z,y) | z,y > 0és 2% +
+y? < r?} jeldlessel

fea It

A Fubini-tétel alapjan

R R 5 o R R R R
/ f :/ d!L‘/ e~ (@ +y )dy :/ dre=7 / e Vdy =
N(R) 0 0 0 0



15.2. FELADATOK 237

= </€Rew2dx>2.

Az ezt az integralt kozrefogd két integralt polartranszformacioval sza-
moljuk ki. Ha R > 0, akkor a

D:={(r,¢) |0<r<RO0<¢<}

vl 3

téglalapon értelmezett
T=rcos¢, y=rsing

leképezés a K (R) negyedkorlapot allitja els, ezért

/ f:/ flrcos ¢, rsing) - rdrde =
K(R) D

TR IR L
z/ d(b/ er~rdr:/ do |[—=ze™" =
0 0 0 2 r=0

1 g2 1\
—<‘26 *2) 2

Hasonl6an kapjuk az

1 2 1 ™
(e
/K(R\/g) 2 2) 2
eredményt is.

A kiszamitott integralokat (15.1)) egyenlStlenségbe helyettesitve azt kap-
juk, hogy barmely R > 0 esetén

2
R
z(1 - eiRz) < (/ €x2d$> < I(1 - e*QRZ).

Vegyiik az egyenlStlenség hatarértékét, mikozben R — +oo. Ekkor

oo 2
([ o) s g S

amelybél [;° e dx = @
Megjegyezziik, hogy ebbdl az eredménybdl a g(x) := e’ (x € R)
fliggvény parossagat kihasznalva kévetkezik, hogy

/ e dy = 2/ e da = /7.
0

— 0o

™ 2
lim —(1—e )=
P

e
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Tovabbi kovetkezményt is belathatunk. Ha m € R és o > 0, akkor
kiszamitjuk az
<1 @em?
—e 207 dx
—oo V2O

integréalt, amely az m,c paraméterti normalis eloszlast valoszintiségi
valtozo strtségfliggvényének az integralja.
Vezessiik be a

r—m

o2

helyettesitést. Ekkor
z=0V2t+m és dz = ov/2dt.

Ha ,z = —0”, akkor ,,t = —”, és ha ,,x = +o0”, akkor ,;t = +o0”, igy

> 1 (x—m)? ° 1
/ e 22 dr = / _tQU\det =
— 00

e
2ro —oo V2TO

SV



16. fejezet

Vektoranalizis

Térgorbék jellemzdit értelmezziik és szamitjuk ki (gorbiilet, torzid, ivhossz).
Feliileteken is bevezetjiik az integral fogalméat. A Newton—Leibniz-formula al-
talanositasaként integralatalakito tételeket (Gauss, Stokes) fogalmazunk meg.
Az alabbi témakoroket targyaljuk:

Gorbe érintdje, binormalisa, fénormalisa
Gorbe rektifikalhatosaga és hossza
Gorbiilet, simulékor, torzid

Feliiletek paraméteres megadasa

Felszin definicidja

Felszini integral

Feliileti integral

Gradiens, divergencia, rotacio

Stokes-tétel, Gauss-tétel

16.1. Vektoranalizis
16.1.1. Térgorbék

Legyen 7 : [a, 8] — R3 egy megfelelsen sima (7,7, 7 € C és barmely t €
€ (o, B) esetén 7(t),7(t), 7(t) # 0) térgérbe. Mar lattuk, hogy 7(to) a gorbe

239
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to paraméterd pontjahoz huzott érintévektor. Jeloljik az r(tg) iranyaba
mutatd egységvektort t-vel:

Ezt tangencialis vektornak nevezziik.

Most legyen a gorbe Py pontja az r(tg) vektor végpontja. Vegyiink fel tet-
sz6legesen a gorbén Py és Py (P, P # Py) pontokat. Ha a P;, Py, P, nem
esik egy egyenesbe, akkor egy sikot hataroznak meg. Kozeledjen Py és P is
Py-hoz. Tegyiik fel, hogy az altaluk meghatarozott sikok is kozelitenek egy
hatarhelyzethez, ami szintén egy sik. Ezt a sikot a gérbe Py ponthoz tartozd
simulé sikjanak nevezziik (lényegében ez a sik tartalmazza a goérbe Py-hoz
kozeli kis darabjat). Megmutathato, hogy a simulé sikot az 7(tg) és az 7(to)
vektorok feszitik ki, ezért a sik egyik normalvektora az 7(tg) x #(tg) lesz.
Ebbdl a simul6 sik barmely pontjahoz vezetd r helyvektorra fennall, hogy

((7(to) x #(to)),r — r(to)) =0 (a simulo sik egyenlete).

A simul6 sik normalvektorabol szarmaztatott egységvektor a binormalis:

Nyilvan b binormaélis meréleges a t tangencialis vektorra. A b és t sikjat
rektifikalé siknak nevezziik. Ennek a siknak az egyik normalvektora a ¢ x b,
amelybdl szarmaztatott egységvektort az f fénormaélisnak nevezziik:

f — (’I’(to) X T(t(])) X T(to)
= (7 (to) x #(to)) x 7(to)|l”

Az f és b sikja a normalsik (ennek egyik normalvektora az 7(tg) érintGvek-
tor.7

At, f, b paronként egymasra merdéleges egységvektorok, amelyek ebben a sor-
rendben jobbsodrast rendszert alkotnak. A gorbe r(to) helyvektort pontjahoz
illesztett ¢, f, b vektorrendszert kisérd triédernek nevezziik (ty valtozasaval
a kisérs trieder is valtozik, a gorbe szamara nagyon természetesnek tinik ez
a rendszer).

A koznapi értelemben is fontos tudni egy ut hosszat. Tisztazni fogjuk, hogy
egy 7 @ |a, 8] — R3 térgérbének mikor van ivhossza, és ha van, akkor azt
hogyan definialjuk.

Legyen 7 az [«, f] egy tetszoleges felosztasa:

Tia=ty<t—1<...<t;_1<t; <...<t,=2p.
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Az r(t;—1) és r(t;) a gorbe pontjaihoz vezets helyvektor, igy ||r(t;) — r(ti—1)||
a két pontot Gsszekots szakasz hossza. Legyen

3

L(r) =) lIr(t:) = r(ti-1)ll

i=1
az r(tg), r(t1), ... r(t,) pontokhoz tartozo tordttvonal hossza. Készitsiik el az
Osszes ilyen toréttvonal hosszat tartalmazé szamhalmazt :

{L(7) | T felosztasa az [a, B8] intervallumnak}.

Ha ez a halmaz feliilrél korlatos, akkor az r térgorbét rektifikalhaténak
(,kiegyenesithets”) nevezziik, és ekkor

sup{L(7) | 7 felosztésa az [a, ] intervallumnak} =: L

R-beli szdmot nevezziik a térgorbe hosszanak. Ha a halmaz feliilr6l nem kor-
latos, akkor nincs hossza a térgorbének (vagy végtelen hosszt).
Maér lattuk, hogy sima gorbe esetén

r(ti) —r(tic1) =7 (&) - (G —tic1) (& € [tima, ti]),

igy

n

L(r) =Y _|Ir(t:) —r(tic)| = Y 1#(&) - (ki — tiza),
i=1

i=1
ami egy integralkozelitd Osszeg. Megmutathatd, hogy ez sima gorbe esetén
elvezet a gorbe ivhosszéhoz: sima gorbe rektifikalhato, és

B
L:/ ||7(¢)]|de.

Ha r : [a,8] — R sima gorbe, akkor barmely t € [a, 5] esetén legyen
s(t):= f; |I7(w)||du a gorbének a t paraméterti pontig terjedd ivhossza (nyil-
van ez is létezik). Az értelmezés alapjan lathato, hogy

d t
’ _ ¢ . — ||y
S0 =5 [ IF@ldu = )|
Ha t,t + At € [a, 8], akkor
t+AL
As = s(t+ At) — s(t) = / [l7(uw)||du =~ ||7(t)||At, ha At =~ 0.
¢

Az r térgoérbe mentén mozgo6 pont palyamenti (keriileti) sebessége ebbdl

szarmaztathato:
As ds

o(t) = lim 22 = = # (1),
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Gyakran hasznaljuk a szogsebesség fogalmat. Tegyiik fel, hogy az r(t) és az
r(t + At) vektorok hajlasszoge A¢. Az r térgorbe ¢ paraméterd pontjaban a
szOgsebesség legyen

A¢
w(t) = Aliglo At

Elég sima gorbe esetén kiszamitjuk az w(t) szdgsebességet. Ismert, hogy
[r(t) x r(t + A = [[r@)] - Ir(t + At)|| - sin Ag.
Felhasznélva, hogy r(t) x r(t) = 0,

[[r(8) x (r(t + At) — 7))
@) - [lr(t + A

sin A¢ =

Emlékezve arra, hogy limae—0 sizﬁ¢ =1, és At — 0 esetén A¢p — 0, tovabb
szdmolunk :
sinAg Ag _ [r(t) x "=
Ag At lr@ - It + A

r(t+At) —r(t)

A, At =),
AGIr(t) x )
wt) = X = T rer

Egy autéban utkanyarulathoz érve fontos tudni, hogy mennyire ,,gérbiilt” az
at, mennyire tér el az egyenestSl. Az elég sima gorbe ¢ és t + At paramé-
terd pontjai kozotti gérbeiv hossza legyen As. E két pontbeli érintévektor
hajlasszoge legyen Aq. A t paramétert ponthoz tartozoé gorbiileten a

Aa
Gt) = Alirilo As
hatarértéket értjik. A gorbiilet arrol tajékoztat, hogy As at megtételekor
mekkora a sebességvektor szogelfordulasa. Ha G nagy, akkor ,,éles” a kanyar,
ha G kozel nulla, akkor lényegében egyenes az tt.
Kiszamitjuk a gorbiiletet is elég sima gorbe (7,7 € C') esetén. Ha As = 0,
akkor At = 0, igy

Aa _Aa As
As At T At
amibdl
. Aa . Aa . As g
G(t) — Al}srgo As = Alir—I:O AL Al}tIBO N Q(t) : ”T(t)”v
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ahol Q(t) az 7 (ez is térgorbe!) szogsebessége a t paraméterd helyen. Tehat

_ @) < FON Ly 7@ < F@)l
G(t) = NEOIEEE [7(®)]| = TIFOF

Legyen G(t) # 0 esetén
1

R(t) :== 0]

Igazolhato, hogy a gorbe t paraméterid pontjahoz illeszkedd R(t) sugara kor,
mely a simulé sikban fekszik, és amelynek a kozéppontja az f fénormalis
egyenesén van, a gorbéhez jol simulé kort ad. Simulé kornek nevezik. Az r
gorbén valé mozgés rovid szakaszon a simul6 koron valé mozgassal helyette-
sithetd.

A gorbiilet azt mutatja meg, hogy egy gorbe mennyire tér el az egyenestdl.
Egy masik jellemz6 adat, a torzié arrol tajékoztat, hogy a gérbe mennyire tér
el egy sikgorbétsl.

A gorbe simul6 sikjanak normalvektora a binormalis. Ha a paramétervalto-
zassal a simul6 sik véltozik, akkor errél a binormalis elhajlasa taniskodik. A
As ivhosszvaltozéassal jaré binormalis szogelfordulas jellemzi a torziot (csa-
varodast), azaz a t paraméterd helyhez tartozo torzio legyen

Ap

T(#) = Jim X5

> 0.

ahol AS az r(t) és az r(t + At) gérbepontoknal érvényes simul6 sikok nor-
mélvektoranak (b(t) és b(t + At)) hajlasszoge, As pedig a két pont kozotti
ivhossz. Az eléz6ekhez hasonloan, elég sima gorbe esetén (7,7, 7 € C)

T(t)—l' %_1' %.E_l' %.1' g_
T Ash0 As | AlS0 AL DAL AS0 AL Albo AL
Ib() x bl .
= —————:||7(?)],

ahol az osztando6 a b binormalis, mint térgorbe szogsebessége. Behelyettesit-
ve a binormalisra megismert elGallitast, egyszertisitések utdn a torziodra azt
kapjuk, hogy
7(t) x #(t), 7 (¢
Ty - O, FB)]

[l7:(8) < ()|

Megjegyezziik, hogy ha a szamlaloban a ,yvegyesszorzatnak” nem vessziik az
abszolut értéekét, akkor T'(t) > 0 esetén jobbcsavarodasa, T'(t) < 0 esetén
balcsavarodéasi gorbérsl beszéliink. Csavarmeneteknél, csigalépcsénél jelen-
tésége lehet ennek is ...
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16.1.2. Feliiletek

Legyen S egy sik a térben. Az S sik egy pontjdhoz vezessen az r, vektor.
Legyen tovabba az a és b két nem parhuzamos sikbeli vektor. Ismert, hogy az
S sik tetszoleges pontjahoz vezets r vektor elGall alkalmas u, v € R szamokkal

r=ry+ua+vb
alakban. Koordinatanként ez azt jelenti, hogy

T = T+ uay+ vby
= Yo+ uaz + vby
= zo+ uas + vbs.

Tehat az S sik barmely pontjat harom kétvaltozés fliggvénnyel meg tudtuk
adni.
Ez altalanosan is igaz. Legyen

d:RZO- R, O =

N <

ahol X,Y,Z : R? >— R. Ha Q := D(®) C R?, akkor barmely (u,v) €
esetén az

X(u,v)

Y(u,v) | € R

Z(u,v)

a tér egy pontjahoz vezetd helyvektort ad. Ezek a pontok egy feliiletet (két-
paraméteres feliilet) hatdroznak meg. Példaul a @ : [0,27] x [0, 7] — R?,

3sinvcosu
®(u,v) := | 3sinvsinu
3cosv

egy (0,0,0) kdzéppontt, R = 3 sugari gombfeliilet kétparaméteres eldallitasa
(16.1] abra).

Legyen ® : R? > R3, (ugp,v9) € D(®). A p: R D= R?, p(u):=®(u,vp),
a feliileten fut6 gorbe legyen az u-paramétervonal, mig a ¢:R D>— R3
q(v):=®(up,v) a v-paramétervonal abra).

Ha @ sima fliggvény (X, Y, Z koordinata-fliggvények parcialis dervialtjai foly-
tonosak), akkor p(ug) és ¢(vg) az u-paramétervonal ill. a v-paramétervonal
érint&vektorai, és ekkor az n := p(ug) x §(vo) a @ feliilet P(ug, vg) pontjahoz
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16.1. 4bra

UgV)

0 (uvy)

16.2. abra
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tartozo érintésikjanak a normaélvektora lesz. Mivel

auX(Uo,’U()) avX(UO;UO)
plug) = | .Y (ug,vo) és  q(vo) = | 0Y(ug,v0) |,
8uZ(u0,v0) Oy (UO7U0)

ezért az érintGsik normaéalvektora az

[ J k
n=|0,X 08,Y 0,2
0, X 0,Y 0,7
determindns, ahol a parcialis derivaltakat az (ug,vo) helyen kell venni.
Legyen @ sima felilet, (u,v), (v + Au,v), (u + Au,v + Av),
(u,v + Av) € D(®P) pontok altal meghatarozott téglalap. Ennek teriilete
Au-Av. A

X
O(u+ Au,v) — P(u,v) =~ | 0,Y(u,v) | Au=:a,

2(

X

D(u, v+ Av) — ®(u,v) = | 0,Y(u,v) | Av=:

ezért a feliileten futo u- és v-paramétervonalak altal hatarolt ®(u,v), ®(u +
+ Au,v), (u+ Au, v+ Av), ®(u,v + Av) ,csticsokkal” jellemezhets feliilet-
darab felszine kozelitsleg a ®(u,v) feliileti ponthoz tartozd érintdsikon lévs
olyan paralelogrammaénak a teriilete, amelynek oldalvektorai a és b. Ez a
teriilet a vektoriélis szorzattal kifejezhetd:

A J k
la x b = ||n|AvAv = ||| 0, X 0.Y 0uZ || - Aulw.
WX 0,Y 0,7

A paramétertartomanyt az u és a v tengellyel parhuzamos egyenesekkel elég
strtn felosztva AuAv teriileti cellak keletkeznek (16.3] abra).

A cella képe a feliileten egy ,gérbevonalu cella” lesz, melynek felszinét sza-
moltuk ki az el6bbiekben. Ha ezeket Gsszegezziik, akkor a ® feliilet felszinének
egy kozelitGosszegét kapjuk:

OuX (u,v) 0y X (u,v)
S Y (w,v) | x| 0, (u,0) | [|Audv

W Z (u,v) 0y Z (u,v)
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Au

16.3. abra

amely a felosztas minden hataron tuli stritésével a @ feliilet € értelmezési
tartomanyara vett integralhoz tart. Tehat a ® feliilet felszine

S ::/ |0,® x 0, ®||dudv,
Q

ahol
OuX O X
0,0 =1 0.Y és 0, 2= 9,V
OuZ 7

Az integralando fiiggvényt egyszerisithetjik. Mivel a, b vektor esetén

lla x b lal® - [1B]|* sin® & = [|a*|[b]|*(1 — cos® o) =

llal*l1Bl* = llall®llo]l* cos® a = [lall*[1B]1* — ((a, b))?,

ezért

S =/(||8u<I>H2||8v<I>|\2 — ((0,®, 8,))*)2dudv.
Q

Felszini integral

Legyen ® : R?2 D= R3 Q := D(®) egy sima feliilet. Tegyiik fel, hogy
a feliilet minden pontjahoz hozzarendeltiink egy valds szamot, azaz legyen
U:R?2>= R, D(U) := ®(Q). Tegyiik fel, hogy U folytonos. Az U ,skalar-
fliggvény” @ feliiletre vett integraljat a szokisos modon értelmezziik:

1° Felosztjuk az € paramétertartomanyt AuAw teriileti cellakra.

2° A cellakban felvesziink tetszdlegesen (u',v") pontokat.
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3° Elkészitjiik az U(®(u',v")) - ||0uP % 0, P||Aulv szorzatot (az U fiiggvény
egy feliileti pontban vett értékének és a AuAw teriiletii cella képének a
kozelits tertiletét szoroztuk Ossze).

4° A > U@, ) - [|0,P x 0,P||Aulv egy integralkizelits Osszeg.

5° Az U skalarfliggvény & feliiletre vett integraljan a kozelitGosszegek hatar-
értékeét értjik:

Au—0,Av—0

/ U = lim NN U@, ) - (|0 x 9, || Aude =
@ u v
= / U(®(u,v)) - ||0uP(u,v) X 0, (u,v)||dudv.
Q

Feliileti integral

Legyen @ : R? D>~ R3, Q := D(®) egy sima feliilet. Tegyiik fel, hogy a feliilet
minden pontjahoz egy vektort rendeltiink, azaz F : R® >— R3, D(F) =
= ®(Q). Tegylik fel, hogy F folytonos. Az F yektorértékd” fliggvény ® felii-
letre vett integraljat az eddigiekhez hasonldéan értelmezziik:

1° Felosztjuk az € paramétertartomanyt AuAwv teriiletd cellakra.
2° A cellakban tetsz6legesen felvesziink (u',v") pontokat.
3° Elkészitjiik az F(®(u',v")) vektort.

4° A cella (u,v) ,sarokpontjahoz” tartozé ®(u,v) ponthoz tartozik egy érin-
t6sik, amelynek normalvektora

Ou®(u,v) X 0y ®(u,v).
Mivel a AuAvw teriiletd celladhoz tartozo feliiletelem teriilete
AS &~ |0, P(u, v)Au X Oy P(u, v)Av| = ||0uP(u,v) X 0,P(u,v)||Aulv,

ezért a

AS = (0,P(u,v) X 0,P(u,v))Aulv

vektort felszinvektornak nevezziik. (A AS hossza éppen a feliiletelem
teriilete, és irdnya a feliiletre merdleges, p(u), ¢(v) vektorokkal jobb-
sodrast rendszert alkot.)

5° Elkészitjiik a

YD (F(e(,0)),AS)

skalaris szorzatok Osszegét. Ez egy integralkozelits Osszeg.
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6° Az F vektorértékii fiiggvény & feliiletre vett integraljan a kozelit6osszegek
hatéarértékét értjiik:

LF = Au—}éHAlv—)OZ Z 8 q)(u U)
X 8U<I>(u,v)>AuAv =
= /Q<F(<I>(u,v)),8u®(u,v) X 0, ®(u,v))dudwv. (16.1)

16.1.3. A nabla

A nabla egy jelképes vektor, amely az x szerinti, az y szerinti és a z szerinti
parcialis derivalasra ad utasitast. Jele V. Vektorként is hasznalhato, skalaris
és vektorialis szorzatok egyik tényezdje is lehet.

O
V= | 0y
-
Ha f: R?® D= R sima fiiggvény, akkor
Onf
gradf =Vf=1| 0,f
0.f

(Itt az f ugy viselkedik, mint egy vektor szamszorzoja, csak a szokastol elté-
réen most a vektor mogott helyezkedik el.)

Ha f: R?® D>~ R3 sima fiiggvény, akkor az f’(z,y, z) € R3*3 derivaltmatrix
féatlojaban allo elemek Gsszege legyen a

din({l?7y, Z) = axfl(x7y7 Z) + 8yf2(l’7y7 Z) + azfd(x7y7z)

Az f divergenciaja a V vektorral:

divf =(V, f)

(a nabla és az f vektor skalaris szorzata).
Ha f: R3 >— R? sima fiiggvény, akkor az f'(x,y,2) € R3*3 derivaltmatrix
f(’iétl(’)ra szimmetrikusan elhelyezked()’ elemei kiilonbségeibdl allo vektort az f

s s 04

8yf3(z,y,z) - 3Zf2(x,y,z)
rotf(z,y,2) = | 0.fi(x,y,2) — 0. f3(x,y, 2)
3zf2($>y72) - 8yf1(x7yvz)
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Az f rotacidja a V vektorral:
rotf =V x f

(a nabla és az f vektor vektoridlis szorzata).

A gradf jelentését az iranymenti derivalt kapcsan deritettiik fel, a rotf a vo-
nalintegral témakorében, a potencial létezésének elégséges feltételénél keriilt
mar el6. (A divf hamarosan megjelenik.) Lathato, hogy a grad, div és rot
egy-egy differencialasi utasités, amely a V segitségével attekinthetévé valik.
A V valoban tgy viselkedik, mint egy vektor. Példaul f : R? >— R elég sima
fliggvény esetén

rot(gradf) =V x (Vf) =0,

hiszen V és V f ,parhuzamosak”. (A derivalasok hosszadalmas elvégzése utan
is ezt kapnank.)
Megemlitjiik, hogy a V sajatmagaval vett skalaris szorzata a Laplace-operator:

A= (V,V),
azaz ha f : R? D= R elég sima skalarfiiggvény, akkor a
Af = div(gradf) = 02, f + 02, f + 02, f

a ,Laplace 7.

16.1.4. Integralatalakito tételek

A valos-valos fiiggvényekre vonatkozoé Newton—Leibniz-formulat fogjuk most
altalanositani. Ennek a tételnek egyik kovetkezménye, hogy ha f : R >— R
folytonosan differencialhato, akkor

b
/ £ = 1(b) - f(a),

amit ugy értelmezhetiink, hogy az f fiiggvény derivaltjanak az [a, b] halma-
zon vett integréalja az f fliggvénynek a halmaz hatarédn valé megvaltozasaval
egyenld.

Az egyik altalanositas a kovetkezs:

Legyen ® : R? D= R3 sima feliilet, melyet egy r : R D= R3 iranyitott
gorbe hatarol (a felszinvektorok iranyabdl nézve az r gorbe pozitiv irdnyitasa
legyen).

16.1. Tétel (Stokes-tétel). Ha F : R3 D= R® sima vektorfiigguény, akkor

/rotF:/F,
o T
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azaz a rotF (az F figguényre alkalmaztunk egy differencidloperdtort) felileti
integrdlja eqyenld a feliilet hatdrdn az F' vonalintegrdljdval.

A masik altalanositas a kovetkezs:
Legyen egy zart, sima feliilet a ® : R? > R3, amely egy V C R? térrészt
vesz koriil (a felszinvektorokat ,kifelé” iranyitjuk).

16.2. Tétel (Gauss-tétel). Ha F : R?® D>— R3 sima vektorfiiggvény, akkor

/divF:/F,
\4 D

azaz a 'V térbeli tartomdnyra integrdlva a divF fiigguényt (egy mdsik differen-
cidloperdtort alkalmaztunk az F figgvényre), ez az integrdl a térrész hatdrdn
vett feliileti integrdlba megy dt.

16.2. Feladatok

cost
1. Legyen r : [0,6m] — R3, r(t) := | sint | egy csavarvonal. Szamitsa ki
t
a tg := 5 paraméterértékhez tartozo

a) kisérd triéder ¢, f,b vektorait,
b) a G(to) gorbiiletet és az R(to) simulokor sugarat,
c) a T(tg) torziot.

Szamitsa ki a csavarvonal hosszat!
2. Legyen

3sinwv cos u
® : [0,27] x [0,7] = R?, ®(u,v) := | 3sinvsinu
3cosv

egy gombfeliilet. Irja fel az (ug, vo) := (0, %) paraméterértékekhez tarto-
26 p:[0,27] - R3, p(u) :=®(u, §) ésaq:[0,7] = R?, g(v):=®(0,v)
paramétervonalakat! (A Foldgombén mit jelentenének ezek?)

Irja fel az (ug,vo) := (%,%) paraméterértékekhez tartozé érintdsik
egyenletét! (Mekkora szdget zar be ez a sik az Egyenlits sikjaval?)

j

3. Az el6bbi ®(u,v) feliiletnek mekkora az

Q={@wolocusl Zos

wl
e

paramétertartoméanyhoz tartozo felszine?
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4. Mutassuk meg, hogy az f : [a, b] X [c,d] — R sima fiiggvény mint feliilet

felszinét a

/Cd (/: \/1 + [Oxf(z,9)]% + [ayf(x,y)de) dy

integral adja!
Megoldds : Legyen

x
@ : [a,b] x [c,d] = R3, ®(x,y) = Yy
f@,y)
a feliilet kétparaméteres elGallitasa.
1 0
O ®(z,y) = 0 Oy ®(z,y) =
0o f(z,y) Oy f(x,y)

10:® (2, y)[1* = 1+ 02 f(z, )], 18y @ (2, y)[|* = 1 + [0y f (2, 9)]*,
(0 ®(2,y), 0y (2, y)))* = (0uf (2, y) - Oy f(2,y))?,
10: 217 - [0, ®]* — (0:®,0,®)* = 1 + (0uf)* + (9, ).
Ebbdl méar kovetkezik az allitas.

u-+v

. Legyen @ : [0,1] x [0,1] — R3, ®(u,v):= | u—v |,ésU :R® - R,

u
U(x,y,z) =z +y+ 2 Szamitsa ki az [, U felszini integralt!

6. Legyen
U+ v
®:[0,1] x [0,1] = R*  ®(u,v):=| u—v |,
u
és
) Y
F:R¥5 R F(x,y,2):=| =z
z
Szamitsa ki az [, F feliileti integralt!
7. Legyen
COS U COS U
® :[0,27] x [0,7/2] — R®, ®(u,v) := | cosvsinu

sinwv
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egy ,fels félgbmb”, és hatarolo goérbéje

cost
r:[0,27] — R, r(t) := | sint
0
%y
Legyen F : R® — R3 F(x,y,2) = yz egy vektorfiiggvény.
z

Ellendrizziik a Stokes-tételt!
Megoldds :

K=
v Q=
Il

1

rotF(z,y,2) =V X F(x,y,2) = | 0,
2

x

Neg
I\

=i(0—y) = j(0 - 0) + E(0 — 2%,

—y —cosvsinu
tehat rotF(z,y, z) = 0 , ot F(®(u,v)) = 0
—a? —(cos v cosu)?
—cosvsinu —sinvcosu
0u®(u,v) = | cosvcosu |, 0p®(u,v) = | —sinvsinu
0 Ccos v
) J k
0 |=

—cosvSsinu  CoSvCosSu
—sinvcosu —sinvsinu cosv

= i(cos® vcosu) — j(— cos® vsinu)+

+ k(cosvsinwsin® u + cosvsinv cos? u) =

OuP(u,v) X 0,P(u,v) =

cosZ v cosu

= | cos’vsinu |,

cos v sinv

és ezek ,kifelé nézs” vektorok.
A Stokes-tétel bal oldala:

/rotF :/ (rot F (@ (u,v)), 0uP(u,v) x 0,P(u,v))dudv =
® [0,27] x[0,7/2]
—cosvsinu cos? v cos u

27 w/2
= / / 0 .| cos?vsinu dv | du =
0 0 2 2 COS v Sin

— COS™ U COS™ u
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27 /2
= / / (— cos® vsinu cosu — cos® vsinv cos? u)dv | du.
0 0
Mivel
3

/— cos® vdv = — /cos v(1 — sin? v)dv =
sin” v

:—/cosvdv+/sin2vcosvdv:—Sinv—i— 3

ezért

/w/Q . |: . Sing U:l m/2 9
—cos’vdv = |—sinv + = ——.
0 3 o

Maésrészt

w/2
/ cos® v(—sinv)dv
0

Ezeket felhasznalva

27\' 2 1
/ rotF' = / sinwu cosu - (—) + cosZu - (—) du =
& 0 3 4

2 [sinQurTr 1 /2’T 1+ cos2u
L
0 0

31 2 4 2
_ g L1, sin2u o
- 42T, T

A Stokes-tétel jobb oldala egy vonalintegral:

2
[F=[ e i -
r 0
o cos?tsint —sint
:/ < 0 , cost >dt =
0 0 0
27 27 .2
2
:/ — cos? tsin? tdt :/ o tdt:
0 0 4

_/2”_1—cos4tdt_ _1t+sin4t 2”__{
o 8 L8 32 ], 4

Tehat ebben a példaban

/rotF:/F:f
(o] T

e
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%y
8. Legyen F : R® = R®, F(x,y,2) := | yz | vektorfiiggvény.
z
Legyen
V= {(z,y,2) €R® | 2? +y* + 2% < R?}

egy origd kozépponti, R sugarit gomb, melyet a
Rcosvcosu

®:[0,27] x [-7/2,7/2] = R?, ®(u,v):= | Rcosvsinu
Rsinv

feliilet hatarol. Ellendrizziik a Gauss-tételt!
Megoldds :

A Gauss-tétel bal oldala:
/ divF = / (2zy + z + 1)dadyd-=.
1% A%

Az integral kiszamitasidhoz célszerl egy polartranszformaciot alkalmaz-
ni. Legyen

7 COSV COS U
W [0,271] x [1/2,7/2] x [0, R] — R®, W(u,v,r):= | rcosvsinu
rsinv
A U bijekcio a T := [0,27] x [7/2,7/2] x [0, R] és a V gbémb kozott.
Szamitsuk ki a helyettesits fliggvény derivaltjanak determinénsat:
—rcosvsinu —rsinvcosu COSVCOSU
det ¥'(u,v) = rcosvcosu —rsinvsinu cosvsinu | =
0 7 COS U sin v

= —rcosv(—rcos? vsin®u — rcos® vcos? u) +
+sinv(r? cos v sin v sin? u 4 72 cos v sin v cos? u) =

T2 COs V.

Mivel v € [-%, 5], ezért |det ¥/ (u, v)| = r? cosv. Ezt felhasznalva

/ (2zy + z + 1)dadydz =
v

2my /2 R
:/ (/ (/ (2(r cos v cos u)(r cos v sinu) +r sinv-+1)r2cos v dr) dv)du:
0 —7/2\/0
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27 w/2 R
= / (/ (/ (2r* cos® v cos usinu + 3 sin v cos v 4 72 cos v)dr)dv)du =
0 —m/2\J0

2 w/2 2 1 1
= / (/ (R5 cos® v cosusinu + ZR4 sinv cosv + §R3 cos v)dv)du.
0 —m/2

A 7. feladatbol

w/2 .3 /2 4
/ cos® vdv = [Sinv _ s U} = —.
—7/2 —7/2

/2 s 2 /2 w/2
/ sin v cosvdv = {sm v} =0, ¢és / cosvdv = 2.
—m/2 2 —m/2 —m/2

Igy az integralast folytatva:

27
4 2 1 2 .
/0 {3 . 5R5 cosusinu + ZR4 + SRs} du =

15 2 3
A Gauss-tétel jobb oldala egy feliileti integral:

/ F :/ <F(®(U,U)),au(1)(u,v) X 3U<I>(u,v)>dudv.
@ [0,27] X[~ %, %]

8mrwﬂ%+“ﬁg#.
0

272
—Rcosvsinu —Rsinvcosu
Ou®(u,v) = | Rcosvcosu |, 0,P(u,v)=| —Rsinvsinu
0 Rcosv

OuP(u,v) X 0, P(u,v) =
L J k
=| —Rcosvsinu Rcosvcosu 0 =
—Rsinvcosu —Rsinvsinu Rcosv
= i(R? cos® vcosu) — j(—R? cos® vsinu)+
+ k(R?cosvsinvsin® u + R% cosvsinv cos? u) =

R2 cos? v cosu
= | R?cos?vsinu
R? cosvsinw

(Rcosvcosu)?(R cosvsinu)
F(®(u,v)) = (Rcosvsinu)(Rsinv)
Rsinv

Ezekkel a fiiggvényekkel
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ZF:

R3 cos® vcos? usinu R?cos?vcosu
= / R2?cosvsinvsinu |, | R%cos?vsinu dudv =
Rsinwv R? coswvsinw

[0,27]x[-%, 5]

o /2
= /( / (R® cos® v cos® usin u+ R* cos® v sin v sin? u+ R® sin® v cos v)dv)du.
0 —m/2

Kiszamitjuk az egyes tagok integraljat.
/cos5 vdv = /(1 — sin” ) cos® vdv = /0033 vdv — /C083 vsin? vdv.
A 7. feladatbol [ cos® vdv = sinv — %

/ cos® vsin? vdv = /(cos3 vsinov) sinvdv =

costv . costv
= — sinv — [ — 7 cosvdv =

4
1, +1/ 5 o
= ——COS vsmv — COS™ vdv.
4 4

A kapott eredményt beirva, rendezés utan azt kapjuk, hogy

5 . sinfv 1, 1 5
cos’ vdv = sinv — 3 +ZCOS vsmv—z cos® vdv,

5 in® 1
1/0055 vdv = sinv — SH; v + Zcos4vsinv,
/“/2 oo = 4 Ly S0 L P44 16
cos’vdv = — |sinv — —cos” vsinwv =—.-=—
—n/2 5 3 4 )2 5 3 15

Ezzel az eredménnyel

m/2
/ (R® cos® v cos® usinu + R* cos® v sin vsin? u + R®sin” v cos v)dv =
—m/2

16 4 ™/2 .. 3 /2
= ZRPcos®usinu + R¥sin?u |- > Y LR _
15 4 /2 3 s
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= %R5 cos® usinu + §R3.
Veégiil
/027T <1§R5 cos® usinu + §R3> du =
_ [16R5 (_) N 2334 T
15 4 3 0 3
Tehat

/divF:/F:4—7TR3.
1% i} 3



16. fejezet

Komplex fuggvények

A valos valtozos, valos értéki fliggvényekkel kapcesolatos fogalmak, tételek egy
része komplex valtozos, komplex értékii fiiggvények korében is érvényes. Erde-
kes lehet kitérni a parhuzamokra és az eltérésekre is. A komplex fliggvénytan
segit a mélyebb Gsszefliggések feltarasdban. Vizsgalatainkban gyakran hivat-
kozunk a szemléletre.

16.1. Komplex sorozatok, végtelen sorok
Legyen a € C és r > 0. Az a pont r sugaru kdrnyezetén a
K.(a):={z€C||z—a| <}

halmazt értjiik, amely egy nyilt kérlemez a (komplex) sikon. A korlemez
lezérasan a
K (a):={z€C||z—a| < r}

zart (kompakt) korlemezt értjiik.

Legyen (z,) : N = C komplex szamsorozat. A (z,) konvergens, ha van olyan
a € C, hogy barmely € > 0 esetén taldlhato olyan N € N kiiszobindex,
hogy barmely n > N (n € N) index esetén |z, — a| < €. (A (z,) sorozat
konvergenciajat jelenti az is, hogy van olyan a € C, hogy barmely ¢ > 0
esetén az {n € N | z, ¢ K.(a)} csak véges halmaz.)

Ha barmely L > 0 szamhoz van olyan N € N, hogy n > N esetén |z,| >
> L, akkor a (z,) sorozat végtelenhez tart; ezt z, — oo jeldlje. (Komplex
sorozatok esetén ne keressiik a z, — —oo jelentését!)

A(z,) sorozat korldtos, ha van olyan M € R, hogy minden n € N esetén
|z | < M.

259
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16.1. Tétel (Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztasi tétel). Minden korldtos
sorozatnak van konvergens részsorozata.

Bizonyitds. Legyen z, = x, + iy, (n € N). Nyilvan |z,| < M és |y,| <
< M. Mivel (x,) valos, korlatos sorozat, ezért a Bolzano—Weierstrass-tétel
szerint van konvergens részsorozata. Legyen ez (x;, ). Tekintsiik az (y,,) soro-
zat (y;, ) részsorozatat. Nyilvan ez is korlatos szamsorozat, ezért 1étezik (y; k1)
konvergens részsorozata. Ha a (ji,) indexsorozattal tekintjiik az (z;5,) rész-
sorozatot, az konvergens marad [konvergens sorozat minden részsorozata is
konvergens ...|. Igy a (2,) = (z, + iy,) sorozat (zj1.1) = (Tjrs + iYjr1)
részsorozata lesz konvergens.

A Bolzano—Weierstrass kivalasztasi tétel segitségével a valos esetre megismert
bizonyitassal parhuzamosan igazolhato6 a

16.2. Tétel (Cauchy-féle konvergenciakritérium). A (z,) C C sorozat kon-
vergens akkor €s csak akkor, ha tetszdleges € > 0 hibakorldthoz létezik olyan
N € N kiiszébindex, hogy minden n,m > N esetén |z, — zm| < €.

A metrikus tereknél megismert szohasznalattal a C teljes metrikus tér, azaz
minden Cauchy-sorozat konvergens.

Legyen (z,) C C, és tekintsiikk az s, := 21 + 22 + ... + 2z, (n € N) részlet-
Osszeget. A > (z,) végtelen soron az (s,) részletdsszeg-sorozatot értjiik. Ha
(s5,) konvergens, akkor > (z,) is konvergens, és > 7 | z, := lims,,.

A valos végtelen soroknal megismert fogalmak, tételek egy része most is ér-
vényes.

16.3. Tétel. Ha > (z) konvergens, akkor z, — 0.

16.4. Tétel (Hanyadoskritérium). Ha lim

konvergens (Y |zn| konvergens).

Zn+1
Zn

< 1, akkor > (z,) abszolit

16.5. Tétel (Gyokkritérium). Ha lim {/|z,| < 1, akkor > (z,) abszolit kon-
vergens (Y |zn| konvergens).

A komplex végtelen sorok kozott is megbizhatoak az abszolut konvergens so-
rok. Abszolut konvergens sor tetszélegesen atrendezhetd, abszolit konvergens
marad, és az Osszege sem valtozik.

Megjegyezziik, hogy majorans kritériumot, véltakozé elGjelid sorokra vonat-
koz6 Leibniz-tételt ne keressiink a komplex sorokra vonatkozoan. . .

16.2. Komplex hatvanysorok

Legyen a € C rogzitett pont, (¢,) : NU{0} — C. Minden z € C komplex szam
esetén vizsgalhato a ), c,(z — a)”, amelyet a kozépponti hatvanysornak
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neveziink. (A (¢, ) az egyiitthato-sorozat.) A hatvanysor konvergenciahalmaza

KH Z en(z—a)" i ={z€C| Z cn(z — a)™ konvergens végtelen sor}.
0 0

16.6. Tétel (Cauchy-Hadamard). Legyen > ,cn(z — a)" egy hatvdnysor.
Tekintsiik az

L i ha lim ¥/|c,| € R és lim {/|c,| # 0

Tim ¥/|cn
R:= 00 ha lim ¥/|c,| =0
)
0, ha lim {/|c,| = oo

konvergenciasugarat. Ekkor

Kgr(a) C KHZC7L(Z —a)" C K,(a).
0

A bizonyitas ugyanolyan, mint amilyen a valos esetben volt. Megjegyezziik,
hogy minden z € Kr(a) esetén a ) ¢, (2—a)™ abszolit konvergens, ha pedig
R’ < R, akkor a hatvanysor a K g/ (a) halmazon egyenletesen konvergens.
(Sajnos a Kr(a) halmazon altalaban nem egyenletes a konvergencia. . . ).
Legyen ), ¢, (2 — a)™ olyan hatvanysor, amelyre R # 0. Legyen

I KHch(z—a)” —=C, f(2):
0

I
o
3

—

I

|

S
~
3

a hatvanysor Osszegfliggvénye.
Néhéany fontos példat mutatunk. Mindegyik esetben legyen a := 0.

1. Legyen ¢, :=1 (n=0,1,2,...). Ekkor lim{/1 =1, igy R =1 és

= 1
f:Ki(0) = C f<z>=;02"=1fz'
2. Legyen ¢, := -7 (n=0,1,2,...). Ekkor lim § # =0, igy R =00 és
Exp:C—>C E = Lo
xp:C — xp(z) '72052'
3. Legyen
o (—l)k(2}€)!, ha n = 2k
" 0, ha n =2k + 1.
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Ekkor lim {/|c,| = 0, igy R = oo és

4. Legyen

- 1 g
Cos:C—C Cos(z) := Z(—l)kiz%.

— (—1)km, han=2k+1
" 0, ha n = 2k.

Ekkor lim /]c,,| = 0, igy R = oo és

5. Legyen

Sin : (C — (C SIH(Z) = Z(_l)kﬁ22k+l.
k=0 ’

1_ ha n =2k
0, han=2k+1.

Ekkor lim /]c,| = 0, igy R = oo és

6. Legyen

Ch:C—C Ch(z):=)_

1 2k
—Z .
2= (2k)!

Cp = m, han=2k+1
07 ha n = 2k.

Ekkor lim {/]c,,| = 0, igy R = oo és

> 1
Sh:C—C Sh(z):=>)»_ mz%ﬂ
k=0 ’

Felttinhet, hogy a valos fiiggvények kiorében az exp (az e alapi exponencialis
fliggvény), cos, sin, ch, sh fliggvények 0 kozéppontt Taylor-sorai nagyon ha-
sonlitanak az Exp, Cos, Sin, Ch, Sh komplex fiiggvényekre. Ezek a komplex
fliggvények a valos valtozos fiiggvényeknek a C komplex sikra torténd kiter-
jesztésének is tekinthetdk. Mély és csak a komplex fiiggvények segitségével
feltarhato osszefiiggések deriilnek ki a tovabbiakban:

Tekintsiik az Exp fiiggvényt a z :=it, t € R helyen:

o0

) i)™ I N S 7 T
EXp(Zt):Z() =14+it————+—=+——=——+...

n! 2t 3t 4t 50 6 T

n=0
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0 & t2k t2 t4 t6
= 1 14 Y
cos ;0( ) @0 TR

t2k:+1 it3 it5 ,L't’?
1sint =1 k =it——+ = — =
Z @k+ 1) TR I
Mindharom Vegtelen sor abszolut konvergens, igy Osszeadva a cost és az isint
sorait akarmilyen moédon, abszolut konvergens sorhoz jutunk:
. R U A A T A 11 — Exn(it
cost+isint =141 3 3!—&—1—1—5—6—?—1—...— xp(it)
Ezzel a nevezetes Euler-formulédhoz jutottunk:

16.7. Tétel. Bdrmely t € R esetén Exp(it) = cost + isint.

(Gyakran az e = cost + isint alakban is emlegetik az Euler-formulat.)
Vegyiik észre, hogy a szamolast barmely z :=is, s € C esetén elvégezve az

Exp(is) = Cos s + iSin s és Exp(—is) = Cos s — iSin s
Osszefiiggés adodott volna. Osszeadva illetve kivonva a két egyenlGséget, a

Exp(is) + Exp(—is) Si Exp(is) — Exp(—is)
ins=
2 ’ 2

Cos s =

eléallitast kapjuk. Erdekes, hogy s :=t 440, t € R esetén is a cost és sint a
komplex exponenciélis fliggvénnyel kifejezhetd.

A hiperbolikus fliggvényeket a valos esetben az exponencialis fiiggvény segit-
ségével értelmeztiik. Vegyiik észre, hogy z = is, s € C esetén

L 0 (is)% B 52 S4 56 B
Ch(zs)—z k)] _l—a—l—a—a—k...—(}oss,
k=0
2. (is)?k ! is®  is®  isT

Sh(iS)szm—i—gl—i—a Ty +.=iSins.
=0

Ezek a kapcsolatok az exponencidlis, a trigonometrikus és a hiperbolikus
fliggvények rokonsagat mutatjak.

16.3. Komplex fiiggvény folytonossaga

Legyen H C C, és f : H — C egy komplex fliggvény. Ha 2z € H, akkor
felirhato z = x + iy, =,y € R alakban, és mivel f(z) € C, ezért ez is felirhato
a valos és a képzetes rész segitségével:

f(2) = [z +iy) = u(z,y) + iv(z, y).
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Lathato, hogy u, v : R2 > R tipust fiiggvény. Gyakran az
u=:Ref, v=:Imf
jelolést is hasznaljak.

16.1. Definicié. Legyen f : C >~ C,a € D(f). Azt mondjuk, hogy f
folytonos az a pontban (jele: f € C[a]), ha barmely € > 0 (valés) szamhoz
van olyan ¢ > 0, hogy barmely z € Ks(a) N D(f) esetén f(z) € K.(f(a)).

16.8. Tétel (Atviteli elv). f € Cla] akkor és csak akkor, ha birmely (z,) :
:N = D(f), zn — a sorozat esetén f(z,) — f(a).

A tétel bizonyitasa szinte azonos a valos esettel.

Ha kornyezetek helyett egyenltlenségekkel fogalmazzuk meg a folytonossag
definiciojat, lathatjuk, hogy a komplex f fiiggvény a := p + iq € C pontbeli
folytonossaga éppen az u,v : R? D= R kétvaltozos fiiggvények (p,q) € R?
pontbeli folytonossagaval ekvivalens.

16.2. Definici6. Legyen f : C D>— C és Q C D(f). Azt mondjuk, hogy f
folytonos az Q halmazon, ha barmely a € Q esetén f € C[a]. Ha Q = D(f),
akkor azt mondjuk, hogy f folytonos fiiggvény, és f € C lesz a jelolése.

A komplex fiiggvényekkel végzett miiveletek pontosan megegyeznek a valos
fliggvények kozotti miiveletekkel, ezért érvényesek maradnak a valos fiiggvé-
nyek kérében megismert tételek:

16.9. Tétel. Ha f € C és A € C, akkor A\f € C.
16.10. Tétel. Ha f,g € C, akkor f+g,f g€ C.
16.11. Tétel. Ha g € C és g(z) # 0,z € D(g), akkor % eC.

16.12. Tétel. Ha f,g € C és g(z) # 0,z € D(g), akkor 5 e C.
16.13. Tétel. Ha f,g € C, akkor fog e C.

16.4. Komplex fiiggvény hatarértéke

Legyen f : C D— C komplex fiiggvény, a € (D(f)) az értelmezési tartoméa-
nyéanak torlodasi pontja, A € C komplex szam.

16.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek az a pontban A a
hatarértéke, ha tetszsleges € > 0 hibakorlathoz van olyan § > 0, hogy minden
z€ D(f),|z—a|] <,z # aesetén |f(z) — A| < e.

A fiiggvénynek ezt a tulajdonsagat lim, f = A vagy lim,_,, f(z) = A jeloli.
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16.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek az a pontban a hatér-
értéke végtelen, ha tetszéleges K > 0 szamhoz van olyan 6 > 0, hogy minden
z€ D(f),|z —a| <0,z # a esetén | f(z)| > K.

Ezt a tulajdonsagot lim, f = oo vagy lim._,, f(z) = oo jeldli.

Megjegyezziik, hogy csak ezt az egyféle végtelen hatarértéket értelmezziik.

16.5. Komplex fiiggvény differencidlhatésaga

Az Q C C halmaz egy a €  pontja belsé pontja a halmaznak, ha van
olyan r > 0 szam, hogy K,(a) C Q. Ezt a € int{) jelolje. A komplex fiiggvény
differencidlhatosagat a valos esethez hasonléan értelmezziik.

Legyen f: C D= C, a € intD(f).

16.5. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az [ fiiggvény differencialhaté az a
pontban, ha létezik a
i L) = (@)

z—a zZ—a

hatarérték, és ez egy komplex szam.
A fiiggvénynek ezt a tulajdonsagat f € Dla] jeldlje.
Ha f € Dlal, akkor a

o 1) = S(@)

zZ—a zZ—a

=: f'(a)
szamot az f fiiggvény a pontbeli differencidlhanyadosédnak nevezziik.

Példaul az f : C — C, f(z) := 22 fiiggvényre tetszéleges a € C esetén

2 2
. 2" —a . z—a)(z+a .
lim :hmwzhmz—l—a:%@
z—a Z — z—a zZ—Q z—a

tehat f € Dlal, és f'(a) = 2a.
Masik példanak vegyiik az f : C — C, f(z) = Z fiiggvényt (ahol a z = x + iy
komplex szam konjugaltja a z := x — iy), és legyen a := 0. Ekkor barmely
z # 0 esetén

f(z) = fla) _

zZ—a

ISR\

Il

Ha z =t +10 (t #0), akkor Z = =1, mig z =it (t # 0) esetén Z = =2 =
= —1, ezért nem létezik a lim,_, £ hatarérték, azaz f nem differencialhato
a 0 pontban. (Kés6bb megmutatjuk, hogy barmely a € C esetén f ¢ Dlal.)

Konnyen atfogalmazhato a differencidlhatosag definicioja:

ISEEN]
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16.14. Tétel. Legyen f : C >— C,a € intD(f). f € Dla] pontosan akkor,
ha létezik olyan F, : D(f) — C, F, € C|a] figgvény, hogy minden z € D(f)
esetén

f(z) = fla) = Fa(2) - (z — a).
Ekkor f'(a) = F,(a).

Példaul az Exp € D[0], mert barmely z € C esetén

e on e P e anl
Expz—ExpO:ZK—lzzﬁz Z ]
n=0 n=1 n=1

)'(Z_O)a

és az -
n—1
F:C—C, F(Z);:ZZ '
n!

n=1

fiiggvény (hatvanysor Osszegfliggvénye) folytonos a 0-ban. Tovabba
Exp(0) = F(0) = 1.

Hasonlé szamolasok eredményeként kideriilne, hogy barmely a € C esetén
Exp, Sin, Cos, Sh, Ch € Dia], és a derivaltak éppen a valés esetben megismert
alaktak. A  derivalasi szabalyok” is érvényben maradnak, hiszen komplex
szamokkal ugyanazokat a miiveleteket végezhetjiik, mint a valés szamokkal.
Kiilon kiemeljiik a kézvetett fiiggvény derivélasi szabalyat :

16.15. Tétel. Ha g € Dla] és f € D[g(a)], akkor f o g € Dla], és
(fo9)(a) = f'(9(a)) g'(a).

A bizonyitas sz6 szerint megegyezik a valds esetben elvégzett bizonyitéssal
(R helyett értelemszertien C halmazt irva...).

Példaul (Exp(it))’ = Exp(it) - 4.

Megvizsgaljuk, hogy a f fliggvény differencialhatésiaga milyen kévetkezmé-
nyeket r6 a Ref valosrész és Im f képzetesrész fiiggvényekre.

Tegyiik fel, hogy az f : C O>— C fiiggvény differencidlhato az a € intD(f)
pontban. Legyen f(z) = f(z +iy) = u(z,y) + iv(z,y), a = p + iq. Ekkor

f(z) = fla) = fx +1y) — f(p+iq) = u(x,y) +iv(z,y)—
{ulp,q) +iv(p,q)} =
= u(z,y) —u(p,q) + i{v(z,y) —v(p,q)}.

Mivel f € Dlal, ezért létezik olyan F, = Fy + iFy € Cla] (ekkor Fy, Fy €
€ Cl(p, q)]), hogy minden z = = + iy € D(f) esetén

f(z) = fla) = Fo(z) - (z —a) =
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= (Fi(z,y) +iFa(z,y)) (@ —p+ily —q) =
=Fi(z,y) (x —p) — Fa(z,y) - (y —q)+
+i{Fa(2,y) - (x —p) + Fi(z,y) - (y — @) }-
Ha &sszevetjiik az és elsallitast, azt kapjuk, hogy

w(e,y) - ulp,q) = [Fi(zy) —F2<x,y>1[j_ﬂ, (16.1)

Tz
o) = vlpa) = Fale) Al 28] e
Vegyiik észre, hogy (16.1) és (16.2) éppen azt jelenti, hogy az u,v : R? D>—
R fiiggvények differencialhatok a (p,q) € R? pontban. Ekkor (16.1)) szerint
du(p,q) = Fi(p,q), dou(p,q) = —F(p,q), mig (16.2) szerint div(p,q) =

= Fx(p,q), 02v(p.q) = Fi(p, ).
Eredményiinket 6szefoglaljuk egy tételben:

16.16. Tétel (Cauchy-Riemann-egyenletek). Ha az f : C D— C fiigguény
differencidlhaté az a € intD(f) pontban, akkor (az f = u+iv ésa =p+iq
jelolésekkel)

alu(p7 q) = aQU(pv Q) és 8lv(p7 Q) = _aQU(paq)

Az elébbi gondolatmenetbdl (lasd a (16.5) egyenldséget) kideriil, hogy
f'(a) = Fola) = Fi(p, q) +iF2(p,q) = d1u(p, q) + idrv(p, q) =

= Oqv(p, q) — iDau(p, q).

A komplex fiiggvény differencialhatosaganak Cauchy—Riemann-egyenletekkel
megfogalmazott sziikséges feltételébsl kideriil, hogy szoros kapcsolat van egy
differencialhat6 komplex fliggvény valos és képzetes része kozott.

Példaul az f : C — C, f(z) := Zz fliggvény sehol sem differencialhato, ugyanis
ha z = x + iy, akkor Z = x — 1y, igy u(z,y) = =, v(x,y) = —y, és ekkor

Ou(z,y) =1 # dv(x,y) = —1.

Ha az u, v parcidlis derivaltjai, 0ju, dau, 01v, O2v folytonosak az a € intD(f)
egy kornyezetének minden pontjaban, akkor igazolhato, hogy a Cauchy—
Riemann-egyenletek teljesiilése a (p,q) € R? pontban elegendd feltétel az
f fiiggvény a pontbeli differencidlhatésagahoz.
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16.6. Komplex fiiggvények integralja

Legyen elgszor f : [, 8] — C valos valtozos, komplex értéki folytonos fiigg-
vény. Ekkor f = fi 4+ ifs, ahol fi, fo : [, 8] — R folytonos fiiggvények.
Allapodjunk meg abban, hogy ilyen fiiggvény integralja

legyen, vagy hagyoméanyosan

f(t)dt := fi(t)dt + i f2(t)dt.
[0,6] [a,6] [,6]

Ertelmezni szeretnénk komplex fiiggvény komplex gérbe menti integraljat is.
Legyen g : [a, 8] = C, g(t) = g1(t) + ig2(t), ahol g1, g2 € Ci(Jev, B]) (folyto-
nosan differencialhato fliggvények). Az ilyen g fliggvény értékkészletét sima
gbrbének nevezziik a komplex sikon. Ha g(a) = g(8), akkor zart gérbérdsl
beszéliink. (Az egyszertiség kedvéért nem kiilonboztetjiik meg a g fliggvényt
és a gorbét. . . )

Példaul adott a,b € C esetén az a pontot a b-vel 0sszekots egyenes sza-
kaszt az e(a,b) : [0,1] — C, e(a,b)(t) := a + t(b — a) fiiggvénnyel adjuk
meg. Az a € C kézéppontd, r > 0 sugaru pozitiv iranyitasa kor a c(a,r) :
: [0,27] = C, c(a,r)(t) := a + rExp(it) = a + r(cost + isint) fiiggvénnyel
irhato le.

Az Q) C C halmaz 8sszefiiggs, ha barmely két a,b € € pontjahoz van olyan
g : o, B] — Q sima gorbe, amelyre g(a) = a és g(8) = b.

Az Q C C tartomany, ha nyilt és dsszefiiggs.

Az Q C C csillagtartomany, ha tartomény, és van olyan a € Q pontja,
hogy béarmely z € Q esetén az e(a, z) egyenes szakasz az ()-ban fekszik, azaz
e(a,z) C Q.

16.6. Definicio. Legyen f: Q — C, f € C() és g : [, 8] — Q sima gorbe.
Ekkor

B
[ 1= [ #a0) g0
g «
az f fiiggvény g gérbe menti integralja.

Gyakran fg f helyett fg f(w)dw integralt irunk.

Erdemes visszaemlékezni a valos fiiggvények korében megimert helyettesités-
sel torténd integraléas és a vektor-vektor fliggvények vonalintegréljanak értel-
mezésére. Ezek 6tvozete a komplex fliggvény integralja.
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Legyen Q C C tartomény, f: Q = C, feC.
1. Legyen g : [a, 8] = Q és h: [B,7] = Q, g(B) = h(8) egyméashoz csatlakozd
sima gorbe. A két gorbe csatlakoztatasaval kapjuk a

oot oo - { 1 12t

szakaszonként sima goérbét, amelyre

[ r= [ stguno - @unea -
gUh «@

=/j f(g(t))g’(t)dtjt/; f(h(t))h’(t)dt=/gf+/hf-

(Elsfordul, hogy a csatlakoztatasi pontban nem létezik a g U h fliggvény de-
rivaltja, de ez az integralhatosidgot nem befolyésolja.) Tehat csatlakozo gor-
béken vett integral az egyes gérbéken tekintett integralok Osszege.
2. Legyen g : [, 8] — €2 sima gorbe. A gorbével ellentétesen iranyitott gorbén
a

Gl = Q91 =gla+B-1)

fliggvényt értjiik.

B B
[t=[ 1o -Twdt= [ fo@+s-0)-gla+s-1- (-

Alkalmazzuk az s := o + 8 — t helyettesitést. Ekkor

B B
[t= [ feog -1 = [ flaongas=- [ 1
7] a a g
Tehat ellentétesen iranyitott gérbén az integral a (—1)-szeresére valtozik.
3. Legyen g : [a, ] — Q sima gorbe, g(t) = x(¢t) + iy(t), ahol
z,y: o, fl =R, x,y € Cila, B]).

Mar ismert, hogy az ilyen fliggvényekkel elGallitott

7:=[§]:[a,61—>R2

sikgorbe fvhossza L(v) = ff V&2(t) + 92 (t)dt. Megbecsiiljiik az f komplex

fliggvény g gbérbe menti integraljanak abszolat értékét:

1=
g

B B
/ Flg(®)g ()] < / Fa(e)] - 19/(1)]dt.
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A g fiiggvény értékkészlete a sik kompakt részhalmaza (kompakt halmaz foly-
tonos képe kompakt), ennek az f folytonos fiiggvénnyel alkotott képe is kom-
pakt, ezért van olyan M > 0, hogy barmely ¢ € [«, 5] esetén |f(g(t))| < M.
Ekkor

ﬂ /‘M (t)lat = [fw#@+wmw:

ahol L a g komplex gorbe ivhossza.

Tehat az f fliggvény g goérbe menti integraljat feliilrl becsiilhetjiik az f
fliggvénynek a gorbére vett egyik fels6 korlatjanak és a gorbe ivhosszanak a
szorzatéaval.

Az elgkésziiletek utan megmutatjuk a komplex fiiggvénytan alaptételét.

16.17. Tétel (Cauchy-alaptétel). Legyen QCC csillagtartomdny, f: Q—C
folytonosan differencidlhato, és g : [, B] — Q sima zdrt gérbe. Ekkor

=

Bizonyitds. Tekintsiik az f(x + iy) = u(z,y) +iv(z,y); g(t) = z(t) + iy(t)
alakban a komplex fiiggvény integraljat:

B
/f / f /<wummmwwummmmwﬂmm&=

= {U(x(t), y()a(t) —v(x(t), y(t)y()} + i{v(x(t), y(8))E(t)+

[e3%

JL i ][5 s
+i /(f<{ Zggg é% } [ “"(g ])dt. (16.3)
Vegyiik észre, hogy az elsG integral az [ Y1 R? 55 R?, mig a masodik

Y
bére vett vonalintegralja (lasd a vonalintegral értelmezését...). A Cauchy—

Riemann-egyenletek miatt az els§ integralnal dyu = 01(—v), a masodik in-
tegralnal Oxv = Oiu, azaz mindkét fliggvény derivaltméatrixa szimmetrikus,

integral a [ Z } : R? o= R? fiiggvény v := [ x } ¢ [, B] = R? zart gor-
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ezért mindkét fliggvénynek van potencialja, amelynek kévetkeztében barmely
zart gorbén vett vonalintegraljuk 0. Tehat [ f = 0.

Megjegyezziik, hogy a tétel altalanosabban is igaz. Elég, ha Q C C egysze-
resen Osszefliggd tartomaéany, azaz minden benne halado zart gorbe altal
hatarolt sikrész is részhalmaza az ) halmaznak.

Az f: Q — C figgvénytdl is elég a differencidlhatosagot megkovetelni (nem
feltétlentil folytonos a derivalt). A gorbe legyen zart, de elég, ha van ivhossza-
saga (rektifikdlhato). Goursat-t6l (1915) ered a tétel ilyen gyengébb feltételek
melletti igazolasa, amely természetesen hosszadalmasabb.

Ratériink a Cauchy-alaptétel Riemanntél szarmazé altalanositasara.

16.18. Tétel (Riemann-tétel). Legyen Q@ C C tartomdny, p € Q és f €
€ C1(Q\ {p}), de f € Clp]. (Az [ figgvény a p pont kivételével folyto-
nosan derivdlhatd, de azért a p pontban legaldbb folytonos legyen.) Legyen
g: o, B] = Q\ {p} tetszdleges sima zdrt gorbe. Ekkor (is) fg f=0.

Bizonyitds. Ha a g gérbe nem keriili meg a p pontot, akkor a g gérbe olyan
tartoményban halad, amelyben érvényes a Cauchy-alaptétel, igy [ f = 0.
Ha a g gorbe altal hatarolt részben van a p pont, akkor vegyiink fgel egy p
kozépponta, r > 0 sugart c¢(p,r) pozitiv irdnyitdsa korvonalat,majd kossiik
Ossze a g gorbe és a ¢(p,r) kor egy-egy pontjat az e egyenesszakasszal.
Tekintsiik az e U <F(p, r)U ‘e U g szakaszonként sima zart gorbét. A komplex
integral tulajdonsagai szerint, felhasznélva a Cauchy-alaptételt

O/euw,numgf/ef+/%<p,r>f+[€f+/gf
:/ef_/c(w)f_/ef+/gf:/gf_/cmmf’

azaz fg f= fc(pm) f. Az f fiiggvény az egész ) halmazon folytonos, igy ha

lesziikitjiik az f fliggvényt a p kozépponta, r sugara zart korlemezre (kompakt
halmaz), akkor ezen korlatos lesz, igy van olyan M > 0, hogy minden z €
€ K,(p) esetén |f(2)| < M.

Legyen 7 > ¢ > 0 tetsz6leges. Az el6bbi eljarast a p kdzépponta, £ sugara
korrel is végiggondolhatjuk, és ekkor

/qf‘ - /C(zw) d

amely azt jelenti, hogy | fg f| egy olyan nemnegativ valos szam, amely bar-
mely pozitiv szamnal kisebb. Ez csak a 0 lehet, tehat

/gf:o.

< M - 27e,
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A Riemann-tétel birtokadban folytonosan differencialhaté komplex fiiggvények
egy érdekes tulajdonsagat mutatjuk meg. Legyen € C C csillagtartoméany,
f € C1(Q), és rogzitsiink egy z € Q pontot. Tekintsiik az

flw)=f(z) ha w # z

F:Q—C, F(w)::{f’(;]) ha 1 — 2.

fiiggvényt. Mivel f € C1(), ezért a z-hez tartozd kiilonbségihanyados-fiigg-
vény is folytonosan derivalhaté6 minden w # z pontban, és a kiilonbségi-
hanyados-figgvény folytonos kiterjesztése z-be (ez éppen az F fliggvény) is
legalabb folytonos z-ben. Ez azt jelenti, hogy F' € C1(Q\ {z}) és F' € C[z].
Barmilyen g, az ) tartomanyban haladé zart sima gorbét tekintiink, amely
korbeveszi a z pontot, a Riemann-tétel szerint

[r=o
g

Reészletesebben:
- 1
Oz/F(w)dwz/de:/M—f(z)/ dw.
9 g W—2z g W—2 gW—2
Kiszéamitjuk az utolso integralt. A h: Q\ {z} — C, h(w) := wl_z fliggvény

folytonosan derivalhato, a g gorbére vonatkozo integralja helyett egy z kozép-
ponti, alkalmas r > 0 sugard ¢(z,r) pozitiv irdnyitast korre vett integralja
is vehet§ (lasd a Riemann-tétel bizonyitasanal kovetett eljarast):

1 1 m 1 , _
dw = dw = — - {Exp(it)dt =
gW—2 c(zr) W— 2 o z+Exp(it)—z

27
:/ idt = 2.
0

Eredményiinket visszahelyettesitve azt kapjuk, hogy

Oz/%dw—f(z)ﬂm'.

Ezért igaz a kovetkezd tétel:

16.19. Tétel (Cauchy-formula). Legyen Q2 C C csillagtartomdny, f € C1(Q),
és g az Q-ban halado sima zdrt gorbe. Akkor a g gorbe dltal hatdrolt G tarto-
mdny tetszdleges z € G pontjdra

F(2) = 1 /gf(w) dw.

2mi zZ—w
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A Cauchy-formula jelentGsége az, hogy ha az f folytonosan derivalhato fiigg-
vény értékeit ismerjik egy g zart gorbe pontjaiban, akkor a G tartomany
minden z € G pontjiban ki tudjuk szamolni” az f értékeit. Mas szoval az f
fiiggvény G-beli értékeit csupan a G halmaz hatéran (a g gorbén) vett fiigg-
vényértékek hatarozzak meg.

Ha ezt a tulajdonsagot Gsszevetjiik a valds valtozos folytonosan differencial-
hato fiiggvények hasonld tulajdonsagaval, akkor azt kapjuk, hogy egy R-beli
tartomany (nyilt intervallum) hataran (az intervallum két végpontjaban) is-
merve egy f € Cp fiiggvény értékeit, ebbdl mar kiszamithato lenne az inter-
vallum minden pontjaban az f fliggvény értéke, akkor az f fiiggvény csak egy
els6foki polinom lehetne (ez a ,linearis interpolacio”). Valds esetben nagyon
sziik fliggvényosztaly rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, amellyel minden
f € Cy komplex fiiggvény rendelkezik.

16.6.1. Primitiv fliggvény, az integral kiszamitasa
Legyen 2 C C tartomany (6sszefiiggs, nyilt halmaz) és f: Q — C.

16.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy az F': Q — C differencialhaté fiiggvény
az [ egyik primitiv fiiggvénye, ha F' = f.

Példaul az f : C — C, f(z) = 22 fiiggvény egyik primitiv fiiggvénye az
F:C—C,F(z):= ?, mert (?)’ = 22 minden 2 € C esetén.

Ha ismerjiik egy folytonos f : 0 — C filiggvény egyik primitiv fliggvényét,
akkor egyszertivé valik barmely Q-ban halado g : [a, 8] — Q sima gbrbe menti
integraljanak a kiszdmitasa, hiszen

B B B
/ ;= / f(g(t)) - ¢ (B)dt = / F(g(t) - (t)dt = / (F(g(t)dt =

[F(g(t))a = F9(B)) — F(g()).

(A kozvetett fliggvény derivalasi szabalyat alkalmaztuk.)

Legyen példaul a,b € C, és g az a pontot b-vel Osszekdts tetszdleges sima
gorbe. Ekkor fq Coswdw = Sinb — Sina, mert Cos = Sin’.

Felvetédik a kérdés ezek utan, hogy milyen feltétel garantilja az f fiiggvény
primitiv fliggvényének létezését.

16.20. Tétel (Morera tétele). Legyen Q C C csillagtartomdny, f € C(Q).
Tegyiik fel, hogy barmely Q-beli h hdromszdgre fh f = 0. Ekkor van primitiv
fligguénye az f fligguénynek.

Bizonyitds. Legyen a €  az a pont, amelyre nézve Q) csillagtartomany.
Tekintsiik az F : Q@ — C, F(z) := fe(a 2 f fiiggvényt. Megmutatjuk, hogy F
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primitiv fliggvénye f-nek.

Legyen z € Q tetsz6legesen rogzitett pont és s € C, s # 0 olyan, hogy
z+ s € Q. Mivel az a, z, z + s cstcst haromszog (lehet, hogy elfajulo, de ez
most nem bayj. .. ) zart gorbe, ezért a feltétel miatt

o= | SN N N
e(a,z)Ue(z,z+s)Ue(z+s,a) e(a,z) e(z,z+s) e(z+s,a)
- - ( [ f>,
e(z,z+s) e(a,z+s) e(a,z)

A S
e(a,z+s) e(a,z) e(z,z+s)

kovetkezik. Ezt felhasznalva

e 8«2 - % </e(a,z+s) /- /e(a,z) f) B % /e(z,z+s) /=

1 1
:é/o f(z+ts)sdt:/0 f(z+ ts)dt.

Tetszbleges s, — 0 (s, # 0) sorozatra

amibgl

1 1
/ et tsdt— £ = [ fettsdt— [ f()at =
0 0

0

1
:/0 (f(z +ts,) — f(2))dt,

igy az f folytonossidga miatt barmely € > 0 hibakorlathoz van olyan N kii-
szobindex, hogy ha n > N és t € [0,1], akkor

1

1
< |f(z+tsn)—f(z)|dt</ cdt — .

0 0

1
/0 F(o + tsn)dt — f(2)

Ez éppen azt jelenti, hogy lim fol f(z +tsy)dt = f(z), igy létezik a

lim

s—0

F(z+s)— F(z)

hatarérték, és
F - F
F'(2) = lim Flz+s) - F(z) _ F(2).
s—0 S
Megjegyezziik, hogy a tétel bizonyitasiban modszert is adtunk a primitiv
fliggvény elsallitasara.
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16.7. Taylor-sor, harmonikus fiiggvények

A valos esethez hasonléan a komplex hatvanysor Gsszegfiiggvénye a konver-
genciakor belsejében akarhanyszor derivalhaté. A derivaltakat a hatvanysor
kézéppontjaban kénnyen megadhatjuk, ugyanis legyen

f2)=co+ci(z—a)+ealz—a)+ez(z—a)® +...+culz —a)" +.
)

fla) = co

fl(2) =c1+2c2(2 —a) +3c3(z —a)* + ...+ ncp(z —a)" F+ ...,
f/(a) =G

f"(2) =2c2+3 2c3(z—a)+...+n(n—De,(z —a)" 2 +...,
1" (a) = 2co

P =k +k+Dk-...-2(z—a)+ ...,
¥ (a) = Kl e

Tehat ¢, = /") (a) (k=0,1,2,...)

Ilyen elgkésziilet utan induljunk ki egy € tartomanyon folytonosan derival-
hato f fiiggvénybdol. (Feltételiink szerint csak az els6 derivaltfiiggvény létezik
és az folytonos.)

Legyen a € () tetszélegesen rogzitett pont. Az € nyiltsdga miatt van olyan
R > 0 sugar, a kézéppontu nyilt korlemez, amely része 2-nak. Ha R > r > 0,
akkor a Cauchy-formula szerint barmely z € K,.(a) esetén

po L[ g,
f( ) /c(a,r ’

ahol ¢(a,r) az a kézépponta, r sugard pozitiv irdnyitasa zart korvonal.
Az integrandusban szereplé 1/(w — z) tortet egy meértani sor Osszegeként
allitjuk elG:

I 1 1 11 i z—a\"
w—z_(w—a)—(z—a)_w—al—z;_w—an:0 w—a)

a
w—a

= 1
zzm(z—a)n

n=0

Azért frhattuk fel a geometriai sort, mert |z — a| < |w — al, ezért |2=%| < 1,
igy a sor abszolut konvergens, és mint fiiggvénysor barmely kompakt részén
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egyenletesen is konvergens. Ez a tulajdonsaga lehet6vé teszi az 6sszegfiiggvény
integraljanak tagonkénti szamitasat.

Visszatérve:
1 f(w) 1 > 1
f(Z) 271 c(a,r) w—z v 271 c(a,r) f(w) nzz:() (w — a)n+1 (Z a) w

SR J/ f(w)
= — — 2 —dw (z —a)"
RZ:O { 270 Je(ar) (w— a)nt! ( )
minden z € K,(a) esetén.

Vegyiik észre, hogy ezzel az atalakitassal azt nyertiik, hogy az f fiiggvény a
K, (a) korlemezen elGallt egy > ¢,(z — a)™ hatvanysor Osszegfiiggvénye-

ként, ahol
1
Cp = —/ ﬂdw, n=0,1,2,...
21 c(a,r) (w — (Z)n+1
Ha pedig az f egy hatvanysor Gsszegfiiggvénye, akkor akarhanyszor is deri-
valhato a K,.(a) korlemezen, és

f®a)=ke, k=012,...

vagy
k!
f“%ﬂ:——/ —Jﬁﬂ—dm k=0,1.2,...
c(a,r)

2mi (w — a)kt1

Gyakran az a helyett z szerepel, és ekkor az

2mi

k! f(w)
(k) _ —
fY¥(z) = /C(ZW) (w — 2)F 1dw, k=0,12,...

formula adodik, amelyet a magasabbrendii derivaltakra vonatkozo Cauchy-
formulédknak neveziink. [k =0 esetben a Cauchy-formulat kapjuk.] Minden-
esetre gondolatmenetiink eredményeként azt kaptuk, hogy ha feC;(Q), ak-
kor barmely a € (2 esetén sorbafejtheté az a pont egy kornyezetében, azaz
akarhanyszor is differencialhato. Ezzel eljutottunk a kdvetkezo allitashoz.

16.21. Tétel (Taylor-sorfejtés). Ha f € C1(2) és a € Q, akkor az a pont
egy alkalmas K,(a) kérnyezetében barmely z € K,(a) esetén

f(Z) = Z CTL(Z - a)n7

n=0

ahol

f) 1 ][ f(w)
n — = — 7(1 y :0,1,27...
¢ n! 270 Je(a,rm) (W —a)Hl e
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Megjegyezziik, hogy a komplex fiiggvénytanban hagyoményosan holomorf-
nak neveznek egy fiiggvényt, ha egy tartoméany minden pontjaban differenci-
alhato. Analitikusnak nevezik a fiiggvényt, ha egy hatvanysor 6sszegfiiggvé-
nye. Most éppen azt mutattuk meg, hogy a holomorf fiiggvények analitikusak.
Ha f € C1(R2), akkor f € Co(Q) is, igy az f fliggvény valos és képzetes ré-
szének a magasabbrendi parcidlis derivaltjai is léteznek, s6t folytonosak is
lesznek. Hasznaljuk fel ezt a tulajdonsidgukat! Legyen f = u + iv. Barmely
x + 1y € Q esetén a Cauchy—Riemann-egyenletek szerint

(9111,(1’7 y) = 827}(1'7 y)
aQu(xv y) = _811](‘]:’ y)
Készitsiik el az els6 egyenlGség = szerinti és a mésodik y szerinti parcialis
derivaltjat:
O (O1u)(z,y) = 01(020)(2,y)
82(82U)(.’L', y) = _62(810)(‘1:’ y)?
majd adjuk Gssze ezeket:
dtu(z,y) + dFu(z,y) = 0.

[Felhasznéaltuk a Young-tételt.]

Az olyan h : R2 O>— R fiiggvényeket, amelyek egy tartomanyon kétszer foly-
tonosan differencialhatok, és amelyek a tartomény minden pontjaban eleget
tesznek a (sikbeli) Laplace-egyenletnek

Oth + 95h =0,

harmonikus fiiggvényeknek nevezik. Kideriilt, hogy ha f € C;(92) komplex
fiiggvény, akkor a valos része (de a képzetes része is. .. ) harmonikus fliggvény.
Kénnyen ellendrizhetd, hogy példaul az 22 + y2, e® cosy, In(x? 4+ y?) harmo-
nikus fliggvények.

16.8. Komplex fiiggvények zérushelyei

Legyen f € C1(2). Az a € Q pontot az f fiiggvény zérushelyének nevezziik,

ha f(a) = 0.
Ha az a € ) pontban az f minden derivaltja 0, azaz minden k € N esetén
f(k)(a) = 0, akkor az a pont koriili korlemezen az f azonosan 0. Hiszen

van olyan K(a) C € korlemez, hogy minden z € K(a) esetén f(z) elsall a
Taylor-soranak osszegeként:

x4k (g
fo=3 9 a0
k=0 ’
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Ebbdl mar kovetkezik, hogy az egész € csillagtartoményon is f azonosan 0,
ugyanis barmely b € ) pont az a ponttal egy korlanccal Gsszekothets, az
egyes korlemezeken pedig f azonosan 0.

Ha feltessziik, hogy az 2 tartoményon f nem azonosan 0, akkor az a zérus-
helyen nem lehet minden rendd derivalt 0, azaz létezik olyan n € N, hogy

f@)=0, f'(a)=0, ..., f" () =0, f™(a) #0.

Ekkor az a pontot az f n-szeres (multiplicitasi) zérushelyének mondjuk.
Ilyenkor az f fiiggvény a pont koriili Taylor-sora

") (a) f ) (a)
n! (n+1)!

IO 5

n! (n+1)!
alakt, ahol g, folytonos fiiggvény, és g,(a) # 0. Emiatt van olyan K (a) kor-
nyezete az a pontnak, hogy barmely 2z € K(a) esetén g,(z) # 0.
A (z —a)™ csak a z = a pontban 0. Kimondhatjuk ezekbdl kovetkezden a
kovetkezs tételt:

flz)= (z—a)" + (z—a)"T ... =

=(z—a) (z—a)+...| =(z—a)"gn(?)

16.22. Tétel. Ha f € C1(Q) és nem azonosan 0 fiigguvény az Q) csillagtarto-
mdnyon, akkor az f zérushelyeinek nincs torléddsi pontja az Q) tartomdnyban.

Ugyanis ha lenne a zérushelyeknek torlédasi pontja €2-ban, akkor f folytonos-
sdga miatt ez a torlodasi pont is zérushelye lenne az f fliggvénynek. Viszont a
zérushelynek van olyan koérnyezete, amelyben mas zérushely nincs. Ez pedig
ellentmond annak, hogy ez a pont zérushelyek torlodasi pontja legyen.

16.9. Becslések

A Cauchy-formulakat becslésekre hasznéljuk.
Legyen Q C C tartomany, a € Q és r > 0 olyan, hogy a K, (a) korlap a c(a, )
hatérol6 korével egyiitt legyen az Q) része, tovabba f € C1(Q). Legyen

M(r) = max{|f(w)| | w € ¢(a,r)},

azaz M(r) az |f| fuggvény legnagyobb értéke az a kozéppontd, r sugart
kérvonalon. Ekkor

£ (a)] < n!ﬂ:), n=0,12,...
r

Ugyanis tekintsiik a Cauchy-formulakat :

n! f(w)
£ (a) = 7/ _ W 4 n=012,. .
( ) c(a,r) (w - a)nJrl

211
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A c(a,r) : [0,21] = C, c(a,r) = a+ rExp(it) a kérvonal paraméteres el6alli-

tasa. Igy

n! Fw)
2 c(a,r) (’LU - a)"+1
n! 2m f(a+ rExp(it)) _ .

L -riExp(it)dt| =
2m /0 (a + rExp(it) — a)nt? riExp(it)

| 27
= 2:7"" o f(a+ rExp(it)) - Exp(—int)dt‘ )

Az Euler-formula szerint Exp(—int) egységnyi abszolat értékd komplex szam,
amellyel vald szorzéas csak elforgatja a vele megszorzott komplex szamokat
(abszolut értékiiket nem valtoztatja...). A komplex integralokra vonatkozo
3. tulajdonség szerint

27

; fla+ rExp(it)) - Exp(int)dt‘ < M(r) - 2m,

amibdl mar kovetkezik, hogy

|
1F™ (@) < ZM(r), n=0,12,...
,r’rL
Az eredményt Cauchy-egyenlGtlenségnek is nevezik.
Meglep6 kovetkezménye van a Cauchy-egyenlGtlenségeknek.

16.23. Tétel (Liouville tétele). Legyen f : C — C,f € Cq, és f legyen
korldtos (azaz létezik olyan M > 0, hogy bdarmely z € C esetén |f(z)| < M ).
Ekkor f konstans figguény (azaz létezik olyan ¢ € C, hogy bdrmely z € C
esetén f(z) =c).

Bizonyitds. Legyen a := 0 és r > 0 tetsz6legesen rogzitett. A Cauchy-
egyenl6tlenségek szerint (nyilvan M (r) < M)

' M
Fmo) < B2 n=012,...
/rn

Az 7 > 0 tetszéleges, ezért 1/r™ barmely pozitiv szamnal kisebb, igy £ (0)
csak 0 lehet. Ez n = 0,1,2,. .. esetén igaz. Legyen z € C tetszGleges, és irjuk
fel az f fiiggvény Taylor-soréat.

I 1 !
SO0, ),
1! 2! n!
tehéat f valoban allandoé fiiggvény.

Erdemes a Liouville-tétel allitasat a valos fiiggvényekre vetiteni. Igaz-e, hogy

f(z)=f(0)+ +...=f(0) =:¢,
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egy f: R =R, f e, f korlatos fliggvény csak konstans fiiggvény lehet?
Nem, hiszen a feltételeknek eleget tesz a sin, cos, arctg fliggvény is, amelyek
egyike sem &llando fliggvény. Most az deriilt ki, hogy ebben a tekintetben a
valos fliggvények a ,,gazdagabbak”. ..

A Liouville-tétel szép kovetkezménye az algebra alaptétele.

16.24. Tétel (Az algebra alaptétele). Minden legaldbb elséfoki polinomnak
van zérushelye a komplex szamok halmazdn.

Bizonyitds. (Indirekt bizonyitas) Legyen n > 1, ¢o, ¢1, ¢2,...,¢n—1 € C, és
P,:C = C, Py(2) :=co+c12+caz® + ...+ cp_12" 1 + 2" egy legalabb
els6foku polinom, amelyrdl tegyiik fel, hogy barmely z € C esetén P, (z) # 0,
azaz indirekt modon feltessziik, hogy nincs zérushelye a polinomnak.
Legyen f : C — C, f(2) = 1/P,(2). Mivel P, € C}, ezért a reciproka is feC.
Megmutatjuk, hogy f korlatos is a C komplex szamsikon.

Konnyen lathato, hogy k& € N esetén lim, ,o, 1/2¥ = 0. Legyen K € R¥
+ tetszoleges, és L := 1/K. Mivel z — oo esetén 1/zF — 0, ezért van
olyan r > 0, hogy ha |z| > r, akkor |c,_1/2*| = |cn—k|/|2|¥ < 1/2n minden
k=12,...,n — 1 esetén. Legyen R := max{r, {/2L}, és legyen z € C olyan,
hogy |z| > R. Ekkor

Cn—1 Cn—2 €o
Pa()l = o 1 = (-t - 2 o 2>
> a1 (et enal el NS L L p
|| |2[? 2| 2

(felhasznaltuk, hogy |a—b| > ||a| — |b|| tetszsleges a,b € C esetén is), azaz a 0
koriili R sugari korlemezen kiviil az f korlatos, hiszen barmely z € C, |z| > R
esetén | f(2)| = 1/|P,(2)] < 1/L = K. Az orig6 koriili R sugart zart korlemez
kompakt (korlatos és zart), az f ezen a zart korlemezen is folytonos, ezért a
Weierstrass-tétel miatt | f| korlatos, azaz f is korlatos.

Azt kaptuk, hogy f korlatos az origo koriili R sugaru zart kérlemezen és ennek
a komplementerén is, tehat f korlatos az egész C komplex sikon. Emlékezve
arra, hogy f folytonosan differencidlhato és korlatos az egész C halmazon, a
Liouville-tétel szerint f konstans fiiggvény, de akkor vele egyiitt a reciproka,
a P, is alland6 lenne. Mivel Pﬁn)(z) = n! # 0, ez ellentmond annak, hogy
P, konstans fiiggvény, igy hamis az indirekt feltételezés, azaz igaz az eredeti
allitas.

Az algebra alaptételébdsl mar konnyen belathato, hogy egy n-edfoki polinom-
nak a multiplicitast is figyelembe véve pontosan n darab komplex zérushelye
van (n € N, n > 1).
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16.10. Komplex fiiggvény maximuma

A Cauchy-formulénak érdekes kovetkezménye a kovetkezd tétel.

16.25. Tétel (Maximum-elv). Legyen Q C C csillagtartomdny, f € C1(Q)),
és legyen T C Q olyan, sima gorbék dltal hatdrolt tartomdny, amelyet a hatd-
rdval egyesitve a T := TUOT lezdrdson az f € C(T). Ekkor |f| a T lezdrdson
a mazimumdt csak a OT hatdron érheti el, azaz ha M := max{|f(z)| | = €
€ T}, akkor minden z € T esetén |f(z)| < M. (Kivételt csupin az dllands f

fiigguény jelent.)

Megjegyezziik, hogy |f| valos fiiggvénynek a korlatos T halmazon a folyto-
nossiga miatt létezik a maximuma. Azt kell csak megmutatni, hogy ha az
|f| & maximumét az a € T bels§ pontban venné fel, akkor f &llando6 lenne az
egész T tartoméanyon.

Bizonyitds. Legyen a € T egy belss pont, és tegyiik fel, hogy | f(a)| = M. Ek-

kor megvalaszthatunk egy p € C, |p| = 1 komplex szamot gy, hogy p- f(a) =
= M. Legyen c(a,r) egy olyan zart korvonal, amely altal hatarolt korlap is
T-ben van. Ekkor a Cauchy-formula szerint, felhasznéalva, hogy c(a,r)(t) =
= a + rExp(it)

1 1 27 E .
fla) = FW) gy = L [T HatrBxpGt) b iar =
278 Jo(amy W —a 27t Jo rExp/(it)

1 [P .
=5 /0 fla+ rExp(it))dt,

amibdl

27 27
M = pf(a) = %/0 pf(a+ rBxp(it))dt = %/0 Re[pf(a + rExp(it))]dt,

hiszen a bal oldalon valés szém &ll, ezért az integrandus is sziikségképpen
olyan, amelynek a képzetes része 0.
Legyen g : [0,27] — R, ¢g(t) := Re[pf(a + rExp(it))]. Kideriilt, hogy

1 2

- £)dt
2 g(t)dt,

azaz M integralkozepe a g fliggvénynek a [0,27] intervallumon, de akkor
g(t) < M (t € [0,27]) miatt minden ¢t € [0,27] esetén g(t) = M. Ha pedig a
korvonalon allandé a fliggvény, akkor ismét a Cauchy-formuléara hivatkozva

@=g [ a2

270 Je(amy W — 2
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barmely z € K,.(a) korlapon 1évs pontra, hiszen

1
dw = 2mi.
/c(aﬂ‘) p— w i

Tehéat a K,.(a) nyilt kérlapon az f — 2L komplex fiiggvény azonosan 0. A T
tartomanyban folytonosan differencialhatd, nem azonosan 0 fliggvény zérus-
helyei a tartomany belsejében nem torlodhatnak, ezért vagy allandé fiiggvény
az f, vagy nem fordulhat el6, hogy f a tartomany belsé pontjaban vegye fel
az M maximélis értéket.

Megjegyezziik, hogy a folytonosan differencidlhato komplex fiiggvények ezzel
a tulajdonsidgukkal ismét a valos, legfeljebb els6fokd polinomokra emlékez-
tetnek, hiszen 6k azok, amelyek egy zart intervallum végpontjaban veszik fel
a legnagyobb értékiiket (vagy allando fiiggvények. . .).

16.11. Laurent-sor

Legyen (Q csillagtartoméany, a € €2 olyan, hogy f € C1(Q\ {a}). Vegyiik koriil
az a pontot egy c(a, R1) és c(a, Rs) korvonallal, amelyek 2-ban haladnak,
R < Rs. A két kor kozotti tartomanyt jeldlje (c(a, Ry), ¢(a, Rz2)). Tekintsiink
egy tetszoleges z € (c¢(a, Ry),c(a, Re)) korgytriibeli pontot. Kossiik Gssze a
két korvonalat egy e egyenes szakasszal, majd pozitiv koriiljarassal készitsiik
el a

G :=c(a,Ry)UeUC(a,Ry)UE

zart gorbét, amely altal hatarolt tartoméanyban fiiggvényiink folytonosan dif-
ferencialhato, és amely a z pontot tartalmazza. Az itt érvényes Cauchy-

alaptétel szerint
[ =0
G

azaz hasonléan az eddigi gondolatmenetekhez (Cauchy-formula)

_t ) fw) 1 f(w)
1z) = 2m /G wfzdw 27 /C(mRQ) wfzdw 2mi /c(ale) wfzdw

Az Ry sugart (kiils6) koron vett integral kezelése megegyezik a
Taylor-sorfejtéssel.

hiszen

Ry

w—a



16.11. LAURENT-SOR 283

és ekkor abszolut és egyenletes a konvergencia. Tehat

il
-— C, z—a
21 c(a, R2) Z "

1 f(w)

211 c(a,Rz) (w — a)”“

ahol
Cn = dw, n=0,12,... (16.4)
(n)
Megjegyezziik, hogy most ¢, nem feltétleniil egyezik meg az fT(“) szammal,
hiszen az a pontban lehet, hogy nincs is értelmezve — legtébbszor ez fordul
el6 — a fliggvény.
Az Ry sugara (belss) koron egy masfajta elgallitasa sorfejtést alkalmazunk.

1 1 11 Z
w—2z z—a4+a—-w z—al-—%¥=a z—am“_

z—a m= O

fe'e) 1 .
:ZW(Z*G)

Itt felhasznaltuk, hogy [£=2| =
konvergens a geometriai sor. (Az indexezésnél a —n := m—+1 jelolésre tértiink

B 1a| < 1, ekkor abszolut és egyenletesen

at.)
Tehéat
1
- dw = Ccn(z—a)™ ",
270 Jo(a,my) W — 2 nz:l
ahol )
Cp = — W) G =12, (16.5)

27 Jo(a, R) (w—a)—ntl

Az és integralokban az f fliggvény folytonosan differencialhato

a (c (a,Rl), (a,Rg)) korgytirtiben, a hataran is, ezért a c(a, Ry) és ¢(a, R2)
korokon vett integralok helyettesithetsk a veliik koncentrikus, a kérgytirtiben
halado ¢ korre vonatkozé integrallal is. Eredményeinket Gsszefoglalva egy té-
telt kaptunk.

16.26. Tétel (Laurent-sorfejtés). Ha f € C1(Q\{a}), és c az a pontot kiril-
vevd, az a kozépponti korgytdriben haladd kor (esetleg az a pontot megkerild
zart gorbe), akkor a korgydribe esd barmely z pont esetén

oo
@)= alz—a)",
ahol )
Cp = — ﬂdw, n==+1,+£2,...

270 J, (w — a)"tL
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16.11.1. Szingularis helyek

Legyen T' C C tartomény és a € T. Tegyiik fel, hogy f € C1(T\{a}), azaz az f
fliggvény folytonosan differencialhaté az a pont kivételével a T' tartoméanyon,
de a-ban esetleg nincs is értelmezve. Az ilyen a pontot izolalt szingularis
helynek nevezziik. A feltétel szerint az f fliggvény Laurent-sorba fejthets az
a pont koriil, ez a Laurent-sor legyen

o0
f(z) = Z cx(z —a)k.
k=—oc0
1. eset. Ha a sorfejtésben ¢, = 0, k = —1,—2,..., akkor az a pontot meg-

sziintethetd szingularitasnak nevezziik, ugyanis ha az f fliggvényt az a pont-
ban f(a) := ¢g értékkel értelmezziik (vagy esetleg megvaltoztatjuk. .. ), akkor
az f(z) = > pey k(2 —a)* egy folytonosan derivalhato fiiggvényt ad az egész
T tartoményon.
Gondoljuk meg, hogy az f : C\ {2} = C, f(z) := 25:24 = z 4 2 fiiggvénynek
az a = 2 pont megsziintethets szingularitasa, hiszen f(2) := 4 értelmezéssel
egy folytonosan differencialhato fiiggvényhez, az f : C — C, f(z) := z + 2
fliggvényhez jutunk.
Megjegyezziik, hogy ha f (folytonosan) differencialhaté az a € T pontban is,
akkor a
w

we S = = )
fiiggvény is (folytonosan) differencidlhato, ezért a Cauchy-alaptétel miatt az
integraljuk a c zart gorbén 0. Ekkor a Laurent-sorfejtésben a negativ indexi
egyiitthatok mindegyike 0, és a sor Taylor-sor lesz.
2. eset. Ha csak véges sok negativ indext tag kiilonbozik nullatol, azaz van
olyan n € N, hogy c_; = 0, k > n, akkor az a pont pélus. Ekkor barmely
z € T\ {a} esetén

_ C_n C—_n+1 C_1 . N2
f(z) = G —a) + G_an +.. '+7(z —a) +eotei(z—a)+ea(z—a) +...,
amelybdl latszik, hogy az f fiiggvény az a kornyezetében nem is korlatos, de
a

9z2)=(z—a)"f(z) =c_n+cpri(z—a)+...+co(z—a)" +...

fliggvény méar egy hatvanysor Osszegfiiggvénye, akarhanyszor differencialhatod
fiiggvény lesz. Ha c_,, # 0, akkor az a pont n-edrendi poélus.
Gondoljuk meg, hogy az f: C\ {0} —» C, f(z):= ngl + Expz Laurent-sora
az a := 0 pont koriil

1

1 1, 1, 1,
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Ez a fiiggvény a 0 kornyezetében nem korlatos, de a

1

g(z) == 22f(2) :1+z+23+z4+§z5+...
maér folytonosan differencidlhaté az egész C komplex sikon. Az f fiiggvénynek
a 0 harmadrendi polusa.
3. eset. Ha végtelen sok c_j kiilonbozik nullatol, akkor az a pont lényeges
szingularis pont.
Példaul az f: C\ {0} — C, f(z) := Exp(1) fiiggvény 0 kériili Laurent-sora
az Exp fliggvény Taylor-sorabol szarmaztathato: mivel Expz =1+ z + ZQ—? +
+§—?+..., ezért

1 1 11 11 11
=E - |l=l+-"+==4+==+...+=—+...
/) Xp(z) +z+2!22+3!z3+ +n!z”+
Lathato, hogy c_j = %, k =1,2,..., azaz végtelen sok negativ indexii egyiitt-

hato kiilonbozik nullatol.

Erdekes tulajdonsaga a lényeges szingularitasnak, hogy barmely K (a) kérnye-
zetben a fliggvény ,lényegében” minden értéket felvesz, pontosabban akér-
milyen w € C és barmely ¢ > 0 szamhoz van olyan 2z € K(a), amelyre
|f(2) — w| < e (Weierstrass-tétel).

16.11.2. A reziduum-tétel

Legyen az f fliggvénynek az a izolalt szingularis helye. Ekkor a Laurent-
sorfejtésében a (—1) indexd egyiitthatot az f fiiggvény a ponthoz tartozod
reziduumaéanak nevezziik:

Res(a) :=c_1 = QLM ) f(w)dw,

ahol c(a,r) egy a kozéppont, alkalmas r sugara kor (amely helyettesithets
egy zart gorbével is, ha az koriilveszi az a pontot. .. )

16.27. Tétel (Reziduum-tétel). Legyen f folytonosan differencidlhaté a D(f)
értelmezési tartomdnyban haladé G zdrt gérbén és az daltala hatdrolt tarto-
mdnyban is, kivéve véges sok ai,az,...,a, szinguldris pontot. Ekkor

/Gf(w)dw = 2mi(Res(a1) + Res(az) + . .. + Res(ayp)).

Bizonyitds. Vegyiik koriil az a; pontot r sugard, pozitiv irdanyitasa korrel,
ezek a c(a;,r) korok (i = 1,2,...,p). A koroket kossiik Ossze egyenes szaka-
szokkal. A G gorbét is beiktatva egy olyan zart gorbe allithato els, amely
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mar nem vesz koriil szingularitast. Kovessiik az dbran (p = 3 esetén) a szer-
kesztést !

Ezen a zart gorbén a Cauchy-alaptétel miatt az integral nulla. Az egyenes sza-
kaszokon a ,tagonkénti integralas” jarulékai kiejtik egymast, igy a pontozott

gbrbét C-vel jelolve
P
o= [r=[r+> [ 1
C G ; € (ai,r)

amelybdl kovetkezik, hogy

/Gf = ;/C(aw) f= Z;ZM'Res(ai).

A tételbdl latjuk, hogy komplex fliggvény zéart gorbén torténd integraldsahoz
elég ismerni a reziduumokat. A reziduum kiszamitasat f(z) = ,9122 (h(a) =0,
g(a) # 0) esetén derivaltakkal is el§ tudjuk allitani. Ugyanis az f reziduuma
(els6rendt polus esetén)

Res(a) = lim (z — a) f(2) = lim & - ;f/(&)y

Ezzel a fogassal az f : C\{kx | k € Z} — C, f(z) = $%2 fiiggvény szingularis

Sinz
helyeihez, az a = kn (k € Z) pontokhoz tartoz6 reziduumokat kénnyen ki

tudjuk szémolni:

Res(km) = ;?EZ; = gz:gig =1 (keZ).

Ha az f fliggvényt egy olyan pozitiv iranyitasa zart gérbén integraljuk, amely
a krm alaka pontok egyikén sem halad at, és amely n darab ilyen pontot zar
koriil, akkor az integral n2mi lesz.
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