Numerikus sorok gyakorlat 1. verzid

Numerikus sorokkal kapcsolatos definicidk és tételek:

Def. A Z a, numerikus sor konvergens és 6sszege S, ha létezik a
k=1

n
lim | > a, |=seR (véges) hatarérték.
n— ool &

T. Geometriai sor.

1
—_— ha 1
) g ol <
14+q+0°+--= > g =10, hag=>1
= divergens hagq<-1

0 3
PL. > q* :q3+q4+q5+---:q—, ha [q| <1.
P 1-q

PI. a+aq+aq2+-~-:iaq" :iaq“:ﬁ, ha |g <1
k=0 k=1 -

T. Cauchy-tétel

Z a, akkor és csak akkor konvergens, ha V & >0-hoz M (e):

k=1

|3, +a,,+-+a

n+1 n+2 n+k

|<g,ha n>M(e) éskeN”

A konvergencia sziikséges feltétele

T. [Z a, konvergensj = (k“m a, :OJ
k

) —> 0

Valtakozo elgjelii (alternald) sorok
¢, —C+C—...+(-1)"c, +...=> (-1)"¢c,, ¢, >0
n=1

Leibniz kritérium:

T. Ha az alterndlo sor tagjainak abszolut értékeibél képzett sorozat (fent (Cn ) )

monoton fogydan tart a 0-hoz (jelben ¢, 0 ), akkor a sor konvergens.

Hibabecslés Leibniz tipusu soroknal

n+1?

H|=[s—s,|<Cpy VNEN.
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Sorok abszolut és feltételes konvergencidja

o o
D. Z a, sor abszolut konvergens, ha Z|ak| konvergens.
k=1 k=1
D. Feltételesen konvergens sor:
a konvergens, de nem abszolut konvergens sor.

T. i|ak| konvergens| = iak konvergens

Tehdt az abszolut konvergenciabdl kévetkezik a konvergencia

Pozitiv tagu sorok

T. (i) Egy pozitiv tagu sor részletésszegei monoton névekedéek.
(i) Egy pozitiv tagu sor akkor és csak akkor konvergens, ha
részletésszegeinek sorozata korldtos.

Majorans kritérium

T.Ha O<a,<c, Vn-reés ch konvergens = Z a, konvergens
n=1 n=1

Minorans kritérium

T. Ho 0<d,<a, Vn-re és Z d, divergens = Z a, divergens
n=1 n=1

Hanyados kritérium

a o0
1. (an > O,V’n)’\["—+l <g<l VHJ = Zan konvergens.
a

n n=1

n=1

2. (a, >O,Vn)/\(hz q zl,an = >a, divergens.
a

n

. a ks
1. (a,>0,vn)A| lim Znd —c 1) = Zan konvergens.
n—o a, nel

. a ki
2. (an >O,Vn)’\ lim S _c5q1| = Zan divergens.
n—o a,

n=1
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Gyokkritérium

T,

Ha Yn>N-re a, >0 és

1.) Q/a_n£q<1 = iam konv.
N

2)1/a, 21 = ian div.
N

T2
Haa, >0 é 3 lim nfa =c, akkor
" n—o" "
c<1 = Z a, konvergens
c>1 vagy C=00 = Z a, divergens

2.5.5. Integralkritérium

T.
Legyen f pozitiv, monoton csékkend fiiggvény [1, oo) -enés f (k) =a, >0.
1. Ha I f(x)dx konvergens = Zak konvergens
1 k=1
Ha J. f (X)dx divergens = z a, divergens
1 k=1
T.

=1
A z — sor konvergens, ha a >1, minden mds esetben divergens.
n=1

Hibabecslés pozitiv tagu sorok esetén

Ha az integralkritérium 1. dllitasanak feltételei teljesiinek, akkoraz S~ S|
kozelitésnél elkdvetett hiba

O<H=r =a_,+a ,+ = i akﬁj:of(x)dx

k=n+1

Aszimptotikus egyenlGség (a, ~b, )

a, aszimptotikusan egyenlé b, — nel, jelben a,~b,, ha

. a
lim =1
n—wob,
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T.a,>0, b, >0

a,~b, = Z a, és Z b, egyidejiileg konvergens, illetve divergens
n=1 n=1

0

l o0
l. _— =
P Z3n2—2\/ﬁ+8 2

1
Megoldas. a, ~ I b, , hiszen

n?
I S
lim & _ lim 30°-2n+8 _ |i;my 3"
no>owb now 1 n—03n’—2/n+8
3n?

Ezek szerint mivel &, ~ b, és an konvergens = Zan konvergens.
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1. Konvergensek-e az alabbi sorok? Ha igen, adjuk meg a hatarértékiiket!

- 1
a) Z; i)
Mo. Azt, hogy ez a sor konvergens, tébb mddszerrel is meg lehet mutatni (definicid, majorans
kritérium, integralkritérium, 6sszehasonlito kritérium). A sor konvergencidjanak a definicidja
az, amellyel sokszor nemcsak a sor konvergenciaja, hanem hatarértéke is meghatarozhaté.

n=12,....

Esetiinkben a, =

n(n+3)

, 1 1 1
gy s, = +a,+---+a,=—+ deeed )
TR " 14 25 n-(n+3)

1 A B
Az a, = ——— altalanos tag felirhatd résztortek dsszegeként az =—+
n-(n+3) n-(n+3) n n+3

alakban. Ezt megkaphatjuk ugy is, hogy képezzikk a nevez6 tényezGi reciprokainak a
1 1 1 1 3
kiilonbségét, az— — —— kifejezést: —— =
n n+3 n n+3 n-(n+3
1 1(1 1
a,=———=| = ——— |
n-(n+3) 3n n+3

Ennek felhasznaldsaval irjuk at s -t:
1 1 1
S, =—+ et =
1.4 2.5 n-(n+3)

1(1 1) 1(1 1) 1(1 1) 1(1 1) 1(1 1 1(1 1
=SS s e e e e e e e e —— | =
3(1 4) 3(2 5j 3(3 6) 3(4 7] 3(5 8] 3(n n+3J

) . Ezt 3-al osztva adédik, hogy

61111111111 111 1
31 4 2 5 3 6 4 7 5 8 n-1 n+2 n n+3
1(1 1 1 1 1 1
e B - — .
31 2 3 n+l n+2 n+3
.. 1(1 1 1 1 1 1
Osszefoglalva: S, =—=+| -+ —+—=— - - .
31 2 3 n+l n+2 n+3
) li 1 1 1 1 1 11 11
Ezek szerint S= M g =—./ -+ —+—
n— o 3 1 2 3 3 6 18
Tehat konver ens és 0sszege — .
nzi‘n & g 18

Az S, utdbbi alakjabdl az is kovetkezik, hogy a sor S Gsszegének az S, részletdsszeggel
valo kozelitésének a hibdja

1(1 1 1y [1/1 11 1 1 1
Sl E+=+= e
3(1 2 3) {3(1 23 n+l n+2 n+3ﬂ‘

1 1 1 1 1 1 1
i e

=|s—s,|=

3in+l n+2 n+3 n+l1 n+1
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b) |2

= n(n+1) n+2) (1.6)

__
n(n+1)n+2)’

, 11 1
gy S. =a, +a,++a =———F———
B S =T, ""123" 234 n(n+1)n+2)

Mo. Esetiinkben a, = n=12,--

Az a, = ———— altaldnos tag felirhato résztértek 6sszegeként:
n-(n+1)(n+2) & &
1 A B C 11 1 1 1
a = =t — - — = ...:_.___ —_— =
N nn+1n+2) n n+l n+2 n+l 2 n+2

itz 1) 11 1
2\n n+l1 n+2 2\n n+1 n+2 n+1

=%((%_nilj_(nil_n12n

Megjegyzés. A résztortekre bontas az 1a) szerinti mddon réviden is elvégezhetd.
irjuk at a korabbi atalakitdsra tamaszkodva s, -t:

lim s — O S

1 1
) lim |-~ 4 =—, igy S, az S =—-hez konvergil.
n— o n—-w?21 2 n+l n+2) 4 4

- 1
P

| —

Mo. Alakitsuk a nevezét szorzatta! 9x* —3x—2=0 — X, = . Emiatt

°°|Noo

1 1 o _;( 11 jl,
Ox? —3x—2 9(x+1j(x—2) (Bx+1)(3x-2) 3(3x-2 3x+1) °
33

1 1( 1 1 j 1(1 1) 1(1 lj
a, =— =— - cdnnena, =—|-———|, & == ———
9n“-3n-2 3\3n-2 3n+l 3\1 4 3\4 7

1M1 1 101 1 .
Q=———= .-vdy=2 - . Ezert
3(7 10) 3(3n—2 3n+1)

11 1 1 1 1 1 1 1
S,= ta,+a++a, =S+ -+ —— -t - =
31 4 4 7 7 10 3n—-2 3n+1

11 1 1
=—|=- ——,han— o
3(1 3n+1j 3

Ezek szerint a Z

1
sor konvergens és hatarértéke —.
9n*-3n-2
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d)

fj#n+2—2Jn+l+Jﬁ)ud)

n=1

Mo. a, =n+2 —n+1—+n+1+vn=(/n+2-vn+1)-(Vn+1-+n). fey

S, =, +a,+a;+---+a, =

—(V3-V2+ Va3 +B A+t nsl-Vn+nr2-Jn+l)
—(V2-N1+3-N2 4483+ 4N —Jn—1+n+1-n)=
= (V242 (VL) = V2 Ve 2 ViV =

:1_\/5+m_m:1_\/§+(\/n+2—\/n+1)~(\/n+2+\/n+1):
Jn+2+4n+1

n+2-(n+1) 1
—1-2+ =1-2+ .
Jn+2++Jn+1 Jn+2++n+1

Tehat s, =1—~/2 + 1 n=12,....

Jn+2++n+1’

+

Ezért lim S, lim 1—\/§+ ! =1—\/§.Eszerinta

N> " N Jn+2+/n+1

Z(\/ n+2-2Jn+1+ \/ﬁ) sor konvergens és hatarértéke 1-/2.

n=1

. 1
lim S, lim 1-v2 + —1-4/2.
N>o0 " N—oo Jn+2++/n+1
i 2n+1 (e
.e
=n’(n+1)
2n+1 s L . .
Mo. @, = ————— . Bontsuk fel &, -t résztortek 6sszegére, azaz hatarozzunk meg olyan
n*(n+1)
A, B, C, D allanddkat, hogy minden n értékre fennalljon a
2n+1 A B C D

———=—5+—+——+—— --- azonossag.
n*(n+1 n> n (n+1)? n+l

1 1 n+1)?-n*>  2n+1
Képezziik a kovetkez6 kifejezést: — - > = ( 5 ) == 5
n> (n+1)®>  n*’(h+1f n’(n+1)

2n+1 1

Eszerint 8, = ———5 =— ———— . Ennek felh jlasaval:
szerint @, nz(n+1)2 07 (nt 1)’ nnek felhasznéldsava
S,=qq+a, +a,+---+a,,+a, =
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

=ttt +=— == - :
12 22 22 32 32 42 (n—1)2 n2 n2 (n+1)2 12 (n+1)2

s= lim S, = lim l L =1.
n — oo n—o(1® (n+1)

= 2n +1
Tehat a Z sor konvergens és a hatarértéke 1.
=n? n +1
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1)

a)

h)

k+2

>

— [ (1.f
— 22k1 ( )
wo 5637 5 (3 9 i(—:&)k@_ig(s) _ig.(—_ﬂk
—~ 22k+1 ~ 22k 2 ~ 42 &2 4 HZ204)
-3

-3
Az utébbi alak szerint a sor :T

9(—3j2 9 9
mértani sor, amelynek az 6sszege 2\ 4 216 :ﬂg g
13 7 7 32 56
4 4
0 3k+2_(_ 2)k+2
1.
& 5k (1.8)
Mo.
0 3k+2_(_2)k+2 _i 3k+2 _( 2)k+2 _i 3k 32 ( 2)k(_2)2
k=2 5" k:2_5k 5 &~ 5 5k
0 k _ k o k _ k
:Z 9 3_k_4( f) :Z 9.(§) _ (_Zj
k=2| 5 5 k=2 5 5
3 2
" ko 9+ = g.g
3 5 o5 81 5 81 o
29' - | = = =—-+—=—, mert q=— kvdciensl mértani sor
= \b 1-3 2 52 10
5 5
2}
Kk —-4.| — -4 i
< (— j 5 25 _ 16 5_ 16
D -4 - = = Z=—=" mert
k=2 5} 1_;2 7 25 7 35
5 5
-2 A -2| 2
q :? kvdciens(i konvergens mértani sor: |q| =|— =§<1'

Ezeknek a konvergens soroknak az 6sszege is konvergens és hatarértéke:

3o ¢ (]2 8 (] 5

10 35
(1.h)
n=1

= 1 ]
def alapjan
2. 5o (def alapjan)
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2. A Cauchy-féle konvergenciakritériummal dontsiik el, hogy konvergensek-e?

a)

b)

> ea

3 2
=n’+n°+1

Mo. A Cauchy-féle konvergenciakritérium fennallasahoz azt kell igazolni, hogy V £>0-

hoz AM(e): |3, +a,.,+ - +a,,]<é&, ha n>M(e) éskeN".
Esetlinkben a,;% és
n"+n°+1
|a'n+1 + a'n+2 +eeet an+k| =
n+1 n+2 n+2
- 3 2 4T 3 2 T 3 2.4 <
(n+D)°+(n+D)°+1 (n+2)°+(n+2)°+1 (n+2)°+(n+2)°+1
n+1 n+2 n+k
< 3 2 T 3 Tt 3 2 =
(n+1)°+(n+1D)° (n+2)°+(n+2) (n+Kk)*+(n+k)
1 1 1
- 2 + 2 oot 2 -
(n+D)“+n+1 (N+2)°+n+2 (n+k)*+n+k
1 1 1

TeDn+2)  (x2)n+3)  (+k)nrk+D)
_( 1 1 ]J{ 1 1 j+ +( 1 1 j_
“In+1 n+2 n+2 n+3 n+k n+k+1)

1 1 1 1 1
= - < <=<g han>=.
n+1 n+k+1 n+1 n &

1. A .
Ezek szerint |a +a,,,+ -+ an+k| <&, ha n>= és k tetszéleges pozitiv szam. Tehat

n+1

P
szerint a Cauchy-féle konvergenciakritérium teljesil, a 23—2 sor konvergens.
=n +n°+1

= Jn?+1-/n’ -1

> (2.b)

n=1 n
Mo.

Jn?+1-+4/n’ -1 (\/n2 +1-+/n’ —1X\/n2 +1++/n° —1)
a.n = = =
n Mﬁn2+1+Jn2—l)

2 2 2
- < <
d#n2+1+Jn2—1) nn?+1 nyn?

|an+l+an+2+“'+an+k =a +an+2+'“+an+k<

n+1
PP S (S N IV (R S S
n n+l n+l1 n+2 n+k-1 n+k n n+k n

1 o .
ha n> = és k tetszéleges pozitiv szam. Ezzel teljesiilt a Cauchy-féle konvergencia-

&
2 2
< “’Jn +1—Jn -1
kritérium, tehat a E a, = E sor konvergens.
- = n
n=1 n=1

:%S 2 =2( 1 —lj, n=?2.
n(n—1) n-1 n
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3. Alternalé sorok, Leibniz kritérium. Konvergensek-e az alabbi sorok? Ha igen, adjunk
kozelitést a sorosszegre legfeljebb 0,1-es pontossaggal!

=, cosnxz
a) nz;, ign (3.a)

Cosnﬂ—(_) =(-1)"-c,, ahoIC—i>0 mivel N >2>1 miatt Ign > Igl.
Ign Ign Ign

Minthogy C, > 0, C, monoton fogy és tart 0-hoz, a sor Leibniz tipusu, tehat konvergens,

Y .. — cosnz RV
|étezik a sordsszeg S = Z , ésaz S~ S kozelités hibdja
=z lgn
1

=|s—s,|<c,, = <0l = n+1>10" =n>10"-1.

lg(n+1)

191 cos(nr)

Ezek szerint S-taz Sjgoq = Z részletosszeg legfeljebb 0,1 hibaval kozeliti.

i lg(n)
0 (_1)n
b) le T (3.b)
_(D _|ED = 1 A lim Q/—:l nevezetes hatarérték miatt

Q/ﬁ n— oo

Mo. a, = Q/ﬁ , igy |an|— Q/ﬁ
o0 ( l)l’]

példankban “_r)n |a|—1 :>n“—r>n a,#0 :>AZa —Z 7n sor divergens.

n=1 n=1

D" *2n
c) Z( n) 1 (3.c)

Z( )" an i(_l)nfl 22n Zi(—l)nflcn, ahol c, =

n _1 n=2 n _l n=2 n _1
n*—1>3>0, ezért c, létezik és c, > 0.

.Az N> 2 miatt

lim C, = lim
n — oo n—oon®-1

C, fogyo legyen. Ennek igazolasdhoz végezziik el az alabbi ekvivalens dtalakitdsokat:

=0. Ahhoz, hogy a sor Leibniz tipusu legyen, még az kell, hogy

Cra = G (2n+2)n*-1) < 2n(n*+2n)
2+l A o ion? on-2 < 2n°44n?
(n+1)° -1 n® -1 ,

-2n°-2n-2<0

2n+2 < 2n

n>+2n  n*-1
Mivel az egyenl6tlenségek ekvivalensek, az utolsé fennallasa miatt az elsé is teljesdl,
tehat C, monoton fogy is. Ezért a sor Leibniz sor, azaz konvergens, és igy az

© 1 n l
Z ) osszeg létezik és az S =~ S, kozelités hibdja:
n=2 -
2n+2 2n+n _3
:|s—sn|§cn+l: <01 = n>30 =>n>3L

n+ 2n n2 n

10



Numerikus sorok gyakorlat 1. verzid

N - o (=1)""2n
Tehat a sordsszeg keresett kozelitése S;; = E EFCRTE
- N -
n=2

d) i(_—nj (3.d)

( n j 1 1
= = ——, han—oo

] " €
( j
n

o0

n
. > -N
lim a, 0= E a, = E (—1) divergens, nincs S.
n+

igy lim |an|:%¢03

n—o0 n— o0 n=1 n=2
o0 (_1)n
e —~|(3.e
) nzz; n(n+3) (3.€)
_1 n o0 1 .
Mo. (=1 :Z(—l)“cn, ahol ¢, =———>0, n=12,..., lim ¢ =0,
n=1 n(n + 3) n=1 n(n + 3) n— oo
. 1 . e (D" P
illetve C, = ——— monoton fogy6. Tehdt a Z— sor Leibniz tipusu, igy
n(n+3) “n(n+3)
konvergens, ezért az S sordsszeg-nek az S, részletésszeggel valo kozelitésének hibdja:
1 1
H=|s—s,|<c,. = < ~<01 = n+1>+10 = n>3.
(n+D(n+4) (n+1)
3 n
) . L _~ (D
Igy az S -et legfeljebb 0,1 hibdval kozelit6 részletésszeg S, = Z—
“k(k+3)

Megjegyzés. A sor abszolut konvergens, igy a megfelel6 kozelités az alabbiak segitségé-
vel is megkaphaté:

H=fss = 3 [ LD

['e]

1
z a sor konvergencidjanak a
k(k +3)

= | 1
Z:||<(|<+3):

k=n+1 k(k +3) k=n+1 k=n+1
L - 1 1(1 et (s s
definicidja alapjan az — = —| — — —— | atalakitas felhasznalasaval.
n(n+3) 3ln n+3

Megjegyzés. Az el6z6 maradéksor dsszege (a H hiba) feliilr6l becstilheté a megfelel

o0 o0 1
dx, vagy az I—deintegréllal.
X

n

!x(x+3)

11
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1)

Z%, a > 0|3 )
n=0 -

© na © na
MO Z(—l)n_zz(—l)ncn, ahol Cn =—, n=1'2’“. .
n=1 n! n=1 n!
Ha a tetszbleges, akkor C, >0, amennyiben n=12,....

0 _l n na
ZL Leibniz tipusu lesz, ha C, monoton fogy:

n=0 n!
(n+1)"
SSRGS RS S
c, n“ (n+1) n*  n*  (n+1) n) n+l '
n’

Cn+1

Ezek szerint, ha n elég nagy, akkor <1, azaz ¢, >0, miatt C, monoton fogy.

n

Cn+l

(Oldjuk meg a <1 egyenl8tlenséget, ha ¢ >0 :

n

1 1 1Y
Ha n noévekszik = —fogy =1+ — fogy = [1+—) fogy,ha >0 = ha n>1,
n n n

agy 1+1 £1+1‘ = 2% . Ennélfogva 1+1 -LSZ”’-L.
n 1 n n+1 n+1

1 o
Amennyiben 2¢ —1 <1 is teljesul, dgy fennall, hogy L <1 és C, monoton fogy.
C

n+

n

2“~L<1 < n+l>2<n>2"-1)
n+1

_(n+1)” < (n+1) _£<

Legyen o <1. C, Leibnizsor = S~S, hibdja <C_,, = D! ( l)l_ |
n+1): n+1): n

Ebbsl N!'>10, illetve n>4 adddik.
4 _1 nna

Tehdt s, = Z% az S-t 0,1-nél kisebb hibaval kézeliti.
= nl

Megjegyzés. Az ¢ <0 eset részben hasonldan vizsgalhato.

12
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(-)"Vn
9) Zn+1ooo 3.)
z( DG JIPSIR I I P I P
1n+1000 n+1000 ~ n+1000
Kénnyen belathats, hogy im C,= lim Jn =0.
n— o n— o n+1000
Vizsgdljuk C, monotonitasat derivéldssal. Legyen f(X) = Jx ,
x+1000

1
" T .(x+1000)—
00— K)o &Y )‘&_ x+1000-2x  1000- X
X +1000 (X +1000)? 24X (x+1000)%  2+/X(x +1000)2

Tehat f'(X)<0, ha x>1000. Ezek szerint f monoton fogy az [1000,00)-en, igy ha
n>1000, akkor f(n-+1)< f(n), méasképpen c
igy az el6z8ek alapjan C, pozitiv, nullsorozat és monoton fogy6, ha N =1000,1001, ....

na <C,, vagyis C, monoton fogyd.

A sor tehat Leibniz sor, igy az S = S, kozelités hibdja:

An+1
=[s—s,|<Cpy=——-—<01.
n+1+1000

. vn+1 o - o .

Oldjuk meg a —————— < 0,1 egyenlStlenséget. Noveljiik az egyenlétlenség baloldalat:
n+10001

v2n vn+1 2n
——<0,1. Ennek megolddsa megoldasa a <0l1-nek is. —<01 <«

n n+1000 n

10%+2 (_1)n\/ﬁ
\/ﬁ > \/_ 2-1000, akkor n>10° +1 és keresett kbzelités az S~ S Pan = _—
107+ = n+1000

13
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4. Majorans és minorans kritérium. (A keddi gyakon mondjuk el mi az!)

a)

b)

PR
2 anva|@

1 1 1

1
Mo. a, = >0, ha n>1. Fenndll, hogy a, = > >—=b,, b, >0.

3n+2 3n+2 3n+2n 5n

> =1 =11 21
an = Z— = Z—— =00, mivel Z— = 00, Tehat a minorans kritérium szerint

n=1 n=1 on n=1 on n=1 N
0 1 .
z = 00, a sor divergens.
= 3n+2
> ==
n’ —\/ﬁ '
0 1 ) 0 1
Mo.1. Ismeretes, hogy Z—a <o, ha a >1, igy 2_2 < o0,
n-1 N n=1
. 1 =
Tehdt, ha b, = —-, akkor an <oo. d
n n=1
. a - n
Esetiinkben a, = és lim Zn— lim 1,

n-+Jn  n—owb, n—own®-in

Ezek szerint @, és bn aszimptotikusan egyenld, azaz a, ~ bn . Igy az 6sszehasonlitd

0 0
kritérium szerint Z a, és Z bn egyszerre konvergens, illetve divergens.
n=1 n=1

o0 o0
Mivel esetlinkben Z bn < 00, ezért Z a, <o, akérdéses sor konvergens.

n=1 n=1
1 n’ ‘ 2 2
Mo2. 8, =———=.Han elégnagy,ugy—>\/ﬁ.lgyn —\/ﬁ>n —2\/ﬁ>0 és
n?-vn 2
1 1 2

O<a = < =—=Db.

"’ =vn o, on® o0t T
2

Ismeretes, hogy Z—a <o, ha a>1, igy Z_z < o0, ezért Z_z < 00, vagyis,
n=1 n n=1 n n=1 n

2 00
—» akkor an < o0, Ebbél 0<a, <b, miatt a majorans kritériumbol

hab =
" n n=1

kovetkezik, hogy Zan < 00, a sor konvergens.
n=1
2

n
(Megjegyzés. Igazolhatd, hogy ha n > 2, akkor nvaléban elég nagy, és ? > \/ﬁ .

2
n?>\/ﬁ o n'>4n o n>¥4 o n>2)

14
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Numerikus sorok gyakorlat 1. verzid

o0 2”
c) . (4.c)
nz:; 22" 3

o
2" -3 4"-3

4
Ha n elégnagy,akkor?>3<::>4n >6<n>2.

Mo. a, = .Ha n>1, akkor 4" -3>4-3>0, igy a, >0.

Ekkor O < a, = 2 < 2 SZ—SZ-1 =h,.
4" -3 4n_4n i” 2

2 2

e
Il
2

Ly SR |
2- E konvergens, mert ( :Ekvouensu mértani sor és |q| :E<1.

0 0 n
Ebbdla 0 < a, <b, és a majorans kritérium miatt : Zan = Z

——— konvergens.
2" -3
n=1 n=1 -

© 22n
d D (4.d)

2n 2n
2 22 =2"=b >0, han>2.Mivel lim b = lim 2"=o és
2"-3 2" n— oo n— o

Mo.1. a, =

a,>b,, gy lim a =o. Tehat lim a =0 miatta
n— oo n— oo

Z a, sor divergens, mert a konvergencia sziikséges feltétele nem teljesil.
n=1
22n 22n
Mo.2. a, = >—=2"=b, 20, ha n>2.Fennall, hogy a, >b, >0 és
2"-3 2"

o0 o0 0
an =z 2" =00, mert ZZ” 1-nél nagyobb abszolut érték( kvociensld mértani sor.
n=1 n=1 n=1

s 7 z . N 22n
Igy a minorans kritérium szerint Zan :z o _3 =
n=1 n=1 -

o0 2n+3n
e) D ———|(4e)

) 6n + 2n+1

Mo. 0<a, =

2"+3 < 3"+3 _ 2-3 S2-3 _o. E _b.
6n+2n+1 6n+2n+1 6n+2n+1 6n 2

wb_wzln 1r . _11
A le N —Z;‘ . E konvergens, mert q _E kvaciensl mértani sor, ahol |q| _E< .

Innen 0< &, <b,-bdl a majorans kritérium szerint az kévetkezik, hogy

ia _w 2'+3 konvergens
— n — 6n + 2n+l :



Numerikus sorok gyakorlat 1. verzid

1)

g)

h)

o0 2n
Zm (4.1)

n=1
n
Mo. lim a = lim — 2 _ iim 1 __1.9
n— oo n—ow2™?_3 n— o0, 3 4
_27”
n
a Zan Z 3 sor divergens, a sor konvergencia sziikséges feltétele nem teljesdil.
i n° -2n®+1 )
-8
~n%+2n? —vJn
Mo.
n°—-2n*+1 mn°-2n n°-2n° 5n°
= > > > , han>1.
n+2n?—Jn n®+2n°—vJn n®+2n*—vn n®+2n*-n
5 5 5 5 5
5n > 5n2 2265n22 65n6:5n6:i:n.
nf+2n2—vn n®+2n’-n? n®+n? n®+n® 2n° 2n
51 =1 = =51
Tehdta, >b, =—-—>0és Z—:oo miatt an= ——=
2 n na N n-1 2N
] > 2, 7n° —-2n +1
Igy a minorans kritérium szerint a = ———=
; " §n6+2n2—\/ﬁ
i7n5+n3+1 h)
“~nf—n®+3| "
= 7n°+n*+1 _7n°+2n° an° n®
Mo. a :Z 5 5 <— > = 3 >.Han eIégnagy,akkor—an,igy
= n°—n"+3 n°—n n° —n 2
on® on® 9n°® 18 1
0<a, <———5< 7= 5 = 3-18-—=b,.
n-n" s NN n
2 2

0 l ) 0 1 0 1
A hiperharmonikus sorra Z—a <o, ha a>1.1Igy 2—3 <00, észlg._3 <.
n n

n=! n=1 n=1

(N 1

AO0<a,<b, és E 18- — = o feltételek teljesulése miatt a majorans kritérium szerint

- n
n=1

7n° +nd+1

a < 00, a sor konvergens.
nz " nz n®—n?+3
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Numerikus sorok gyakorlat 1. verzid

- n5—2n +1
. 4i
i nz;n n+3( L
7n® -2n®+1 7n +n°  8n° 0’ . )
Mo. 0<a, = - =— . — >N, haelég nagy, igy
n+n—n+3 n"—n n—-n 2
5 5 5 7
0<a, = 673n < - :8n7 :gzbn.(n—Zn@nfszZ@nzz)
n" —n n7—n— n°n 2
2 2
© 1 1
Z—2<oo mert o = 2 index( hiperharmonikus sor és o >1. gy 216 n—<00|sall.
:1 n=1
0<a,<b, és an 2216-%«)0, valamint a majorans kritérium szerint
n=1 n=1
© 0 5
Zan Z n°—-2n°+1 com.
— “~n"+n°-n+3
2 (2
27| @
n=6
4J
Mo.
n
Q= 2 _n(n-1) 4 _4.3.2.1 1 B
" (n 2 ‘n(h-)(n-2)(n-23) 2.1 (n-2)(n-3)
4
12 12 =b,, ha n>6.

S h-2)(-3)  (-2°
c 12 12 12 +=i%

2" ZW A

1 > 1 s .
b, = Z—<oo & Z—2<oo, mertaz utébbira o = 2>1,ezért
=n

Kénnyen igazolhaté, hogy
n=4

az konvergens hlperharmonlkus sor. thasznéltuk még, hogy ha két sor csak véges sok
tagban kiilonbozik egymastdl, akkor ezek egyszerre konvergensek és divergensek, illetve
fennall az is, hogy egy sor akkor és csak akkor konvergens, ha nem nulla konstansszorosa

0

konvergens (lasd a z és Z , illetve a 2—2 <o és Z:12~—2 parok esetét).
n n

n= 4 n=1 n n=4 n=4

n n
Az el8z8ek alapjan tudjuk, hogy 0 < a, = | |£——— 12 =b,, N=6,7,... valamint
2)\4) (n-2)?

fennall, hogy an 227 <00, igy amajorans kritérium szerint
=6

S
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Numerikus sorok gyakorlat 1. verzid

5. Konvergensek-e az aldbbi sorok?

a) (5.a)

1

Han>2, dgy Inn>In2>0 miatt @, >0 és

S
—
>
>
~—
>

. . 1
m nja, = lim _—_ —0<1 kdvetkeztében a gydkkritérium szerint
0 n—olnn

li

n—
- N |

a a = sor konvergens.
; " nz_;‘(lnn)n

© 2n2
b) |2 |(5b)

2
Mo. anan>0, ha n>1 és
2+—
n
2
a lim Q/E( lim Q/ﬁj )
lim ofa = lim |20 N2 A\n—e ) b1,
n— o0 N — ooy [2+lj lim (2+1) 2
n n— o n

- = 2n?
gyOkkritérium szerint a z a, = Z—n sor konvergens.
n=1

n=1 (24_1)
n

I
o |- (5.c)

> 0.

1 1
.Han>2>1 ugy Inn>0, VYInn>0¢s a =
" %Inn " WInn
Vizsgaljuk meg, teljesiil-e a sor konvergenciajanak szlikséges feltétele, a
. . 1 1
lim g = lim =0 feltétel Legyen f(X)=———,
n—>ow " n—>wilnn ) ¥Inx
1 1 1 1 1 —In(Inx)
f(x)= =

= = =e * . Ennélfogva
YInx } e%lnunx) g )

X>2. igy

1

1 1
Inx x In{(ln X)X
(In*

1 —In(Inx) i —In(Inx) i Inx x
lim f(x)= lim — lim g x —g™ x _pe 1 _g0_q
X —> 0 X—>>oXInx X—>ow©

Tehat lim =1 miatt lim a, = lim #0, igy Zan divergens.
X — 0 X/Inx n—o n—oyInn o

18
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Numerikus sorok gyakorlat 1. verzid

ilL
nlnl
_1(n " _ .
Mo. a, —1 . a, >0, mivel e>2 miatt e-1>0.
e

8, _ 1 (n+l)“+1_n!(e—l]”: n (n+1)" (e-1) _

a  (n+Dle-1 n (n+D! e-n™* n"
o (+)" (e-1) 1 (n+D)"(n+D)  (e-1)

()t 0" (e-1)" n+l n" (e-1)(e-1)
_(n+1 Lzli L .21 ihanoow
n -1 n)e-1 e-1 ;1
e
igy tehat a hanyadoskritérium alkalmazhaté és lim 2t >1 miatt
n—>o a,
o0 o0 1 n n
a = > —| —— | divergens.
2 gn!(e—lj :
= (n+2Y
I 5.
e) Z:,[ ZnJ (5.e)
Mo. an=(nL2J >0, han=12,....
2n
lim f{/a—n: lim n nLZ = lim n+2:1<1 tehat a gyokkritérium miatt
n— o n— oo 2n n—>o 2n 2

n
i 2 (n+2
Zan - Z( j <00, a vizsgalt sor konvergens.

o n—l n(n-1)
f Z(—j (5.f)

—\n+1
1 n(n-1)
Mo an:( j >0, han=2.3,
n+1
1 n-1
n(n-1) n-1 1-=
lim ofa, = lim (”_4) _ lim (”‘ﬂ _ lim|_n| _
n— oo n—oo|\n+1 n—owln+l n—ol, 1
n
n-1 n -1
) b)) e
_ lim " _ im n n) _e1_
1

. 1
= n-1 n -1~ _2<1’
n— oo n— o 1 1 el e
1+ 1+ |1+~
n n n

19



Numerikus sorok gyakorlat 1. verzid

n(n-1)
tehat a gyokkritérium szerint Zan = Z(—J < oo, a sor konvergens.
— o\ N+
n=2 n=2

. a
(Kihasznaltuk az aldbbi nevezetes hatarértéket: 1im (1+—

n
j =e?, ahol a>0.)
n—oo n

© 2n2
g |2 ———|58

Mo. a, = ~>0, ha n=12,... . Ekkor

)

2+~
n
n n 2
lim ofa = lim |2 _ iim V2.[nf 11 11 igya
n—ow' " n—)OOn[ 1)" n— oo 1 2 2
2+= 2+E
n

0 ) 2n2
gyokkritérium szerint Zan :Z—n konvergens.
[ 1

n=1 n=1

2+—

SHL
b |25 1| 6H)

n!
Mo. a, = — >0, han=12,....

2" +1
(n+1)

lim & fim 27741 gim (0L 2+l o (neDnt 2741
nswa N> N nsw np 2™+l noow n 2".2+1
2" +1
_ 1+%; _ ) 1+%; 1
= lim (n+1).—2 —co, mivel liM nil=o és lim 2 _ =
n— oo 2+2:|:1 n— oo n—>002+21n 2

o0

= n!
Tehat a hanyadoskritérium szerint Zan = z — =
n=1 n=1 2 +1

00,

20



Numerikus sorok gyakorlat 1. verzid

=1
i) 22 7|

n1 <N —

! 1 Y p o0 nan=12...
2n-1 2n n

Mo.1. a, =

o0

< 1
Mivel a harmonikus sor divergens, an =Z— =0 . Ebbél ésaz a, >b, >0 feltételbdl
n=1 n=1

o o . S - 1
a minorans kritérium szerint kévetkezik, hogy Zan = z 0,

n=1 n=1 2n _1
1
Mo.2. f(n)= 5 >0 és f monoton fogy az [1, oo)-en.
e et . SR [ . I .
Ezért az integrdlkritérium szerint a z sor és J. dx improprius integral
n=1 2n _1 1 _1

egyszerre konvergens, vagy egyszerre divergens.
1 1 2 . : 1 1
I dx=|= dx=llln(2x—1)] = lim {—In(Zx—l)}——lnlzoo,
1 2x—-1 1 22x-1 2 1 X—>oo| 2 2

o0 o0 1
tehat a, = = o0,

HZ:;‘ nZ:; 2n-1

= 2"n!
i) 12— )

n-1 N
Mo.1.a, =——>0,ha n=12,....
2" (n+1)!
8, _ (n+1)™ _2™(n+n! n" 2" (h+1) "
a, 2"n! (n+1y™ 2"t 2" nl (n+1)™
nn
—2.(n+1) ——— 2. " :2( d ] :2( . j:
(n+D)(n+1)" (n+1)" n+1 1+1/n
:2;”—>g<1, ha n — oo, Igy a hanyadoskritériumszerint
e

ian ZEZ”n! .

n
n=1 n=1 N

21



Numerikus sorok gyakorlat 1. verzid

k)

N

1
> a,.|ahol|a,= 21 . (5.k)
n=t > ha n = 2k.
iy s : 1 _1 . .
Mo. Kénnyen beldthatd, hogy mivel 0<3—n£?, han=12,... . Ezért fennall, hogy

o0 o0 1
O<a, Si:bn, ha n=12,... Mivel an =) - egy ( :1<1 kvéciens(
2" P 2 2

0
konvergens mértani sor, igy a majorans kritérium szerint a Z a, sor is konvergens.
n=1

i(i arctan nj (5.1)

n=1\ 77

Mo. a, = [1 arctan nj , N>1 igy arctan(n) > arctan(l) > arctan(0) =0.
T

Tehat ha n>1, ugy arctan(n) >0 és a, >0.

: : 1 R | 1 7
lim nfa = lim off Zarctann| = lim Zarctann==.=<1.
n— oo n—ol\\r n—oorr T 2

) = =1 "
Igy a gyokkritérium szerint Zan :Z(— arctan nj < o0,
n=1 n=1 \ 7T

22



Numerikus sorok gyakorlat 1. verzid

5. Konvergensek-e az alabbi sorok?

a) (5.a)

1

Han>2, dgy Inn>In2>0 miatt @, >0 és

S
—
>
>
~—
>

. . 1
m nja, = lim _—_ —0<1 kdvetkeztében a gydkkritérium szerint
0 n—olnn

li

n—
- N |

a a = sor konvergens.
; " nz_;‘(lnn)n

© 2n2
b) |2 |(5b)

2
Mo. anan>0, ha n>1 és
2+—
n
2
a lim Q/E( lim Q/ﬁj )
lim ofa = lim |20 N2 A\n—e ) b1,
n— o0 N — ooy [2+lj lim (2+1) 2
n n— o n

- = 2n?
gyOkkritérium szerint a z a, = Z—n sor konvergens.
n=1

n=1 (24_1)
n

I
o |- (5.c)

> 0.

1 1
.Han>2>1 ugy Inn>0, VYInn>0¢s a =
" %Inn " WInn
Vizsgaljuk meg, teljesiil-e a sor konvergenciajanak szlikséges feltétele, a
. . 1 1
lim g = lim =0 feltétel Legyen f(X)=———,
n—>ow " n—>wilnn ) ¥Inx
1 1 1 1 1 —In(Inx)
f(x)= =

= = =e * . Ennélfogva
YInx } e%lnunx) g )

X>2. igy

1

1 1
Inx x In{(ln X)X
(In*

1 —In(Inx) i —In(Inx) i Inx x
lim f(x)= lim — lim g x —g™ x _pe 1 _g0_q
X —> 0 X—>>oXInx X—>ow©

Tehat lim =1 miatt lim a, = lim #0, igy Zan divergens.
X — 0 X/Inx n—o n—oyInn o
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Numerikus sorok gyakorlat 1. verzid

ilL
nlnl
_1(n " _ .
Mo. a, —1 . a, >0, mivel e>2 miatt e-1>0.
e

8, _ 1 (n+l)“+1_n!(e—l]”: n (n+1)" (e-1) _

a  (n+Dle-1 n (n+D! e-n™* n"
o (+)" (e-1) 1 (n+D)"(n+D)  (e-1)

()t 0" (e-1)" n+l n" (e-1)(e-1)
_(n+1 Lzli L .21 ihanoow
n -1 n)e-1 e-1 ;1
e
igy tehat a hanyadoskritérium alkalmazhaté és lim 2t >1 miatt
n—>o a,
o0 o0 1 n n
a = > —| —— | divergens.
2 gn!(e—lj :
= (n+2Y
I 5.
e) Z:,[ ZnJ (5.e)
Mo. an=(nL2J >0, han=12,....
2n
lim f{/a—n: lim n nLZ = lim n+2:1<1 tehat a gyokkritérium miatt
n— o n— oo 2n n—>o 2n 2

n
i 2 (n+2
Zan - Z( j <00, a vizsgalt sor konvergens.

o n—l n(n-1)
f Z(—j (5.f)

—\n+1
1 n(n-1)
Mo an:( j >0, han=2.3,
n+1
1 n-1
n(n-1) n-1 1-=
lim ofa, = lim (”_4) _ lim (”‘ﬂ _ lim|_n| _
n— oo n—oo|\n+1 n—owln+l n—ol, 1
n
n-1 n -1
) b)) e
_ lim " _ im n n) _e1_
1

. 1
= n-1 n -1~ _2<1’
n— oo n— o 1 1 el e
1+ 1+ |1+~
n n n
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Numerikus sorok gyakorlat 1. verzid

n(n-1)
tehat a gyokkritérium szerint Zan = Z(—J < oo, a sor konvergens.
— o\ N+
n=2 n=2

. a
(Kihasznaltuk az aldbbi nevezetes hatarértéket: 1im (1+—

n
j =e?, ahol a>0.)
n—oo n

© 2n2
g |2 ———|58

Mo. a, = ~>0, ha n=12,... . Ekkor

)

2+~
n
n n 2
lim ofa = lim |2 _ iim V2.[nf 11 11 igya
n—ow' " n—)OOn[ 1)" n— oo 1 2 2
2+= 2+E
n

0 ) 2n2
gyokkritérium szerint Zan :Z—n konvergens.
[ 1

n=1 n=1

2+—

SHL
b |25 1| 6H)

n!
Mo. a, = — >0, han=12,....

2" +1
(n+1)

lim & fim 27741 gim (0L 2+l o (neDnt 2741
nswa N> N nsw np 2™+l noow n 2".2+1
2" +1
_ 1+%; _ ) 1+%; 1
= lim (n+1).—2 —co, mivel liM nil=o és lim 2 _ =
n— oo 2+2:|:1 n— oo n—>002+21n 2

o0

= n!
Tehat a hanyadoskritérium szerint Zan = z — =
n=1 n=1 2 +1

00,
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Numerikus sorok gyakorlat 1. verzid

=1
i) 22 7|

n1 <N —

! 1 Y p o0 nan=12...
2n-1 2n n

Mo.1. a, =

o0

< 1
Mivel a harmonikus sor divergens, an =Z— =0 Ebbél ésaz a, >b, >0 feltételbdl
n=1 n=1

o o . S - 1
a minorans kritérium szerint kévetkezik, hogy Zan = z 0,

n=1 n=1 2n _1
1
Mo.2. f(n)= 5 >0 és f monoton fogy az [1, oo)-en.
e et . SR [ . I .
Ezért az integrdlkritérium szerint a z sor és J. dx improprius integral
n=1 2n _1 1 _1

egyszerre konvergens, vagy egyszerre divergens.
1 1 2 . : 1 1
I dx=|= dx=llln(2x—1)] = lim {—In(Zx—l)}——lnlzoo,
1 2x—-1 1 22x-1 2 1 X—>oo| 2 2

o0 o0 1
tehat a, = = o0,

HZ:;‘ nZ:; 2n-1

= 2"n!
i) 12— )

n-1 N
Mo.1.a, =——>0,ha n=12,....
2" (n+1)!
8, _ (n+1)™ _2™(n+n! n" 2" (h+1) "
a, 2"n! (n+1y™ 2"t 2" nl (n+1)™
nn
—2.(n+1) ——— 2. " :2( d ] :2( . j:
(n+D)(n+1)" (n+1)" n+1 1+1/n
:2;”—>g<1, ha n — oo, Igy a hanyadoskritériumszerint
e

ian ZEZ”n! .

n
n=1 n=1 N
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Numerikus sorok gyakorlat 1. verzid

k)

N

1
> a,.|ahol|a,= 21 . (5.k)
n=t > ha n = 2k.
iy s : 1 _1 . .
Mo. Kénnyen beldthatd, hogy mivel 0<3—n£?, han=12,... . Ezért fennall, hogy

o0 o0 1
O<a, Si:bn, ha n=12,... Mivel an =) - egy ( :1<1 kvéciens(
2" P 2 2

0
konvergens mértani sor, igy a majorans kritérium szerint a Z a, sor is konvergens.
n=1

i(i arctan nj (5.1)

n=1\ 77

Mo. a, = [1 arctan nj , N>1 igy arctan(n) > arctan(l) > arctan(0) =0.
T

Tehat ha n>1, ugy arctan(n) >0 és a, >0.

: : 1 R | 1 7
lim nfa = lim off Zarctann| = lim Zarctann==.=<1.
n— oo n—ol\\r n—oorr T 2

) = =1 "
Igy a gyokkritérium szerint Zan :Z(— arctan nj < o0,
n=1 n=1 \ 7T
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Numerikus sorok gyakorlat 1. verzid

6.

Integra’lkritériummal dontsiik el, hogy konvergensek-e?

a)

b)

—1(6.a)
n X
Mo. f(n)=e—n = f(x):e—x>0, x>1.
, e’ —xe* e*(l-x) 1-x
f'(x)= e (eZX ): v <0, ha x>1.Tehat az [1,00) intervallumon f
o o e s T Xy
pozitiv és monoton csokkend fliggvény. Most vizsgaljuk az I f(X)dX = ITdX integralt.
1
X —x —x X —X —X —X
I—de:je X dx=-—e X+Ie dx=—-e"x—e*=—e*(x+1). Innen
(5]
T X 2 . Xx+1
J‘—de:[ (x+1)] I|m -e (x+1)]+e 2=——|im ——=
e e X—ow e
2 . X+1 2 . 1 2
=—— lim ( ,) =—— lim —=—.
€ X>wo® (ex) e X—>we' e
Mivel f az []_,oo)—en pozitiv és monoton csdkkend fliggvény és improprius integralja
konvergens (véges), ezért
0 0 n
=Z—n < oo (konvergens).
n=1 n= e
LA P
= Jn
-2 oo
Mo. f(n)=———,n=12,... . f(X)=—==———= pozitiv és monoton fogyé az
Jn et

[1 oo) intervallumon, ezért a z

sorésasz(X)dX=Te_
1

Jn 7 Vx

egyszerre konvergen:s, illetve egyszerre divergens.
e VX eV ) "
—dx=-2 =-2|e" ( dx=-2e* +c, igy
/ Jx 155 BN J
o X
e © . 2
L Jx 1

X—>© e

@ X w A-Vn
. e , e . .. L
Eszerint J. i is konvergens, 6sszege létezik.
Jx = Jn
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>

~[(6-0) (p=1)

“~nln®
1
Mo. f(n)=——=——, n=23,....
nin®n
1. eset. Legyen p>1. Ha n>3>1, dgy Inn>Ine=1, f(X): pozitiv és
1
monoton fogy a [3 oo) intervallumon, ezért az integralkritérium szerint a Z ' sor
n=3

ésasz(X)dX=TX r::'p

dx improprius integral egyszerre konvergens, illetve divergens.
X

p+1
j dx = Iln”x—dx Iln x(Inx)dx_(InX) ! ! — . lgy
xIn® x -p+1 T1- p (Inx)p
o0
jf(x)dx:j 1p dx=| L+ .1 il =
2 5 XInP x 1-p (Inx)p_
1 1 1 11 1

= lim . = . _
x—>ol-p (InX)** 1-p (In3)"** p-1 (In3)**

Eszerint j

1 1 - 1
dx konvergens, igy és is konvergens.
nP x Z nin®n nZ:; nin®n

2. eset. Legyen P =1. Az 1. esethez hasonlé mddon kezelhetd.
1

FI| F °° t(Inx)
j dx = j —dx= j j dx [In(In(x))] =co. fgy
> XInP x xIn=x Inx >

D) 1,, -

“~nlin® n_ “~nin’n
3. eset. Legyen p <1.... Az el6z8eket is felhaszndlva jarhatnank el esetszétvalasztassal p
kiilonboz6 értéktartomanya mellett.

29



Numerikus sorok gyakorlat 1. verzid

7. Hatarozzuk meg az aladbbi sorok értékét legfeljebb 107° hibaval, amennyiben

konvergensek!
0 n2 n
7.
%) ;[2n2+1J (7.2)

n
2n% +1

2

1
=—<1, tehdt a gydkkritérium

lim ya, = lim = lim ——
n—->ow?2n“+1 2

n— oo n— oo

(an +1j

o0 © 2 n
n
szerint E a = E < o0, a sor konvergens, igy 0sszege S létezik.
" 2n® +1
n=1 n=1

Az S -nek az S, -nel, az n -edik részletésszeggel valo kozelitésének a hibaja:

1n+1
2 wkzk”kzkwlk(z)
H=lssl= Zak:z(2k2+1) Z(ﬂ <3 (3) <55

k=n+1 k=n+1 k=n+1 1_ -
2

a
(Egy konvergens, q kvéciens(i mértani sor 0sszege = ——, a az elsé tag.)

Legyen a hiba 107 -n4l kisebb: (%j <102 > 2">10° > n=>10.

10 10 k2 k
gy a sor értéke 107°-nal kisebb hibaval: S, =S = Zak = Z |-
p i\ 2K +1
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< 1
5) nz;‘(Zn -

Mo. a, = L .
(2n)-(2n=21)----(n+1)-nk-n!

(2n)-(2n=1)----(n+1)-n!
2

! (7.b)

Ha n elég nagy, akkor >nl és ezért

1
O<a,= <
(2n)-(2n-=1)----(n+1)-n-n!

1
(2n)-(2n-1)----(n+1)-n-

IA

2n)-(2n=1)----(n+1)-n!

2
_ 1 _ 2 2 < 2 <
(2n)-(2n-1)----(n+1)-nl  (2n)-(2n-1)----(n+1)-nl (2n)!~ 22"~
2
2 4

S22r‘| 2—l=4_n=4n17 n71=bn’ha n22.
an :Z 171 :Zii = 1 1 konvergens mértani sor, amelynek kvdciense 1-
n=2 n=2 4n n=2 4 4n n=2 4 4
nél kisebb abszolut értékd: q = 2

o0

A majorans kritérium szerint a pozitiv tagu Zan = z 2 )l sor konvergens, igy
n=2 -

-~ I TP e G
értéke S = Z létezik. Az S ~ S, kozelités H hibaja:
= (2n)-n!

1 (1jn+l
o 1) 44 1 1
s-sl-{Sal- Sas Sh- 3 (5] -t

k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1 1-=
4
Mivel a hiba legfeljebb 107 lehet, legyen % I <107, innen 4™ > %), n>4.
igy a sor értékét legfeljebb 107 hibaval kozeliti s, , ahol
4 1 1 1 1
S, = =1/(4-21) +1/(61-3) +1/(8-41) = — ~0,4688.
= (2n)-n! 22 714 40296
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c)

d)

z; 10|79

n

= (-2)" -D"(2 < N 2
T Z 1on =2 (- D5 10n Z:;( Ve, it G = o o

n= =1 n=1

1
>1, akkor c, > 0.
2n
Cn = n n = n
2" +10 1+5

monoton fogy, ha n névekszik, tovabba ¢, — 0, ha n —0.

Tehat Z (=2 10n —Z:(—l)"cn Leibniz tipusu, igy konvergens, azaz S létezik.
n=1
o . Py G s H _ 1 1073 >
Az s =S, kozelités hibaja —|S—Sn|_ = 1 Lot < = n=4 =
4
Z;z +1ok

2, ni3"
2. |79

n=1

k13"
Mo. Az S = S kozelités hibdja: H = |S - Sn| Z z
k=n+1 k=n+1 (Zk)l

kiz k13" B 3 _
(2K)!  (2K)(2k =1)-...-(k +1)-k!  (2k)(2k =1)-...- (K +1)

- 3" _ 3k :( 3 ]k<(§]k ks
(k+1)(k+1)(k+l) (k+1)k k+1 = 4 ) 2 0.

o0

k k
3 2 3
Mivel 0< &, S(Zj =b,, ha k>3, és Z Z(—) konvergens mértani sor, igy a
k=3

k=3

O<a, =

00 0 ee] | n
majorans kritérium szerint a Z a, sorésigya Z a, is konvergens, S =
k=3 k=1 k

(3)n+1
o © 3 k Z 3 n+l
Tegyiik fel, hogy k > 3. Ekkor H = Zak < Z (—j :—:4(Zj =b,.

k=n+1 k=n+1 4 1_§
4
3 n+1 _3 4 n+1
H<4. 2 <10 = 3 >4000 = n>28.
28 28 nI3"
Tehat az S sorosszeg legfeljebb 10_3—nyi hibaval S, = Zan = z (2 )I'
n=1 =1 (2N):
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0 0 n|3n
Megjegyzés. Az, hogy Zan = Z 2n) létezik, konnyen igazolhatd az aldbbi mddon is:
=1

n=1
| n

Mo. a, = .a,>0,han=12,.
(2n)!
a,, _ (n+)B™ (@n)!_ (n+1! 3™ (2n)
a, (2n+1)) nv" n 3" (2n+2)
_(n+Dn! 3".3 (2n)! _ (+d-3  3n+1)
n! 3" @2n+2)2n+)@2n)! (2n+2)2n+1) 2(n+1)2n+1)
= 8 —0,han—0.
2(2n+1)
0 I n 0
A hanyadoskritérium szerint tehat a sor konvergens, S létezik.
Z; (2n)! Z;( 2n)!

o0 _1n
e Z( ) (7.e)

~n(n+3)

mor > D _$ (g =3 (-1)"c,, ahol C, =

mn(n+3) = n(n+3 n—1 n( +1)
és pozitiv, ha n=12,... és ¢, — 0, ha n — oo. Ezek alapjan Z -
~n(n+3)
tehat S dsszege létezik és az S-nek az S -nel valo kozelitésének a hibaja legfeljebb
c - 1
" (n+)(n+4)

monoton fogy

Leibniz tipusuq,

Ezért H =[s—s,|<c,,, = L <t -<10°=(n+1)*>10°= n>31
(n+Y(n+4) (n+1)
_1\k
Tehat S~ S, :Z&
i k(k+3)
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8. Mekkora hibat kovetiink el, ha a sorosszeget a 10. részletosszeggel koézelitjiik?

a)

b)

> 1
Z Nh+/2 (8.2)

_ 1 1 1 Py 1 1
n+2 n 2.3:4....n" 2.2.2.....2 2"

=b,,hanx>2.

1
igy Zb E o7 <%, mert q—§<1 kvdciensl konvergens mértani sor. Ezért a
1

1
majorans kritérium szerint a Z , \/— sor is konvergens, tehat az S Osszege létezik.
1 N4+

Az S =~ s kozelités hibdja H, ahol

1 n
H=l|s— s|_Za Z ! <ib _i L =(2j = han=12,.
k — n|+\/_ 2k—l _1 2n1’

k=n+1 k=n+1

1 1
N=10-re H < > = E <2-107% Tehat ekkora a sorosszegnek a 10. részletdsszeggel

valé kozelitésének a hibdja.

> 1
Y | (8b)

n
~n“+3

Mo. a, =———.3,>0,han=12,....
n°+3
a, = 21 1_b ha n=12,.
n®+3" 3”

0

. 1 . e
E bn = E — < o0, mivel == <1 kvéciens(, konvergens mértani sor.
3" 3
n=1 n=1

0 0
Az el6z6ek és a majorans kritérium szerint Z a, = Z : konvergens, S létezik.
1 1

Az S~ S kozelités hibaja:

1n+l
1 © 1 & (1Y) (3) 31 1
H=ls-sl= za k%k%sk LT 1%@ T2 2y

3

Esetiinkben N =10, igy az S -nek S,,-el val6 kdzelitésével elkdvetett hiba:
1 1 1
S —=—"—= <9-10°.
2-3" 2-3° 118098
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2 n!
¢) Zm (8.c)

n!
Mo. a8, =——. a,>0,han=12,... .

(2n)!

a - nl n! B 1 i

" @2n)! @n@n-1-....(n+D)-n (2n)@2n-1)-...-(n+1)’ W
. 1 _ 1 _
" 2(n+)2(n+1)-1]-...-[(n+D)+1] (2n+2)(2n+1)-...-(n+2)

n+1
T @2n+2)2n+D)-(2n)@2n-1)-..-(n+1)
Con+l 1 1 1

= : : = -a, <—a,,ahonnan
2(n+1) 2n+1 (2n)(2n-1)-...-(n+1) 2(2n+1) 4

1 1 11 1Y 1)’
a,<-a = a,<-a, ,<--—a=[>|-a =..a,<|-|-a,"
4 4 4 4 4 4

Ezek szerintaz S, ~ S kozelités hibaja:

1

2 3 “a,

H:|s—sn|:an+1+an+2+an+3+...£1an+ 1 a + 1 a +=2 L
47" 4 4 13
4

. 1 1100
igy az ,, ~ S kozelités hibdja —a,, ==-— <5.107.
BY 3 S 3% 73 %0
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d)

o0 3n
Z 2" +n?+3 (8d)

n=1
3n
Mo.l.:an=ﬁ>0, ha n:1,2,...n.
4" +n°+3
3n 3n 3 n 0 0 3 n 0
O<a,=———<—=|—| =b,, ahol > b = —| <o, mert ) b, e
LN S (4} " 2:, 2(4) Z; &Y

3
q= Z <1 kvdciens(i konvergens mértani sor. Tehat a majorans kritérium szerint az

00
Z sorosszeg létezik.
n 1 "4 n +3

Az s, =S kozelités hibaja:

3\H
Ezért N=10-re H S4-[Zj <017

n

Megjegyzés. A 2—3 konvergencidja a majorans kritérium nélkil is kimutathato,
+Nn°+
de csak joval tébb munkaval, 1asd lejjebb:
1+ n + 3
. a . an a0 1+0+0 _3
Ebben az esetben lim /L = [im 3. 4 24 =3. <1
n—>wa N->o (n+1? 3 44040 4
4+
4
o0 o0 3I’1
tehat a hanyadoskritérium szerint S=» a = ———— <o,
nzz; " nzzl‘ 2" +n”+3
2 2

: n
A lim _nzo igazolasahoz vizsgaljuk meg —- monotonitasat az[l,OO)-en.
n—>owi 4
’

2 X 2 X 2

X 2X-4"—x-4"-In2  2x-x“In2 X
(_j = > = =—(2-xIn2)<0, ha x>3. Ezért

4% 4

4" 4"
X2 n’
? monoton fogy a [3, oo)—en, igy 4—n pozitiv, monoton fogy és korlatos a [3, oo)-en, tehat
2 2 2
n n n+1
létezik L= lim — . Az — sorozat ( M) részsorozatanak is ugyanaz a hatarértéke:
n—o4" 4" 4
2 2
1 . 1
ootf 20 R G
L= lim L — lim _n—nz lim _n_n—>oo N _L*=,
n—>o 4 n—>owi 4 n—>owi 4 4
2
. n
Az L= L1 egyenlet megoldasa tehat valdbanaz L= lim —=0.
4 n—>owi
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(= 1) (n-1)
e) 2; |8
Mo. &, —( 1) (n-1) , n=12,....
n +Nn

ZMZZ(—D”CH, ahol ¢, = n-1 >0, han=12,...
-t N-+n n=1 n"+n

. n-1 n
Sejtés: Ha n=12,..., akkor Cc, 6 >C ,, < >

n+n (n+1)*+(n+1)
n-1 n
>
n“+n n°+3n+2
Tegyiik fel, hogy N> 2, akkor N> —n—2=(n+1)(n—2) >0 teljesiil, amibé| a korabbiak

szerint az is kovetkezik, hogy C, =C

< (n=D(n*+3n+2)>n(n*+n) < n*-n-2>0.

w1 ha n=23,..., azaz ¢, monoton fogyo és a

korabbiak szerint pozitiv is.

D'(n-1
Tehat mivel  lim c, =0 s teljesul, igy azw Z( -1)"c, sor Leibniz
n— o ~ n*+n ~

tipusu és ezért az s 6sszege létezik, valamint az S = S hibaja H = |S—Sn| <Cp-

igy a keresett kdzelités hibaja:

H—|S—S |<C 11 1 10
R T LTy
Megjegyzés. C, = 2_ monoton fogyasa kdnnyen megvizsgalhatd derivdlassal.
n-+n
x-1
f(n)— ,n=12,...> f(x)= 5 X211 >
X"+ X
£1(%) = x—1) X+x-(x-1)@x+1) x*+x—(2x*—x-1)
X* + X (x* +X)? (x> +x)?
2 2 2
—X"+2x+1 —(x"-2x-1 x-1)"-2
= 5 2:(2 2):—(2)230,haX23.
(X +x) (X +x) (X +x)
Ebbél kdvetkezik, hogy az f fiiggvény monoton fogy a [3, oo)-en, aminek egyenes
n-1
kovetkezménye, hogy a C, = m, n=12,... sorozat is monoton fogy.
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9. Abszolut, illetve feltételesen konvergensek-e?

a)

z( D"(n+4)

~ n’+4

Mo. 1. RESZ ZM:Z(—l)”cn,ahol C, =
—m h°+4 n=1

Sejtés: C, monoton fogyo, azaz C

(9.a)

4 >0, n=12,...
n“+4

<c,,n=12,.

n+l —
Igazoljuk ezt ekvivalens egyenl6tlenségek bevezetésével:
(n+)+4 n+4 n+5 n+4

=S <
(n+1)*+4 n*+4 n“+2n+5 n’+4
< (N+5)(n° +4) <(n*+2n+5)(n+4)

< n*4+5n"2+4n+20<n®+6n*+13n+20

< n™2+9n>0.
Mivel az utolso egyenl6tlenség igaz és ekvivalens az elsével, C, valéban monoton fogy6.

1,4
) ) ) P
lim ¢ = lim n2+4= lim n_n_

n— o n—o>on‘+4 n—>oo1

C,..<cC,n=12,...

=0.

+—
n2

D'(n+4
Az eddigiek alapjan belattuk, hogy a sor Leibniz tipusu, igy ZM konvergens,

— Nh°+4
ésaz S, ~ S kdzelités hibdja: H =[s—s,|<cC,,.

n’+4
n+4
la,|=—— >0, ahol n=1.2,.
n“+4
a =4, D 212=l=bn>o,han=2,3,....

n+4 n®’+4 n®> n

Ismeretes, hogy a harmonikus sor divergens, Z—zoo. A minorans kritérium
n=1

alkalmazasaval a i|an| és ibm sorra az adddik, hogy i|an|=00, tehat az eredeti

n=1 n=1 n=1
(=D"(n+4) , e
Zan :Zz—sor nem abszolut konvergens, de konvergens, vagyis definicié
= n°+4
szerint feltételesen konvergens.
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b)

0 (_l)n
“~nlnn?

(9.b)

Mo. |. RESZ

Z( ol =>(-1)"c,, aholc, = ! ~>0 (n22—>n’24—->Inn*2In4>0).
“nlnn? 4 ninn

1
C,= > monoton fogy, ha N>2és n novekszik.
ninn
lim ¢ = lim _1__q
n— oo n— o nlnn?
. = (D" G, )
Ezek alapjan a Z > sor Leibniz tipusu, tehat konvergens.
“~nlnn
Il. RESZ
-1" 1 1
a,| :| ) = > = f(n) = f(x)= > az eléz6ek szerint a [2,0)-en pozitiv
|n|nn | ninn xInx
. L oow 1 T T
és monoton fogyo, igy Z 2 és If(x)dX=J 50X egyszerre konvergens,
“~ninn ’ ’

illetve divergens.

1
dx = == (Xd ——| I
len(xz) X I2x|nx J.Inx X n(Inx). iey

; 1 1
II - —_— = =
lenx dx = | In(lnx)] y m 2In(Inx) 2In(In2) o, tehét a

0 o0 0
sor dlvergens azaz Z = Z
n=2 :2

2 Jal=2.
n=2 n—2 NIN
Ugyanakkor mivel Z(I—) konvergens is, tehat feltételesen konvergens.
= nlinn

nem abszollt konvergens.

39



Numerikus sorok gyakorlat 1. verzid

c)

d)

¢} (_1)n
; 2n*-3n+8 5.9

_1n
Ao D
2n“-3n+8
)" 1 1 2n’
—| ) |= 5 <— . Ha n elég nagy, akkor ——2>3n,és
|2n ~3n+8| 2n2-3n+8 2n’-3n 2
1 1 1 2n?
ekkor 0<la,|< ——< (——23n, han>3))
2n“ —-3n , 2n? T n? 2
2n° —
2
Mivel |a |<i2 ha Nn>3, tovabba Z—2<OO, igy a majorans kritérium szerint
n=1

o0 _1 n
Z|a | < o0, ezért Za = Zz(—) abszolut konvergens, tehat nem feltételesen
o = 2n°—-3n+8

konvergens, de ugyanakkor konvergens is.

1 1 1 1 1 1 1
1+-—— - — — ... = —_—t——.. (9d)

2 20 2% 3 23 nl 2"

Mo. Képezziik a tagok abszolut értékeibdl allé sort:

1+l+l+i2+l+i3_...+l+in+...=Z[l+ij_
2 20 22 3 2 nt 2 oy

> 1 =1
Vizsgaljuk a Z—| és ngorok konvergencidjat!
N0 o

1 1
Tekintsuk a Z—I sort. Legyen a, == a,>0,n=12,....
&l n!

. a : n! : 1
Ekkor lim Znst —  [im = lim = -0<1 igy 2 ~ konvergens.
n—oa N>+ n—soon+l Nt

Vizsgaljuk a Zz—n sort. Legyen b, ZF’ n=12,.... Ekkor b, >0 és
n=1
b . 2" .1 =1
lim Znt — lim = lim =<1 i — konvergens.
n—swob no>w02™ nsw2 gyZ;Z” &

=1 1 1
Mivel Z— és Z— is konvergens, a Z( +2—n] Osszegsoruk is az. Mivel az utdbbi
n 1

Osszegsor pozitiv tagu, ezért egyuttal abszolut konvergens is.
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1 L + L + ! ! +
— — —_— — e —_— o 9.e
23 T T ancy @ny P
Mo. Képezzik a tagok abszolut értékeibdl allo sort:
1 1 1 = 1
1+ +—=+--+ .
2> 3 (2n—1) (2n Z;‘((Zn 1° (2n)2]
Vizsgaljuk a Z és Z > sorok konvergenciajat!
n=1 (2 _1) _1
L - 1 = 1 1 1 1
Tekintsliik a 2—3 sort. A ———5 =3tz +t—5+.. poztiv tagu sor
n=1 (2n _1) n=1 (2n _1) 1 3 5
majorizélhaté az a—3 indexd, tehdt o >1 miatt konvergens hiperharmonikus sorral,
1.1 . L .
vagyis a Z —+3—3+ . sorral, ezért a majorans kritérium szerint
- 1 1 1 1
Z—:—+—+—+... konvergens.

~on-1° 1* 3F 5

Ehhez hasonldan lathaté be, hogy konvergens az aldbbi sor is:

=1 1 1 1 . = 1 ) © 1 _
Z(Zn)2:?+?+?+mmwe' ZW és Z(ZT)Z is konvergens, a

n=1 n=1 n=1

SIETE R . : s e

Z ' —+ 2— osszegsoruk is konvergens. Minthogy az utébbi 6sszegsor pozitiv tagu, ezért
n!

abszolut konvergens is.

> 1
Kiegészités. Igazoljuk a definicid felhasznaldsaval is, hogy ZW
1 14N

no]
Tudjuk, hogy Z— konvergens, azaz létezik az &sszege, a véges S= |IM =
k=1 n— o7k

L] ]
Vizsgaljuk Z konvergenciajét: s, = 1im = lim Y2
7 (2 k) n— o7 (2k)° n— o 4k

konvergens,

_ im L. iz:l lim izzls. Tehat ) ——— konvergens.)
n—->o4 5k 4 n>owimk” 4 (2 k)
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