Ismerteto

A Matematika 2.” elektronikus oktatasi segédanyag a Budapesti Miiszaki és Gazda-
sagtudomanyi Egyetem Villamosmérnoki és Informatika Karan a mérnok-informatikus
szakos hallgatok ,, Analizis 2.” targydhoz késziilt, de haszonnal forgathatjak mas szakok,
karok vagy miszaki foiskolak, egyetemek hallgatoi is, akik hasonlé mélységben hasonld
anyagot tanulnak matematikabol.

Az anyag az ,,Analizis 1.” targyban tanult ismeretekre épiil, tehat ismertnek tekintjiik
a valos egyvaltozos fiiggvények differencial- és integralszamitdasanak elméletét, valamint
a numerikus sorozatok, sorok alapjait.

A jegyzetben a kozonséges differencidlegyenletekkel, fiiggvénysorokkal (Taylor-sorokkal,
Fourier-sorokkal), tobbvaltozos fiiggvényekkel (differencidlds, integralds), valamint a komp-
lex fiiggvénytan alapjaival foglalkozunk. A jegyzet szerkezetével maximalisan igazodik a
mérnok hallgaték igényeihez. A definicidk, tételek, bizonyitasok mellett kiemelt szerepet
kapnak a kidolgozott példak és a tematizalt feladatok megoldasai.

A mintegy 350 oldalas elméleti anyagot kiegésziti egy 150 oldalas példatar, amely
tobbségében megoldott, tematizalt gyakorlofeladatokat tartalmaz. A két jegyzet azonos
témakoroket azonos mélységben targyal, a jelolésrendszer teljesen 6sszehangolt.

A jegyzetben az eligazodast tartalomjegyzék, valamint az elméleti anyagban talalhato
targymutatd konnyiti meg. A megértést rengeteg szines abra és néhany animacié segiti.

Az elméleti jegyzetben targyalt anyag szandékosan joval bovebb, mint a jelenlegi heti
4 éra eldadason és 2 éra gyakorlaton targyalhaté mennyiség. Az eldadason nem szerepld
anyagrészeket az érdekl6do hallgaték onalléan is megérthetik a jegyzetbol.
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1. fejezet

Ko6zonséges differencialegyenletek

1.1. Bevezetés

Differencidlegyenlet: olyan egyenlet,amelyben az ismeretlen egy fiiggvény, és az ismeret-
len fiiggvény és a differencidlhanyados fiiggvényei ugyanazon a helyen szerepelnek.
Kozonséges differencidlegyenlet: a fiiggvény egyvaltozos.

Parcidlis differencidlegyenlet: a fliggvény tobbvéltozds (mi ezzel az esettel nem foglalko-
zunk, tehat a tovabbiakban csak kézonséges differencidlegyenletekrél beszéliink).

n-ed rendii differencialegyenlet: a fellépo legmagasabb rendii derivalt n-ed rendii.
Implicit alakja:
F(z,y,9,y", .. ,y™) = 0.

Explicit alakja:
v = flry s yY).

Linedaris differencidlegyenlet ( n-ed rendii eset):

A differencidlegyenlet megoldasa

A differencidlegyenlet megoldasahoz keressiik azon differencialhaté valds egyvaltozos
fiiggvényeket, melyek , kielégitik” a differencidlegyenletet, tehat behelyettesitve a diffe-
rencidlegyenletbe azonossdghoz jutunk.

Az n-ed rendi differencidlegyenlet megoldasa: n paraméteres fiiggvénysereg, melyet
altalanos megoldasnak hivunk.

Az altalanos megoldas explicit alakban:



yzg(I,Cl,Cg,-“,Cn), 017027"'7CTL€]R7
implicit alakban:

G(x,Cl,C’g,---,C’n):O, 01,02,...,Cn6R.

A differencidlegyenlet egyetlen megoldasat partikularis megoldasnak nevezziik, melyet az
allandék specialis megvalasztasaval kapunk. Példaul n darab kezdeti feltétel megadasédval
jelolhetiink ki egyetlen megoldast:

y(x0) = Yoo, ¥ (o) = Yo1, --- ¥ V(20) = Yot
ahol zo, Y00, Y01, Yon—1 adott valoés szdmok.
Ezt kezdetiérték problémanak hivjuk.

Partikularis megoldas keresése peremfeltételek megaddsaval is torténhet, de ezzel mi nem
foglalkozunk.

A differencidlegyenletek elméletének két alapkérdése van:
e Egrisztencia kérdése: egy adott kezdetiérték problémanak létezik-e megoldasa?
e Unicitas kérdése: egyértelmii-e a megoldas?
A kés6bbiekben az egyes differencidlegyenlet tipusoknal kitériink az egzisztencia és uni-

citas kérdésére is.

A fogalmak megértéséhez tekintsiink egy egyszeri példat!
1.1. Példa

Yy =2x+2
1. Adjuk meg a differencidlegyenlet dltaldnos megoldasdat!
2. Keressiik meg az y(1) = 5 kezdeti feltételt kielégitd partikuldris megolddast!

3. Keressiik meg azon megolddst (in. integrdlgorbét), mely érinti az y = 8x — 20
egyenest!

1 Megoldas: Ez egy elsdrendi differencidlegyenlet explicit alakban megadva.

1. Eqy y figguény akkor és csak akkor megolddsa a differencidlegyenletnek, ha az
egyenlet jobb oldaldn adott fligguény primitiv fiiggvénye. Igy az dltaldnos megoldds:

y(z)=2*+22+C (=(@+1)*+C-1), CeR.

Valoban egyparaméteres gorbesereget kaptunk, melyet az 1.1 dbra mutat. A sik
minden pontjan pontosan eqy megolddsgorbe (mds elnevezéssel: integralgirbe) halad
at.



y(Xx)=x242x
y(X)=x?+2x+C —

-6 -4 -2 0 2 4 6

1.1. abra. Az y' = 2x 4 2 differencidlegyenlet megoldasai.

2. Egy y(xo) = yo kezdetiérték problémat kell megoldanunk, ahol most xog =1 és yo =
5. Ehhez az dltalanos megolddsban elvégezve az © = 1 helyettesitést (y(1) = 5) :
5=14+2+C, amibél C = 2 adddik.

_fgy a keresett partikuldris megoldds: y = x° + 2z + 2.

3. Milyen kezdetiérték probléma tartozik a megadott feltételhez? (o =7, yo =7)
Mivel a keresett partikuldris megoldds (xo yo) pontbeli érintd egyenese az y =
8x —20 egyenes, igy meredeksége: m = 8. Tehdl adott a keresetlt megoldasfiiggvény
xo pontbeli derivdltja, melyet behelyettesitve a differencidlegyenletbe, megkapjuk xq
értékét:

8=2xr+2=—x=3, tehdtxy=3
Az érintd egyenes eqyenletébol pedig yo értéke is adodik:
Yo=8-3—-20=4.
Vagyis az y(3) = 4 kezdeti feltételt kielégitd partikuldris megolddst keressiik.

4=94+6+C = C = —11, igy a keresett megoldds: y = x> + 2z — 11.



1.2. Elso6rendu differencialegyenlet

1.2.1. Alapfogalmak

1.2. Definicié Elsérendi implicit differencialegyenletnek nevezziik az olyan egyenletet,
amelyben az y, y' és x szimbdlumok szerepelnek, (amelyeket persze mds betiikkel is je-
l6lhetiink), és az y semmiképp se hidnyzik az egyenletbdl. Ezt gy irhatjuk fel, hogy:

F(z,y,y)=0. (1.1)

Ha ebbdl az egyenletbdl az 1y kifejezhetd, akkor elsérendli explicit differencidlegyen-
letrol beszéliink:

y = fzy). (1.2)

Tehdt az (1.1) alak dltaldnosabb, mint az (1.2) alak.
Az adott xg,yo esetén jutunk az

Z// = f(x7y) ) y(dio) = Yo- (13)

un. Cauchy-probléméhoz.

1.3. Definicié a) Azt mondjuk, hogy a ¢ : (a,b) — R, (a <b) differencidlhatd
figgvény megolddsfigguénye a (1.2) differencidlegyenletnek, ha

¢'(x) = f(z,0(x)),  Vaz€(ab). (1.4)
A ¢ fiigguény grafikonjdt megolddsgorbének vagy integrdlgorbének nevezziik:
{(z,9) -+ y=9), z€(ab)} (1.5)

Az dsszes megoldasfiigguény  halmazdt dltalanos megolddsnak nevezzik. Ha ezek koziil
csak egyet tekintink, példaul a Cauchy-feladat megoldasat, akkor partikuldaris megoldasrol
beszéliink.

b) Azt mondjuk, hogy a ¢ megoldasfigguénye (1.3) Cauchy-problémdnak, ha van
olyan (a,b) intervallum (a < b), hogy

O'(x) = flz,p(x)), Vze(ab), ahol zg€ (a,b) és p(xo) = o (1.6)

p-nek a grafikonja az (1.3) Cauchy-probléma megolddsgorbéje.



Megjegyezziik, hogy egy megoldasfiiggvény mindig valamely nem iires, nyilt inter-
vallumon van értelmezve, és ott minden pontban differencialhaté. Vannak olyan diffe-
rencidlegyenlet tankonyvek is, amelyek nem kivanjak meg, hogy a megoldasok minden
pontban derivalhaték legyenek. Azt azonban felteszik, hogy ,nulla 6sszhosszisagi” hal-
maz kivételével legyenek differencialhaték a ¢ megoldédsok. Ilyenkor azt mondjék, hogy
¢ majdnem mindeniitt differencidlhaté az (a,b)-ben.
¢ helyett természetesen y-nal is jelolhetjiikk a megoldasfiiggvényt, mi is altalaban igy
tesziink a kés6bbiekben. (A ¢ jelolés kezdetben segiti az anyag konnyebb megérthetésé-

gét.)

1.4. Példa Mutassuk meg, hogy az
Yy =y-2

differencidlegyenletnek megoldasa az

y=2+¢e"TY  ahol v € (—00,00) VC €R
esetén, vagyis a teljes szamegyenesen értelmezett fligguénycsaldd tagjai mind megolddsok!
Ellendrizzik azt is, hogy az azonosan kettével eqyenld fiigguény is megoldds!

2 Megoldas: Mivel a megadott fiigguény derivdltia ' = e®tC | és fenndll, hogy y—2 =
e"tC, azért tetszbleges x,C € R esetén fenndll az eqyenléség. Tehdt a megadott
fiigguény kielégiti a differencidlegyenletet.

Az azonosan 2-vel egyenld konstans figgvény derivdltja nulla, és 2 —2 =0, gy

y =2 waloban megoldas.

Megjegyzés: azt nem allitja a feladat, hogy més megoldasa nincs a differencidlegyenlet-
nek.

1.5. Példa
. 1 . .
1. Oldjuk meg az ' = differencidlegyenletet!
1+ a2
1
2. Oldjuk meg az y' = 152 y(1) =0 kezdetiérték problémdt!
x

3 Megoldas: 1. Az y = arctge + C, C € R az dltaldinos megoldds, amelynek
elemei értelmezettek a (—o00,00) intervallumon.

2. Ezek kozil az y = arctgx — w/4 adja az (1,0) kezdeti értékhez tartozé megol-
dasgorbét.

Vegyiik észre, hogy minden ponton halad dt megolddsgorbe, és mind a (—o00,00) inter-
vallumon vannak értelmezve.
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1.6. Példa Oldjuk meg az

differencidlegyenletet!
4 Megoldas: A
o@)=Inz+C, x>0 ésa ¢)=In(—x)+Cy <0

fiigguények a megoldasok, ahol Ch,Cy tetszdleges valds konstansok.
Ha az xg = e, yo = —2 kezdetiérték problémadt akarjuk megoldani, akkor feltehetyiik,
hogy © >0, igy a —2=1Ine+ C, -b6l Cy = —3 adodik. Ezért

o(x) =Ilnz —3

adja a megolddsfiigguényt.
Ha pedig az xo = —e, yo = 7 kezdetiérték problémat akarjuk megoldani, akkor felte-
hetjiik, hogy * <0, igy a 7=1In(—(—e)) + Cy -b6l Co =6 adddik, ezért

o(x) =In(—x) +6

a megoldadsfigguény.

A rovidebb irdasmod kedvéért az dltaldnos megolddst ¢(x) = In|z| + C  alakban
szoktuk leirni, ami alatt az In|z| + C  figgvény wvalamely (a,b) intervallumra vald
lesziikitését értjik, példdul a (—o0,0) wvagy a (0,00) intervallumra vald leszikitését.
A 0-t tartalmazo (a,b) intervallumra nem lehet gy leszikiteni, hogy differencidlhato
fiigguényhez jussunk. A fenti két kezdetiérték probléma megolddsa:

o(x) =1In|z| -3, illetve o(x) =In|z|+6

alakokban is irhato. Ilyenkor az értelmezési tartomdnyok nincsenek kiirva, de értelem-
szertien az elsé esetben x > 0, a mdsodikban x < 0.

1.7. Példa Mutassuk meg, hogy ha az y = p(z), x € (o, B) differencidlhatd, és kielégiti
az
Pyt =32+ K, KeR (1.7)

implicit egyenletet, akkor megolddsa az aldbbi differencidlegyenletnek:

vy*y +y* -2/ =0. (1.8)
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5 Megoldas: Az y helyett o(z) -et gondolunk és differencialjuk az (1.7) implicit egyen-
let mindkét oldalat x szerint, a K paramétert konstansnak tekintve:

32%y°® + 2*3y%y = 62,

amibél 3x? -tel vald osztdssal megkapjuk a kivint differencidlegyenletet. (Megjegyezziik,
hogy x =0 esetén p nem elégiti ki az (1.7) implicit egyenletet sem.)

Ilyenkor az (1.7) -et nevezziik az (1.8) differencidlegyenlet implicit alakd megolddsdanak.
Sokszor meg kell elégedniink a megolddsok implicit alakjdval.

1.8. Példa
1. Bizonyitsuk be, hogy ha az y = y(x) differencidlhatd figguény kielégiti az
o +ary? —22%y+29* =0 (1.9)
implicit figguénykapesolatot, akkor y = y(x) megolddsa a

d
22y — 22 +4y) d—y = (dzy -2z —?) (1.10)
x
differencidlegyenletnek.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha az x = x(y) differencidlhaté figguény kielégiti az (1.9)
implicit fligguénykapcesolatot, akkor kielégiti az alabbi differencidlegyenletet:

dx

6.2 _ o2
(Qxy 2z +4y) (4xy 2x y)dy'

(1.11)

3. Mi a tanulsdg?
6 Megoldas: 1. Tehdt most az
2+ 3y (x) — 20% y(o) + 24%(x) = 0
implicit eqyenletet kell x szerint derivadlni. fgy az aldbbi egyenlethez jutunk:
2z +y* () + 2 2y(2) y' (2) — o y(z) — 227 y/(2) + 4 y(2) y'(2) = 0.
Innen pedig y'(z) = g—z cserével és rendezéssel adodik az dallitds.

2. Ebben az esetben az y a fiiggetlen vdltozo, ezért az
2*(y) +2(y) y* —22%(y) y + 2y = 0.

egyenletet most az y fliggetlen valtozo szerint kell derivdlni:

dz dz dz
22(y) —— + — y? 2y — 4 —y—22° 4y = 0.
W) g, Ty ¥ W 2y dely) oy =20 (y) +dy = 0
Ebbil rendezéssel kapjuk (1.11)-et.

12



dy
3. v = flz,y), azaz To = f(z,y)
esetén az inverzfiigguényre vonatkozo differencidlegyenlet:

dx 1

d_y:m’ flz,y) #0

Most y jeldli a fiiggetlen vdltozot.

Megjegyzés:
A fentiekbél kovetkezéen az (1.10) és az (1.11) differencidlegyenletek kozos alakja:

(2xy—2x2+4y) dy = (43:y—23:—y2) dx

A megoldasnal tudnunk kell, hogy melyik a fiiggetlen valtozé. Mi megallapodunk abban,
hogy esetiinkben mindig az x lesz a fliggetlen valtozo, ha nincs ezzel ellentétes allitas.

1.9. Példa Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenletet!

, 1

- (1.12)

Y

7 Megoldas: A megolddsgorbék valamelyik siknegyedben vannak, ugyanis x # 0, y # 0
miatt nem metszhetik a tengelyeket. A megolddsoknak ki kell elégiteniiik az

vy =1/z, azaza 2yy =2/v, azazaz (y*) =2/z
differencidlegyenletet. Tehat
y*=2Mhlz|+C, CeR (1.13)

a megolddsok implicit alakja.
Legyen C'=2InC | ekkor

> =2In|z|+21InC, C cR",
amelyet kényelmesebben
y? =2 1n(|z|C), C € R*,

azaz ) .

WD = z|C,  CeRY, (1.14)
amelybol x -et fejezhetjik ki, mint az y fligguényét, vagyis a megoldasfiigguények inver-
zeirol beszélhetiink kényelmesen:

r=z 0, CeR,
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Vagyis

z=keV/?  EeR\{0},y#£0. (1.15)

Az (1.15) formula minden y € R -re értelmezett, de a mi esetinkben (1.12) miatt
y # 0 lehet csak.
Ha differencidlegyenletet kell megoldanunk és a megolddsfiigguényekkel kapcsolatban sem-
mi mds feladatunk sincs, akkor az (1.13) implicit fiigguénykapesolat megtaldldsdval a
feladatot megoldottnak tekinthetyik.

1.2.2. Gyakorlé feladatok

1. Mutassuk meg, hogy az adott fiiggvények megoldasai a feltiintetett differencidl-
egyenleteknek:

(a)

y=—-2e* 4 ¢ Y+ 2y = €.

y=xvV1-—12 0<x<l,;

yy =ax — 223

2. Mutassuk meg, hogy az alabbi differencidlegyenleteknek a feltiintetett paramétere-
sen adott gorbék megoldasgorbéi:

(a)
z+yy =0;

x = cost, y =sint, te (0,m).

(1+azy)y +y* =0;

x = te', y=-e", t < —1.
()
()’ +e =u;
2
r=t"+¢, y:§t3+(t—1)et, t>0



3. Mutassuk meg, hogy ha az y = ¢(z), =z € («,) figgvény differencidlhatd, és
kielégiti a megadott implicit egyenletet, akkor megoldasa a feltiintetett differenci-
alegyenletnek is:

(a)
Py -yt =K gy (142)°) =32°
(b)
Y +6x=9, y>0
y () +22y =y
(c)
arctg%—ln\/m:O, x>0;

(r—y)y =z+y.

4. Mutassuk meg, hogy ha az y = p(z), = € (o, ) fliggvény kielégiti a megadott
integralegyenletet, akkor megoldésa a feltiintetett differencidlegyenletnek is:

()

y:ex/etht—i—?)ex, x € (—00,00);
0

/ . a?+:c2
Yy —y=e .

int
y:x/%dt; x> 0;
0

zy =y+x sinz.

y:x/?dt, x> 0;
1

zy —y=uze".

Utmutatés:

Ha az integrandus fiiggvény folytonos, akkor az integralszamitas II. alaptétele
szerint az y = p(x) differencidlhaté. A 4b feladatot ugy kell érteni, hogy az
integrandus fiiggvény 0 pontbeli szakadasat megsziintettiik, felhasznélva, hogy
th_I}(l) (sint)/t = 1.
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1.2.3. Szétvalaszthato valtozoju differencialegyenletek
Mas elnevezéssel: szeparalhato vagy szeparabilis differencidlegyenletek.

1.10. Definicié A szétvdlaszthato valtozoju differencidlegyenletek specidlis alaki elsé-
rendt differencidlegyenletek, melynek alakja

v = f(z)-g(y), ahol f€ C'(Oa,b), g€ C’?C,d). (1.16)

Tehat az explicit megadéasi ¢y = p(z,y) elsérendii differencidlegyenlet jobb oldalan &ll6
kétvaltozos fiiggvény felirhato egy csak x-t0l és egy csak y-tdl fliiggd egyvaltozos fliiggvény
szorzataként.

A differencidlegyenlet megolddsaként keressiik azt az y = y(x) fiiggvényt, amelyre:

y'(z) = f(z) - gly(x)), V€ (a,b)re
1.11. Tétel A szétvdlaszthato valtozoju differencidlegyenlet megolddsa:

1.) Ha g(y0) =0 (yo € (c,d)), akkor y =1y, megoldds.
(Egyensilyi helyzet, mivel y' =0.)

2.) Ha (c1,dy) C (¢,d) -ben g(y) # 0, akkor az
y(®o) =wo, o € (a;b), yo € (c1,d1)
kezdetiérték probléma egyértelmien megoldhato. Az y(x) megolddsfiggvényre vonat-
kozo implicit eqyenlet:

/ﬁdy:/f(m)dyc.

Y4
d#,,
dif -~

C1+——

CA,ff

Bizonyitas.
1.) y = yo-at behelyettesitve (1.16)-ba:
() g(yo) = 0=0

yo =f
=0 =0

Tehat y = yo valdban kielégiti a differencidlegyenletet.
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2.) Mivel g(y) # 0, (1.16) ekvivalens (1.17)-tel:

Y~ f(x) (1.17)

=f(x), Vze Ky, (1.18)

Legyen H(y) az 1/g(y) = h(y) egy primitiv fiiggvénye (c;,d;)-en, tehat
dH 1

dy — gy)
1/g folytonossidga miatt létezik H , hiszen az integralszamitas II. alaptételének ko-
vetkezményeinél tanultunk errdl (folytonos fiiggvénynek mindig van primitiv fiiggvé-
nye).
Legyen F' a f egy primitiv fiiggvénye (a,b)-n, tehét itt
dF
p— x
= )

(f folytonossiga miatt létezik F').
Latjuk, hogy (1.18) az aldbbi alaku

d d
—(H@)) = — (F()),

amibdl a differencidlegyenlet altalanos megoldésa:
H(y(z)) = F(x) + C. (1.19)

(A derivaltak egyenldsége miatt a primitiv fiiggvények csak egy allandéban kiilon-
boznek.)

Az y(zo) = yo kezdetiérték probléma megoldasa az altalanos megoldasbol:
H(y(xo)) = F(xo) + € = C = H(y(x)) — F(xo),

tehat C' egyértelmiien megadhato.
Megforditva, ha (1.19) valamilyen C'-vel teljesiil, akkor mindkét oldalt x szerint
derivalva

hy(@) o(x) = f(z), vagyis gyy — f(x),
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tehat y(r) megolddsa (1.16)-nak.

Osszefoglalva: F és H meghatdrozasaval az ismeretlen y = y(x) fiiggvényre a
H(y) =F(z)+C (1.20)

implicit fiiggvénykapcsolatot kapjuk. Ezt irhatjuk

/ﬁdy:/f(x)dx
alakban is.

Az utébbi alaknal az integralasi allandét csak a jobb oldalon irjuk ki.

Megjegyezziik, hogy H szigorian monoton, ezért elvileg y kifejezhetd (1.20)-bdl.

(Ugyanis H'(y) <: h(y) = ﬁ) # 0,1igy H'(y) jeltarté.) O

1.12. Példa Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték problémat!

,  sh2x
Yy = )
ch 3y

y(0) = 0.

1
8 Megoldas: f(z) =sh2z, feCp; g(y):m #£0, geC}.

fgy minden kezdetiérték probléma egyértelmiien megoldhato.
A megoldds:

, sh2x N dy  sh2z
v = ch 3y dz  ch3y

= /Ch3ydy:/sh2xdm.

Elvégezve a kijeldlt integrdlasokat kapjuk az dltaldnos megoldast:

1 1 1 3
~sh3y = =ch?2 — —arsh ( Sch?2 .
35 3y 5 C x+C (y 3 I8 <2c x—l—C))

Az y(0) = 0 kezdeti feltételt kielégitd partikuldris megoldds:

1 1 1 1

35 0 5 C 0+C, wagyis 0 2—1—0 = C 5
tehdt ] ] )
—sh3y = -ch2r — —.
3s 3y 20 T 5
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1.13. Példa Adjuk meg az aldbbi differencidlegyenlet dsszes megolddsat!

y =ay
9 Megoldas: f(z) =z és g(y) =y mindeniitt folytonosak, de g(y) =0, ha y = 0. Igy
az alabbit dllithatjuk:
y = 0 megoldja a differencidlegyenletet. Tételiink értelmében az y > 0 félsikra esd kez-
detiérték problémdak egyértelmien megoldhatok, ilyenkor vizsgdlatunkat az y > 0 félsikra
korlatozzuk. Hasonléan az y < O félsikra esd kezdetiérték problémdk is egyértelmiien
megoldhatok, de vizsgdlatunkat ekkor pedig az y < 0 félsikra korldatozzuk.
A megoldds a valtozok szétvdalasztdsdval:

d 2
y#0: /?y:/xdx == ln\y|:%+K

12 x
Hay >0 : lny:%Q—FK = y=c2 pagyisy=efe7
1,'2 2

Hay <0 : ln(—y)z%—i—K — y=—e2 K gagyis y = —eX 7

fgy az dltalanos megoldds a kévetkezd alaku lett:

032
y=Cez, ahol C €R, de C #0.

Az y = 0 megoldds beillesztheté C = 0 wdlasztdssal az elozé seregbe, igy az dsszes
megoldas:

y=Cer, C eR.

A megolddsokat az 1.2. dbra mutatja.
Ebben az esetben a teljes sikot vizsgdlva is dllithatjuk, hogy minden y(x¢) = yo kezde-
tiérték probléma egyértelmiien megoldhato.

1.14. Példa
y =3y
1. Oldjuk meg a differencidlegyenletet!
2. Oldjuk meg az y(2) = 0 kezdetiérték problémdt!

3. Mit mondhatunk a megolddsok egyértelmiiségérdl?

10 Megoldas: 1. f(x) =1 és g(y) = 3 /y? mindendiitt folytonosak, és g(y) =0, ha
y=0.
lgy y = 0 megoldas.
Ha y # 0, a vdltozok szétvdlasztdsdval:

1
/§y2/3dy:/1dx = Yy=z+C.
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1.2. dbra. Az y' = zy differencidlegyenlet megoldésai.

Tehat az dltaldnos megoldds: y=(x+0C), CeR.

Most az y = 0 megoldds nem illeszthetd be ebbe a fiigguényseregbe a C' konstans
megfeleld megudlasztdasdval. A megolddsokat az 1.5 dbra mutatja.

. Az y(2) =0 kezdetiérték probléma megolddsa példdul:  y =0, de az y = (z+C)>?
fiigguényseregbdl is adodik megoldds:
0=02+C) = C=-2, tehdty= (v —2)> is megoldds.
Sot példaul az
(x+1)3, haz<-1,
Yy = 0, ha —1l<z<2,
(x—2)%, ha2<uz.

fiigguény is megoldds, hiszen mindendiitt differencidlhato, kielégiti a differencidl-
egyenletet és y(2)=0. FEs még végtelen sok ilyen tipusi figgvényt felirhatndnk.
Tehat ennek a kezdetiérték problémdnak a megolddsa nem egyértelmdi.

. Az el6z0 példdban az y = 0 megolddst betéve az integrdlds wutjan kapott megolddsok
kézé nem romlott el az eqyértelmiség. Ezért ezt a megolddst reqularisnak nevezziik.
A mostani példdban az y = 0 megoldast szinguldrisnak nevezzik, mert ennek egyet-
len pontjaban sem teljesiil az egqyértelmiség. Az y > 0, illetve y < 0 félsikok bar-
mely pontjan dthalado megoldds lokdlisan egyértelmi, mert a pont koré felvehetd
olyan nyilt téglalap, melyben tekintve a megolddsokat az adott ponton csak egyetlen
megoldds halad dt (nem szabad kilépniink a vizsgdlt félsikbdl).
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1.3. abra. Az y' = 3{/y? differencidlegyenlet megoldasai.

1.15. Megjegyzés A tovabbiakban a g(y) = 0 egyenlet vizsgdlatdbdl szdarmazo
megoldasokat kérjik felsorolni, de nem kell vizsgdlniuk, hogy figyelembe vételiikkel
elromlik-e az eqyértelmiiség. Tehdt nem kell megallapitani, hogy ezek requldris vagy
szinguldris megolddsok-e.
1.16. Példa Adjuk meg az aldbbi differencidlegyenlet dltalanos megolddsat!
x
/

Yy =——, y >0, vagyy <0
y

1
11 Megoldas: f(z) = —z, fe€Cy; g(y) = ; #0, g€ C ¢9€C) Ly

fgy mindeny(xo) = yo, xo € R,yo # 0 kezdetiérték probléma egyértelmiien megoldhato.

A megoldds:
, x dy x
y=-- = —=-— = ydy = [ —zdx
y dz vy

Elvégezve az integrdldsokat kapjuk az dltaldnos megoldast:
2

x

%2—74—0 = 2*+y*=C (y>0 wvagy y<0)

1.17. Példa Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet!

ry =y —y
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12 Megoldas: A differencidlegyenlet szétvdlaszthato vdltozoju, mert

1
/ — _ 1 -
y=yly—1) .

alaki. EbbSL a felirdasbol ldtjuk, hogy x # 0, tehdt a megolddasgorbék nem metszhetik az
y tengelyt, hiszen x =0 -ra nem értelmezett a differencidlegyenlet.

Masrészt latjuk, hogy y =0, y =1 megolddsok. (Persze az x >0, vagy x <0 része.)
Az 1.J. dbrdn berajzoltuk azokat a legbdvebb nyilt tartomdnyokat, melyekbe esd kezdeti-
érték problémak egyértelmiten megoldhatok. Ilyenkor persze csak a vizsgdlt tartomdnyban
tekintjiik az adott ponton dthalado gorbét.

1.4. abra. A legh&vebb nyilt tartomanyok, amelyekben az zy’ = y? —y differencidlegyenlet
kezdetiérték probléméaja egyértelmiien megoldhato.

Hay#0ésy+#1, azazy € (—0,0), vagy y € (0,1), vagy y € (1,00):

[iw=/5t

A bal oldalon elvégezve a részlettortekre bontdst:

1 1 1
/(___> dy:/_dx — lnly—1—lnly|=lnz| +C.
y—1 'y T

Ez a kovetkezd alakban is irhato:

y—l‘ =hnjz|+C = e[| = ghnlal L O

In
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K = €% wvdlasztdssal:

1 1
1——‘:[(-]3:\ — 1——-==xK-z, ahol K >0.
y y
Igy
B 1
YT T ER)

De y =1 is megoldds, mely K = 0 megengedésével beillesztheto az eloz6 megolddsok
kozé.
lgy a differencidlegyenlet megolddsa:

1
V=1 CeR (persze azy = 5 Ca alak is jo).

Ezekhez a megoldasokhoz hozzd kell venni az y =0 megolddst is.
(Az y =1 megoldis C' =0 vdlasztassal adodik, mint lattuk.)

1.18. Példa Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet!

y sinzx =y Iny, r#knr és y>0
13 Megoldas:
1
y = — y Iny €s Sinx:sin2§ =2 sinE cosE
sin x 2 2 2

gy)=y-lny=0, hay=1 = y=1 megoldds. Ha y >0 ésy # 1:

1 1 1
d 1 1 y 2 cos?
/ J :_/—' — —dr = v dy:/2 —=dz.
ylny 2/ sing cos 3 Iny tg 5

Az integrandusok f'/f alakiak. Elvégezve az integrdldst kapjuk a megolddst:

x X
1n|1ny|:1n‘tg§’+ln01:ln (01 tg§> (€, > 0).

Most célszeri az integradldsi dllanddt igy felvenni. (InC; € R).

— ]lny|:C’1 tgg, Cl>0

= lny:(]tgg, C>0wagy C <O0.

Mivel y =1 is megoldds, azért C =0 is lehet. Osszegezve kapjuk, hogy
lny:C’tgg, CeR
Ezt az aldbbi alakban s irhatjuk:
y=e“%®3  CecR
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1.19. Példa Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet!

zy +2y=0
Keressiik meg az y(3) = —1 kezdetiérték probléma megolddsdt!
. , > ) 2 dy 2 .
14 Megoldas: A differencidlegyenlet: Yy =—— vy, azaz - 2 y  alakd.
x x

x
Innen ldthatd, hogy y =0 megoldds. (A kezdeti feltételnek nem tesz eleget.)
Ha y # 0, a vdltozok szétvdlasztdsdval:

d
ﬁ__/Ew
Yy Xz

K
= Inly|=-2Injz|+hK, K>0 = (y:— és yEO)

2
Tehat a megoldds: V= CeR
Az y(3) = —1 kezdetiérték probléma megolddsa:
—1:% — (=-9: y:—%.

1.2.4. Gyakorlo feladatok

1. Oldjuk meg az aldbbi differencialegyenleteket illetve a hozzajuk tartozé Cauchy-
problémékat:

(a)

@) Yy =z
B) y =xe", y(—Inb) = 1.
(b)
€2a:
a) y = ?
8) & 0) = —1
. €2x _
7) y = y—, y(In2) = 3.



y 3
a) =,
Yy
y 3
5) il y(—1)

2. Oldjuk meg az alabbi differencialegyenleteket!

—1
(a) y _Y cos’z sindz, y>0
Yy

2
y-—4
b) v =
2
/ y_4
= >0
(c) y y (22 +22+4)’ 4
/_y2+4 3 2
(d)y—y2_3x\/1+2:p, y >3
ho2y .
(e) ¥ = il V3 + 8z
ch 2y

1
) v =02y+1)° In3z, x>0, y>-3

£82x2+3y’ y>0

Yy

2 1 3zx—2
(h)y’z(H)e , y>0

y e’

1.2.5. Homogén és inhomogén linearis elsorendii differencialegyen-
let

Ahhoz, hogy a cimet megértsiik, atismételjiik a linedris tér és az altalanos értelemben
vett linedris fiiggvény (amit szoktak homogén linedris fiiggvénynek is nevezni) fogalmat.
Mar most megjegyezziik, hogy az inhomogén jelz6 tagadast foglal magdban és a linedris
tulajdonsag hidnyéara utal.

1.20. Definicié Az L teret linearis térnek nevezziik az R wvalds szamtest felett, ha ér-
telmezett benne eqy dsszeadds mivelet és a valos skaldrral valo szorzds, tovabbd ezekre
teljesiilnek a szokasos miveleti azonossagok.

Pontosabban megfogalmazva, L az dsszeaddsra ( + -ra) nézve kommutativ csoportot
alkot és ¥ I11,lo € L és Va,p € R esetén teljesiilnek a kivetkezd (1.21) és (1.22)
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azonossdagok.

A skaldrral valo szorzds tulajdonsdgai:

ha le L, alel, al=la, 1U=1 (af)l=a(bl),

(a+B)l=al+pl, a(llh+l)=ai+aly, Vil € L. (1.21)

A kommutativ csoport tulajdonsdgai:
ha ly,ls € L, akkor 11+ € L,

L+ Ue+1l3) =+ 1)+ 13, Yi,llse L,
d0el: L+0=0+L=1, ViLeL,
Vie Lesetén 3 —leLl: I+ (-)=(-1)+1=0,
és li+lo=1lo+1, l,lyeL. (1.22)

1.21. Definicié Ha egy f fiiggvény értékét az 1y + 1y helyen tagonként szamolhatjuk
ki, tovabba a konstans kiemelheto a fiigguénybol, akkor a fligguényt linedrisnak nevezzik.
Tehdt az f : L1 — Lo fiigguényt lineéris fiiggvénynek (operdtornak, leképezésnek,
stb.) nevezziik, ha
a) Ly linedris tér,
b)
[+ 1) = f(l) + f(l2), Vil € Ly, (1.23)

¢)
fl@)=a f(l), VIeL, é YacR. (1.24)

Konnyen lathaté, hogy ilyenkor az Lo képtér is linedris tér. Masrészt, ha ng az L
tér nulleleme, akkor f(ng) az Ly tér nulleleme.

1.22. Példa

a) A sikvektorok tere, valamint a térvektorok tere eqy-eqy linedris teret alkot. (Ezért
szokds a linedris teret vektortér néven is emlegetni.) Nyilvanvald, hogy a valds szamok
R tere is linedris tér.

b) Az [a,b] intervallumon értelmezett folytonos fiigguények C'[%’b} tere, vagy az akar-
hdanyszor differencialhato fligguények ]D)‘(’;”b) tere szintén példak linedris térre. Mindkét
esetben az azonosan nulla figguény a nullelem, egyik esetben az [a,b] , mdsik esetben
az (a,b) intervallumon értelmezve.
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1.23. Példa

a) Az f: R~ R walds figguények kézil az  f(x) = mx linedris fiigguény.
(A g(z) = mx+0b,b # 0 nem linedris az 1.21. Definicio értelmében. FEzért a nyo-
maték kedvéért szoktdk az 1.21. Definicio szerinti linedris fiigguényt homogén linedris
figgvénynek is nevezni.)

b) Az f:R xR — R wvalds kétvdltozds figguények kizil az

flz,y) =ax+by, a,beR

’

linedris figgvény. Ugyanis az x = (z,y) €s az a = (a,b) jelolést haszndlva kapjuk,
hogy skaldris szorzatrdl van szo: f(x) = a-x, amire teljesil az (1.23) és az (1.24)
tulajdonsdg.

1.24. Definicié Ha az 1.2. Definicicbhan F az y és y' szimbélumoknak linedris
fiigguénye, akkor jutunk homogén linedris implicit differencidlegyenlethez:

a(z)y +b(x)y=0 (1.25)

Feltételezve, hogy a(x) # 0 , oszthatunk vele és igy jutunk a homogén linedris elsérendi
differencidlegyenlet dltaldnos alakjdhoz:

v +g(@)y =0 (1.26)

Itt feltételezziik, hogy g folytonos valamely («, B) intervallumon.

Homogén linearis elsérendii differencialegyenlet

1.25. Tétel
a) Az (1.26) homogén linedris elsérendii differencidlegyenlet megoldésai linedris teret
alkotnak.

b) Az
y+9@)y=0,  ylxo)=yo (1.27)
kezdetiérték problémdnak ¥ xy € («, 5), bdrmely yo € R esetén van az («, B) interval-

lumon értelmezett megolddsa.
(Ezt, a megoldds létezését garantdlo dllitdst egzisztencia tételnek nevezziik.)

c) Ha ¢ és ¢ isa (o, B) intervallumon értelmezett megolddsai az (1.27) kezdetiérték
problémdnak, (vagyis grafikonjaik ugyanazon az (xg,yo) ponton haladnak dt), akkor
o(x) =1v(x) Ve (ap).

(Ezt, a megoldds egyértelmiiségét garantdlo dllitdst unicitds tételnek nevezziik.)

d) Az (1.26) homogén linedris elsérendi differencidlegyenlet megolddsai egydimenzi-
6s linearis teret alkotnak, tehdt a megoldasok megadhatok eqy sehol sem nulla ¢ elem
konstans-szorosaként.
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Bizonyitas.

a) Meg kell mutatnunk, hogy ha ¢ és 1 is megoldasai az (1.26) differencidlegyen-
letnek, akkor ¢ + 1 is megoldasa (1.26)-nak. Tovabba, ha egy ¢ fliggvény megoldasa
az (1.26) differencidlegyenletnek, akkor ennek a ¢ fliggvénynek a konstans-szorosai is
megoldasok.

Ha ¢ és ¢ is megoldésai az (1.26) differencidlegyenletnek, akkor
¢'(x) +9(x) p(x) =0, Ve (a,f), (1.28)
P'(z) +g(x) Y(x) =0, Ve (a,pB). (1.29)
Osszeadva (1.28)-at és (1.29)-et:
¢'(@) +¢'(x) + g(x) (p(x) +¥(2) =0, Vz € (a,p),

amibol:
(@) +¥(2)) + g(@) (p(z) +v(x) =0, Ve (ap).
Tehat ¢ + ¢ is megoldasa az (1.26)-nak.

Ha egy ¢ fiiggvény megolddsa az (1.26) differencidlegyenletnek, akkor (1.28)-bol
c-vel vald szorzassal kapjuk:

c(@'() +9(x) p(x)) =0, Ve (ap),

amit atalakitva:
(cp(x)) +g(x) (cp(x) =0, Ve (a,p).

Tehét a ¢ fliggvénynek a konstans-szorosai is megolddsai az (1.26)-nak.

b)
v +g()-y=0 (szeparabilis differencidlegyenlet),
d
£ = —g(z) -y, y = 0 megoldéas
Ha y # 0:
dy /
— =— [ g(z)dz.
y (

Jeloljiikk ¢ primitiv fiiggvényét G-vell (G létezik g folytonossdga miatt.) Ekkor
Inly] = —-G(z)+ 4

ly] = eC1e ¢ = Ke %@ K >0
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y>0: y=K e ¢@

y<0: y=—Ke ¢
(K >0)

és y = 0 is megoldas.

— y=Ce % (CcR

az altalanos megoldas.
A megoldést azon az («, ) intervallumon kaptuk meg, ahol ¢ folytonos.

Ha y(zo) =90 = 9o =Ce ¢@)._bdl C egyértelmiien meghatarozhato.
¢) Nem bizonyitjuk.
d) y = Ce %@ (€ R-bél lathats, hogy valéban
y=Co(z)
alaku az altaldnos megoldds. Azt is latjuk, hogy ¢(x) sehol sem nulla. O]
1.26. Megjegyzés Ezt a megolddst
yg = C1 - Yi(x), Cy eR

alakban irva késobb ellendrizhetyiik, hogy az elsérendi linedris differencidlegyenletekre is
érvényesek a magasabbrendi homogén linedris differencialegyenletekre tanult tulajdonsd-
gok.

1.27. Példa Oldjuk meg az
y' 4 (sinz) y =0
homogén differencidlegyenletet!

15 Megoldas: Az 1.25. Tétel d) dllitdsa szerint eqy y # 0 megolddst keresiink, ezért

y -nal oszthatunk:
/ dy / :
— = [ —sginz dz,
)

amibdl példdul (y > 0 feltételezéssel):
Iny =cosz, azaz y = e = p(x) egy, nem nulla megoldds.

Ezért az 1.25. Tétel d) dllitasa alapjan a differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa

yzcecos:p7 .CC,CE]R.
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Inhomogén linearis els6rendii differencialegyenlet

Tekintsiik most az

(1) Y +g(x)y = f(x) (1.30)

differencidlegyenletet, amelyet f(x) Z 0 esetén inhomogén linedris elsérendi differencidl-
egyenletnek neveziink és (I)-vel jeloliink.

Itt is feltessziik, hogy ¢ és f folytonos az («,3) intervallumon.

Az (1.30) inhomogén problémahoz tartozé homogén differencidlegyenlet:

(H) y' +9(z)y=0. (1.31)

1.28. Tétel a) Az
() ¥ +g@)y=f(z)

inhomogén linedris differencidlegyenlet y, 4  dltaldnos megoldasa felirhatd az (1.51)
homogén differencidlegyenlet y,, 4, dltaldnos megolddsa és az (1.30) linedris inhomogén
differencidlegyenlet valamely vy, partikuldris megolddsa dsszegeként, tehdt:

Yralt = Yudlt t Y -
b) Az
) v +g@)y=f(z)

immhomogén linedris differencidlegyenlet eqyik partikuldris megoldasa mindig megtaldlhato
a konstans varidlas modszerével.

c) Az

() Y +g@)y=flz) Vre(ap), é ylxo) =y (1.32)
inhomogén linedris differencidlegyenletre vonatkozo kezdetiérték feladat egyértelmiien old-
hato meg Vo € (o, ) ,y0 € R esetén.

Bizonyitas.
a) El6szor egy segédtételt bizonyitunk be.
Segédtétel
Ha (I)-nek két megoldasat megtalaltuk, akkor ezeknek a megoldasoknak a kiilonbsége
megoldasa az

(H) Y +g(x)y=0

homogén differencidlegyenletnek.
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Ugyanis
() @) +g(@)p() = f(z), Ve (o)
és
() wa(x) + g(2)ya(x) = f(x), Vaze(af),
akkor a két egyenlet kiilonbségébdl kapjuk:

y1(z) + g(x) y1(2) = (va(x) + 9() y2(2)) = f(2) — f(x) =0, Vo€ (o, f).
Tehat:
(y1(z) = y2(2)) + g(x) (y1(x) — ya(2)) =0,

azaz yi(x)—y2(x) megoldasa az (1.31) homogén differencidlegyenletnek. Ezért nevezziik
(1.31)-et az (1.30) inhomogén problémahoz tartozé homogén differencidlegyenletnek.

Visszatériink a bizonyitashoz. Jeloljiik az (y;(z) —y2(x)) kiilonbséget yp(x)-szel, ekkor:
y1(2) = yu(x) + yo(x) . EbbSl mér kovetkezik a tétel allitasa:

Yralt = Ymalt T Yp

Tehat az (1.30) inhomogén linedaris differencidlegyenlet altaldnos megoldasa egyenl6 a
hozza tartozé (1.31) homogén linedris differencidlegyenlet &ltaldnos megoldasa plusz
z (1.30) inhomogén linedris differencidlegyenlet egyik partikularis megolddsa, ugyan-
is
Y1 = YAl Y2 = Yp valasztassal:
y2 = ylﬁﬂ
az Osszes lehetséges megoldasa (H)-nak

L egy konkrét megoldasa (I)-nek

tetsz6leges megoldasa (I)-nek
(I)-nek nem lehet mas megoldésa, csak ami ebb6l yi-re kijon, midén yg helyén (H)
minden lehetséges megoldasat szerepeltetjiik.

1.29. Megjegyzés Haszndljuk még az alabbi jeloléseket is:
Yia = Yna t Yip vagy Yia = Yu + Yip-

b) Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldaséat az dllandé varidlasénak maddsze-
rével

yp(x) = c(x) p(x)
alakban keressiik, ahol ¢ (H) egy sehol sem nulla megoldasa, tehat
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#'(x) + g(z) () = 0.

yp-nek az (I)-be valé behelyettesitésével megmutatjuk, hogy létezik ilyen alaki megoldds.
Derivéljuk y,-t:  y,(x) = ¢'(z) - o(x) + c(z) - ¢'(2)
Behelyettesitiink (I)-be:

(¢ () - p(2) + c(2) - ' (2)) + g(2) - (c(2) - p(2)) =

= d(@)-p(z) +clx)  (P@)+g(@)-p@)  =d@) o) =f(z)

=0, mivel ¢ av(H) megoldasa

Ebbél
IO
()
addédik. Mivel ez folytonos, ezért létezik primitiv fiiggvénye, tehat ¢ mindig megha-
tarozhato integralassal. Mivel csak egy y, kell, ezért elég egyetlen c¢(z)-et talalni (az

integrélasi dlland6 0-nak valaszthato).

¢) Nem bizonyitjuk. ]

1.30. Példa Oldjuk meqg az aldbbi differencidlegyenletet!

.2
y—-—y=x
X

Adjuk meg az y(—1) = 3 kezdetiérték probléma megolddsat is!

16 Megoldas: Minden olyan tartomdnyban, melyben x # 0 a differencidlegyenlet egy-

értelmien megoldhato.
dy 2

2
(H): y’—;yzO - 1 ;y, y =0 megoldds

Ha y # 0:

d 2
/—y:/—dx — Injy|=2mz|+C,CLeR = |yl =e7 2?
y T

y>0: y=e%g?

<0 : = —e1 22

Y Y (eol>0) — yu=C2* CeR
€s y = 0 s megoldds.

Az inhomogén egyenlet eqy partikuldris megolddsdat az dllando varidldsdval keressiik:

yip = clx)z®, oyl = () 2® + cx) 2.
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Behelyettesitve (1)-be:

Innen: 1
dx)y== = clx)=hlz|+K

Mivel egyetlen y;, megolddst keresiink, K =0 wvdlaszthatd, igy i, = 2 In|z|.

Az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa: Vig = C2® + 2° In |7| (C €R).

Tehdt yiu = Cx* + 2 Inx, hax >0 és y;s =Ca®>+ 2% In(—z), hax <0.
Az y(-1)=38 kezdetiérték probléma megolddsa:

3=C+lnl = C=3 = y=32>+2"In(-2).

1.31. Példa Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték problémat!

r Y @
Y . Te, y(1)
17 Megoldas: Minden olyan tartomdnyban, melyben x # 0 a differencidlegyenlet egy-

értelmien megoldhato.
d

(H) y’—g:() — _y:g

x x
Az 1.25. Tétel d) allitdsa szerint ype = C (x) alaki, ahol p(x) egy sehol sem 0 megol-
ddsa a homogén egyenletnek. Ha erre a tételre hivatkozunk, akkor elkeriilhetyik az elozo
példa megolddsdndl hasznalt hosszadalmas eljdrdst.
Ha y#0 (az eléz6 miatt ezt most feltessziik):

d d
/gy:/g — Iny=Inzx, igy y =z (= p(x)).

Tehdt a homogén egyenlet dltaldnos megolddsa: yna =Czx, CeR.
Az inhomogén egyenlet eqy partikuldris megolddsdnak keresése:

yip =clx)z, oy = @)z +c(a).
Behelyettesitve (1)-be:

(1) d(x)x+c(z)— @)z _ ze”.



Innen:

dz)=¢" =

Az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa:

Az y(1)=5 kezdetiérték probléma megolddsa:

5=C+e =— (C=5>5-e¢

1.2.6. Gyakorlo feladatok

Oldja meg az alabbi differencidlegyenleteket!

1.

10.

11.

12.

13.

ye —(1+e*)y =0

e
= —z1 - —
y = —y=ah, y(e) 5
Y=L owmto0,  y(1)=-1

X
, Y 1+ 2z
— s 0 :2
y+1—|—.r 1+ y()
327
'y’+g:efﬂ+i
X X
3
Y -y =2
2 2 3
Sy =242 1)=0
VA oy=—t g y(1)
2,3 1) =2
y+oy=3, y(1) =
y——y=2a
X

y +2yshx =shz

! Y 1 2x

y+==|-+2)e", x>0
x x

Y +2ry =4x
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c(x) =e

o= yp=uae.

Yia =Cax+xe” (C €R).

= y=(5—e)x+ ze”.




4. y —3y=2>+1
15. 2y —y =e" (2* + 23)
16. v +ay = e, a#0

17y +ay =™, a0

1.3. Ijj valtozd bevezetése

Bizonyos differencidlegyenletek helyettesitéssel az eddig tanult differencidlegyenlet tipu-
sok valamelyikére vezethetok vissza. Mi két esettel ismerkediink meg részlesebben.

1. Szétvalaszthatd véaltozojura visszavezetheto differencidlegyenletek:

(&) v =¢(x,y) =f (%)

Tehét a jobb oldali kétvaltozos fiiggvény felirhat y/z fiiggvényeként. Ekkor
a helyettesités:

w = Y (u(:z:):M>,x7é0
x x

y = u-x

y = u-x+u-1

A helyettesités elvégzése utan az alabbi szétvalaszthaté valtozoju differenci-
alegyenlethez jutunk:

ur+u= f(u)
u'r = fu) —u=g(u)
du 1
/7_: —
(b) ¢ = flax+by) (a,beR)
u = ar+by
1 _a
y o= gu—37
1 a
e
(A
A helyettesités utan kapott egyenlet:
1, a
gu—g—f(u),

mely szintén szétvalaszthaté valtozdéju differenciadlegyenlet.
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2. Egyéb helyettesitések: ezeknél megadjuk, hogy mivel helyettesitiink.

1.32. Példa Helyettesitéssel oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet!

22 2
y=r T x#0, y#0
Ty
18 Megoldas: y’:2g+—, u=? = y=u-z, ¥y =uzxr+u
Ty T

' ~
=K>0
y?
—2 —+ 1 = K.Tz
x
Tehat a végeredmény:
2= Ka* — 2° K > 0.

1.33. Példa Megfeleld helyettesitéssel oldjuk meg az alabbi kezdetiérték problémat!

2y +ry=a"+y°, y(1) =2
19 Megoldas:
, Pyt -y
12
y’:1+<%>2—%, x#0 (Most x > 0.)



u=2 — y=ur =— vy =uzr+u
x

vr+u=1+u*—u

vr=14+u®—2u

Jam=]%

1— -1
—% =Inlz|+C, |z| = = most, mivel x € K 5.
=C+lnzx
1—u
Visszahelyettesitve:
y 1
r CHlnz’

Az adott kezdeti feltételt kielégité megoldds:

1
y(l)=2: 1-2=

= (=-1 = =x|1-— L
C N y=2 —1+Inz/)

1.34. Példa Helyettesitéssel oldjuk meg az alabbi kezdetiérték problémdat!

1
y/:e2y+x_§ , y(o) :0

20 Megoldas:

du _
dr

/ e “du= / 2dxz
—e “=2z+C
e T =22 4+C y0)=0: 1=C
Tehadt a kezdeti feltételt kielégité megoldas implicit alakja:

e T = _9p + 1.
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Ebbol most a megoldds explicit alakja is kénnyen felirhato:
—2y —x =1In (1 — 22).

1
y:—g—ﬁln(l—Zx).

1.35. Példa Alkalmazzuk az u(z) = y>(x) helyettesitést, és oldjuk meg a
vy —2y=a’y?

differencidlegyenletet!

21 Megoldas:
u=y>, W =3Py, Y=

A differencidlegyenlet dtalakitva (beszorozva y*/x-szel):

2
3y'y? — Z oyt = 2.
x

Elvégezve a helyettesitést:
! 2 2
U ——u=2z,
x

linedris elsérendi differencidlegyenlethez jutottunk. Mint tudjuk upg = C @(x) alaki.
2 d 2 1 1
(H): W-tu=0 = —=Zy = /—du:2/——dx
dr =« u x

T

= Ihu=2lhz = hu=hr* = u=21>=y(2)

Tehdt upg = C 2. A partikuldris megolddst az dllandé varidldsdval keressiik:

up =clx)x? = u,=cda’+c- 2

d?+c2r— = cx? =22
x

= dr)=1 = cx)=2 = up==x
uid:uhd+uip:C'a:2+x3

Visszahelyettesitve:

v =0r*+2° = y=vVC- 22+a3
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1.36. Példa A megadott helyettesitéssel oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet!

y(ey +1) + (1 +zy + 2%y =0, u=my
22 Megoldas:

v=1ly+ay = ay=u-y = wzy=u-—-
Elvégezve a behelyettesitést:

g(u+1)+(1+u+u2) (u’—9> =0

, 1+ u+u?
u—

1
ud oz
1
/(u‘3 +u?+u ) du = /—da:
x
-2 -1
u—2—|—u—1+ln|u| =In|z|+C
Visszahelyettesitéssel kapjuk a végeredményt:
Ll gy =jel+C
——— — — +Injzy| =In|z .
2x%y? xy Y

1.37. Példa A megadott helyettesitéssel oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet!

21 1 1
Y Y Y

23 Megoldas:

1 ! 21
c=altyt- = d=uty-L = ¢

Y )
Behelyettesitve:

=2 =202 — Z+2xz=21.

Ez egy linedris elsérendd differencidlegyenlet, de egyben szétvilaszthatd vdltozdji is (igy
rovidebb a megoldds, melyet most nem részleteziink). A megoldds:

z=Ce ™ +1.
Visszahelyettesitve:

2

1
P ry+-—=Ce™ +1.
Yy
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1.3.1. Gyakorlé feladatok
Oldja meg az alabbi differencialegyenletet a megadott helyettesitéssel!

1

2.

10.

11.

12.

13.

- Y

dr —3y+y 2y —3z) =0, uw="2
x
(1-2z—-2y)y =c+y+1, u=x+y
.y,+y:x2y4’ u=y3
T
Y 2oy =223, u=1y?
.5(1+x2)y’:2xy+%, u=y°
(%> = 1)y + 22> =0, u=—
Y
2
y/:y_2_2g7 u:g
x x x
2 x?
o u=y’
z Yy
2
= x—l—y’ x>0, u="2Y
y—x T
x2y'shy — chy = a2®shx | u=chy
xy'siny +cosy =1, U = cosy
1+y  1+In®(z+y)
= ;o y(0)=e,

Ty 1+ 2?2

zy' cos (z +y) =sin’®(z +y) —zcos(z+y) — 1,

u=In(x+y)

u = sin (z +y)

1.4. Iranymez0, izoklinak, grafikus megoldas

Tegyiik fel, hogy az y = p(z), = € (o, ) megoldésa az y' = f(z,y) differencidlegyen-
letnek. Ekkor

¢'(x) = f(z,0(z)),

Ve (a,p).
Ha ¢ &tmegy az (xo,y0) ponton, akkor ¢(zg) = yo és

%0,(%) = f (w0, (x0)) = f(w0,%0) -
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1.5. dbra. Az iy = y—ux differencidlegyenlet irdnymezdje, valamint az y(0) = —1, y(0) = 0,
y(0) = 1 és az y(0) = 2 kezdeti feltételhez tartozé megoldasgorbék. (A megoldasgorbéket
az 1.40. feladatban kiszamoljuk.)

Tehat, ha az (z,yo) koordinatakat behelyettesitjiik a differencidlegyenlet jobb oldaléba,
akkor az igy kapott f(zo,v0) érték megadja az (zo,yo) ponton atmend megoldasgorbe
érintGegyenesének a meredekségét (tga = f(zo,v0) ).

1.38. Definici6é (Vonalelem, iranymez8) Az y'(x) = f(x,y) elsérendd differencidl-
egyenlet esetén az (xg,yo) pontban megrajzolt f(xo,yo) meredekségii vonaldarabkdt vo-
nalelemnek nevezziik. Ha az x —y sik minden pontjaban felvessziik a vonalelemet, akkor
Jutunk az irdnymezohoz. Tehdt az iranymezo a vonalelemek dsszessége.

Minden y = f(x,y) differencidlegyenlethez tartozik egy irdnymezs. A megoldas-
gorbéknek illeszkedniiik kell ehhez az iranymezohoz, vagyis a megolddsgérbét minden
pontjaban érinti az irdnymez6 valamely vonaleleme. Az 1.5 és az 1.6 dbran egy-egy
differencidlegyenlet iranymezdéje lathaté néhany megoldasgorbével.

1.39. Példa Rajzoljuk fel az irdnymezdt!
Yy = Yy ., x#0 (Azy tengely pontjathoz nincs rendelve irdny.)
x
24 Megoldas: Az y = mx egyenes pontjathoz a differencidlegyenlet ugyanazt az irdanyt
rendeli: tgoo=m (1.7 dbra).

Tehat most a vonalelemek pdrhuzamosak a szoban forgo ponthoz mutato helyvektorral.
A megolddsgorbének minden pontban érintenie kell a megfeleld vonalelemet.
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A megolddsok leolvashatok az iranymezébol:  y=cx, v >0, vagy y=cx, x<0.

(Valoban: Inlyl =In|z|+In|le] = y=cz,x#0 és y=0, x#0.)

1.40. Példa Hatdrozzuk meg az y = y — x differencidlegyenlet dltalanos megolddsdt,
valamint az

kezdetiértékekhez tartozo megolddsokat. Abrdzoljuk a megolddsokat és az iranymezot!

25 Megoldas: FElsérendi linedris inhomogén differencidlegyenletrél van szo. A homo-
gén egyenlet y' = y, melynek dltaldnos megolddsa ype(r) = Ke*, ahol K € R. Az
inhomogén egyenlet partikuldris megolddsdt az egyiitthato varidldsdval, y;,(x) = K(x)e®
alakban keressiik. Az inhomogén egyenletbe visszahelyettesitve

K'(z) =2¢" = K(z)= /xez dz = ... parcidlis integrdlds--- = e *(x + 1)

adédik, tehdt
yia(r) = Ke* +x + 1, KeR és

y(0) = —1 — =2 — y(x) = —2e"+ 2 +1,
y(0) =0 — =—1 — y(z) = —e" +r+1,
y(0) =1 — K=0 — y(z) =2 +1,

y(0) =2 — K = — ylx) =e"+x+1

Az iranymezd valamint a fenti négy megolddsgorbe az 1.5 dabrdn lathato.

1.41. Definicié (Izoklina) Az izoklina azon pontok halmaza, melyekhez az y' = f(z,y)
differencidlegyenlet ugyanazt az irdnyt rendeli, tehdt az izoklina pontjaiban a vonalelemek
pdrhuzamosak. Ennek megfeleléen az izoklindk egyenlete:

flz,y) =K, K €R.
1.42. Példa
y/ —r — y2
1. frjuk fel az izoklindk egyenletét!

Mely pontokban van a megolddsoknak lokdlis szélsoértéke és milyen a szélsoérték
jellege?
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2. Tekintsik a differencidlegyenlet (1,—2) ponton dtmend megolddsat! (Beldthatd,
hogy van ilyen: egzisztencia tétel.)
Van-e ennek a megoldasfiggvénynek inflexidja az (1,—2) pontban?

A differencidlegyenlet irdanymezdje, valamint néhany megoldés, koztiik az (1, —2) pon-
ton athaladé is az 1.6 abran lathato.

26 Megoldas: 1. Izoklindk: x — y* =K  (fektetett paraboldk)
A lokdlis szélsbérték létezésének sziikséges feltétele: ' = 0.
Tehdat a K = 0-hoz tartozo izoklina pontjaiban lehet lokdlis szélséérték:

r—1y’=0 = =1y

parabola pontjai jonnek széba. (Az x = y* izoklindt a megolddsqorbék vizszintesen
metszik. )
Mivel az elsé derivdlt eldjelvaltasdat most nem tudjuk ellendrizni, a masodik derivdlt
értékét vizsgdljuk az adott pontokban. Ehhez az y'(x) = x — y*(x) differencidl-
egyenlet mindkét oldalat x szerint derivaljuk:

y'=1-2yy.
Az x = y?® parabola pontjaiban iy =0 és igy: y"=1>0

= Az x = y? parabola pontjaiban y' = 0 ésy" > 0, tehdt a megolddsfiiggué-
nyeknek lokdlis minimuma van a parabola pontjaiban (1.8 dbra).
2.y1)==-2 é y=x—-—1y* = y1)=1-(-22*=-3

y'=1-2yy = y'(1)=1-2(=2)(-3)=-11#0
Nem teljesiil az inflexios pont létezésének sziikséges feltétele = nincs itt inf-
lexié. Az 1.6 dbrdara berajzoltuk az (1,—2) ponton dthaladé megolddst is, jol ldtszik,
hogy ebben a pontban nincs inflexio, a fiiggvény lokdlisan konkdv.

1.43. Példa Milyen lokdlis tulajdonsdga van az
y/ — SL’S + y3 -9
differencidlegyenlet (2,1) ponton dtmend megolddsinak az adott pontban?

27 Megoldas: Az y/(z) = 2% + y*(x) — 9 egyenletben x helyére 2 keril. (y(2) = 1)
Y(2)=2241-9=0 = lokdlis szélséérték lehet.

A differencidlegyenlet mindkét oldalat x szerint derivdljuk és itt is elvégezziik az © = 2

helyettesitést:

y' =322 +3y* o y"(2) = 12.
=0
Tehat y'(2) =0 és y"(2) >0 = y(2)=1 lokdlis minimum érték.
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1.8. abra. Az ¢/

1.44. Példa

4 ponton, és kielégiti az

27y0

= @(z) dtmegy az xg

Az y

vy = 2(64 —y°) +2 -2

differencidlegyenletet. Milyen lokdlis tulajdonsdga van ennek a megolddsgorbének a (2,4)

pontban?

28 Megoldas: Az x helyére 2-t, az y helyére 4 -et helyettesitve kapjuk:

42 4/ (2) = 2(64 — 4%) +2 — 2,

= 0.

amibdl y'(2)

legyenletet:

da

Deriwaljuk x szerint a fenti implicit differenci

"+ 1.

%)y

(

helyére 0 -dt helyettesitve kapjuk:

-y +a

+y’y" = (64

/

2yy'y

/

Az x helyére 2-t, az y helyére 4 -et és az y

0+2(—=3-0)+1,

2)

(

0+ 16y”
> 0. Tehdt y(z) -

nek x = 2-ben lokdlis minimuma van (y'(2) =

1
16
0; ¥"(2) >0), a minimum értéke: 4.

amibdl y"(2) =
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1.45. Példa
Legyen az y = p(z), = € Ky5 megolddsa az

y=2(x—-2+5¢y, y2)=-1
kezdetiérték problémdnak.
1. Hatdrozzuk meg a ¢'(2) ,¢"(2) ,¢"(2) értékeket!
2. Van-e lokdlis szélsoértéke o -nek xog = 2 -ben?

3. frjuk: fel a ¢ figguény xo = 2 bdzisponti harmadfoki Taylor polinomjdt!

1.46. Megjegyzés Mivel ¢ a differencidlegyenlet megolddsa, igy

P@)=2(x -2 +5¢*x), @2)=-
Mivel a jobb oldal differencidlhatd, azért a bal oldal is. Tehdt létezik ¢"(x), x € Kags.
Hasonloan kaphatjuk, hogy ¢ akdrhdnyszor differencidlhato Ky s -ban.

L@@ =2x-2%+5p%(z) = ¢2)=22-22+5 ¢*(2) =5

Pr)=4(x—2)+5-2p()¢(z) = ¢"(2)=4(2—-2) +10-(-1)-5 = =50

" (x) = 4+ 10¢'(2)¢' (z) + 10p(z) " (z)
— O"(2)=4410-5-5+10-(—1) - (=50) = 754

2. Mivel ¢/(2) =5%#0 = nincs lokdlis szélséérték z, = 2-ben.
(Sziikséges feltétel nem teljesiil).

3. 12) = 02) + £ w9+ £ o gp 4 B o g
= 45— - o (-2 2 (z -2

1.4.1. Gyakorlé feladatok
1.

y/ — 1},2 + 2y2
A differencidlegyenlet megoldédsa nélkiil valaszoljunk a kovetkez6 kérdésekre!

(a) Mely pontokban parhuzamosak a megoldédsok az y = 2z egyenessel?
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(b) Lehet-e lokalis széls6értéke a megoldasoknak?

(c) Irja fel az y(0) = 0 kezdetiérték problémahoz tartozé megolddsgorbe 2o = 0
koriili harmadfokud Taylor polinomjat!

Y4y +2’+1=0

frja fel az izoklindk egyenletét! Van-e a megoldasoknak lokalis szélséértéke?
Vizsgalja meg a megoldasgorbék pozitiv siknegyedbe (x > 0, y > 0) esd részeit
monotonitas szempontjabol!

Szamitsa kiaz xg =0, 19 = 0 ponton atmend megoldas elsé és masodik derivaltjat
az xro pontban!

. Milyen lokalis tulajdonsaga van az
y =yt —ad+ 22— 15

differencidlegyenlet (—1,2) ponton dtmend megoldasanak az adott pontban?

=04 +r—1

(a) A sik mely pontjaiban parhuzamos az irdnymezé az y = —x egyenessel? Va-
zoljuk ezeket a pontokat és jeloljiink be harom vonalelemet!

(b) Milyen lokalis tulajdonsdga van az xyg = 1, yo = 2 ponton &tmend megol-
dasnak az adott pontban? (Ha egydltaldan van ilyen megoldas.)

y/:x2+y2_12

(a) Vézoljuk az izoklindkat, jeloljiikk be a vonalelemek irdnyat!

(b) Mely pontokban van lokélis maximuma, illetve lokalis minimuma a megoldés-
gorbéknek?
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1.5. Hianyos masodrendi differencialegyenletek

A masodrendi differencidlegyenlet dltaldnos alakja:

F(z,y,y,y") = 0.
Most ennek két specialis esetével foglalkozunk.

1. F(x,y,y")=0 Hidnyzik: y.
Yy :=plx) = y" =p'(x) helyettesitést alkalmazzuk.

2. F(y,v,y") =0 Hidnyzik: x.

/

d

y' = p(y),vagyis d—y = ¢/(z) = p(y(z)) helyettesités alkalmazdsdval oldjuk
meg. &

y" eléallitdsdhoz az Osszetett fiiggvény derivalasi szabalyét (a lancszabélyt) hasz-
naljuk fel:

d d dp dy dp
7 / _ £, _ .
) =L P =

1.47. Példa Oldjuk meg az aldbbi kezdetiérték problémdat!

1
' =6yt y()=-1 y(1)=—
. o , p_ dp
29 Megoldas: x hidanyzik: v = p(y), yi=q,"P
Y
Behelyettesitéssel kapjuk:
d
ep p =6y p?, p = 0 megoldds. = y = konstans megoldds.

dy
(Most nem jé, mert y'(1) #0.)

Altaldnos megoldds:

p#0: 1
—f Z/Gydy
7
- :3y2+C’1
S
p=y __3y2—|—(]1

/(3y2—|—01)dy :/—dx
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(Szétvdlaszthaté valtozoji differencidlegyenlethez jutottunk a helyettesitéssel.)

v+ Cry=—x+ Cs.

Partikularis megoldds:

1 1 1
/1 = —— _—_ —_—— — C:O
v =—3 37 312+ Ch !
v=—x+Cy és y(l)=—-1: —-1=-1+Cy = Cy=0.

Tehadt a kezdetiérték probléma megolddsa:

Y= —x = y= /.
1.48. Példa Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték problémdat!
2
" r _
vy’ =2 =, y(1) =
30 Megoldas:

y hidnyzik: y=plx) = y'=7p.

2 2 2
xp —2p = = = p — p= (linearis elsérendd inhomogén diff.eqy.)
2 d 2
(H): p—=p=0 = & _ —p p = 0 megoldds
x dr =z

Hap#0:
dp
dx = Inp|=2Inz|+ K

|p\—ea: és p=0 = ppo=Ca®

pip=c(x) -2 = p=c 2"—c 2

Behelyettesitve (1)-be:

2
da? — 2w — Zex? = —
x x
2 25 2 21
/I _ —6 _ _ —
CEpTET = d)=TE = s T T
21 x3 1
p:y,:OII2_5_3 - 01—4'?—’—02

, 1 21
Irhaté y = Cya® + 2 + Cy alakban is, de ekkor y' = 3C 2? — R — -t képezni kell, ha
x T

kezdetiérték probléma van. (Vagy el6z6leg meg kellett volna C-et hatdrozni.)
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1 1
y=z: ==C++0 = C+G=0
3 2 1
y'(1) 5 175 1 ) 2 3
A keresett megoldds:
_x3+ 1 N 1
Y73 T a2 3

1.49. Példa Az
yy// + y/2 -1
differencidlegyenlet dltaldnos megolddsdabol vdlasszuk ki azt az integrdalgorbét, amely
a) keresztilhalad a (0,1) ponton és ott érintdjének meredeksége —1,
b)y(l) =2, y'(1)=3
(A differencidlegyenlet megolddsihoz alkalmazza az y'(x) = p(y(z)) helyettesitést!)

31 Megoldas:

dp
/o //:_
Y =py), vi=g,P
dp
yg p+r=1
y
d
[itsw= [T pra
1—p? Yy

1
—§1H|1—P2|=1ﬂ|y’+0
1
In|l—p* = In— +C
Y
———
—=In L+In K=In & | ahol K>0
Y Y
1
1-p*| =K, K>0
)
2 1 p _ : .
p"—1==+K— és p==£lis megoldds.
)

Osszesitve kapjuk:
1
p2:1+01?, ) eR.

20



a) y(0)=1, y(0)=-1

1
A kezdeti feltételekbdl: (—1)* =1 + Clﬁ = (1 =0
d
p:d—i:il (csak a — 1 jo)
y=—x+Cy, y0)=1 = Cy=1

b) Hf

1.5.1. Gyakorlé feladatok
Oldja meg az alabbi differencidlegyenleteket!

Ly +(@-1)(@y) =0 y = p(x)

2.y +x=0 y = p(x)

3. 2yy' —y" =0 y' =py)

4y =) +y Y =p(y)

5.y +2x(y)’ =0,  y(0)=1, y'(0) =4 y = p(x)

1.6. Magasabbrendii linearis differencialegyenletek

Lyl = y™ + ap1(z) y" V4 + a1 (2) y + ao(z) y

(H): Liy]=0 (homogén egyenlet)
(I): Lly] = f(z) (inhomogén egyenlet)

Ha f,ag, ... ,a,_1 € C'(Oa b akkor minden
y®(20) = yox, ahol k=0,1,...,n—1, zy€ (a,b)
kezdeti érték probléma egyértelmiien megoldhato.

1.50. Tétel Ha y;,y> megolddsa (I)-nek, akkor y; — yo megolddsa (H)-nak.
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Bizonyitds. Az elsérendt inhomogén egyenletre vonatkozo allitashoz hasonldan. O]
1.51. Tétel Kovetkezmény:
Yia = Yha T Yip

Bizonyitds. Az elsérendli inhomogén egyenletre vonatkozo allitashoz hasonldan. O

1.6.1. A homogén egyenlet altalanos megoldasa

1.52. Tétel (H) megolddsai linedris teret alkotnak.
Bizonyitds. Belatjuk, hogy ha Y),Y; megoldasa (H)-nak, akkor Y7 + Y5 és C' - Y] is az.

Y (@) V"V + o an(2) Y+ ap(2) Vi = 0
b (Y 4 (@)Y 4+ (@) Y] 4 aole) Ve = 0)

(Y1 +Y2)™ + apa () (Vi + Y2) "D + -+ an(2) (Y1 + Y2) +ao(a) (Vi +Y2) =0

Tehét valéban L[Y; + Y3] = 0. Hasonléan lehet megmutatni, hogy L[Y;] = 0-bdl
kovetkezik L[C -Y;] = 0.
Ebbél mér kovetkezik, hogy (H) megoldésai linedris teret alkotnak. O

1.53. Tétel (H) megolddsainak tere n dimenzids. (Nem bizonyitjuk.)

Ha tehat megadunk n db linearisan fiiggetlen megoldast, akkor

Yha = ZQ’ -Yi(x), C; € R.
i—1

1.54. Definicid fi, fo,..., fn fligguények linedrisan figgetlenek x € I-n, ha

Z/\i filx) =0, x € I akkor és csak akkor, ha \; =0, i=1, ... n.
i=1
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1.55. Definicié Az fi,..., f. figgvények legyenek az x wvaltozénak legaldbb (n — 1) -
szer folytonosan differencidlhato fiigguényei. A

I
we=| T
fl(nln 2(7}1) fr(zn;l)

matrizot Wronski-féle mdtriznak, a beldle képzett determindnst Wronski-féle determi-
nansnak nevezziik.

Legyen fi, ..., fn legalabb (n — 1)-szer folytonosan differencialhaté I-n:
L azln [W|#£0 = fi,...,f, linedrisan fiiggetlenek I-n
2. <

Példaul: fi(z) = 23, fo(z) = |z|® linedrisan fiiggetlenek (—oo,c0)-en, de

23 22
3x 3,2
3. (Kevésbé fontos szamunkra:
fi, ..., [ linedrisan sszefiiggd = |W[=0.)
De igaz a kévetkezo tétel:
1.56. Tétel L)Y;] =0, z €1, i=1,...,n, tehdt Yi,...,Y, a homogén egyenlet
megoldasai I-n :
Y1, ..., Y, linedrisan figgetlenek = W (z)| #0, ha z €.

(Tehdt, ha f;-k helyére a homogén egyenlet megolddsai kerilnek, akkor mdr érvényes a
megforditott, egyben erdsebb dllitds is.) (Nem bizonyitjuk.)

Hogyan kereshetiink n darab linearisan fiiggetlen megoldast a homogén egyenlethez?
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A homogén egyenlet altalanos megoldasa fiiggvény egyiitthatos esetben

Példaul mésodrendii esetben, ha Y; adott, Y5 = w(z) - Yi(x) alakban kereshets. w-ra
hidnyos masodrendii differencidlegyenlet adddik.

Mi nem foglalkozunk ezzel az esettel.
A homogén egyenlet altalanos megoldasa konstans egyiitthatos esetben

v+ Y+ iy Faoy=0, a;€R, 1=0,1,...,n—1

y = e X\ €R alakban keressiik az egyenlet megoldésait, tehat prébafiiggvénnyel kisér-
leteziink:

y/ — )\e)\x7 y// = )2 e)\x, o y(k) — )k e)\x7 o y(n) = \" et
Behelyettesitve (H)-ba:

(2\”+an_1A”_1+---+a1A+a9) M =0

karakterisztikus polinom

1.57. Definicié Az
Y™+ y" Y+ day +agy =0
differencidlegyenlethez tartozo karakterisztikus polinom:
Ny A ag A ag

Mivel az elézé egyenletben e # 0, a megolddshoz a karakterisztikus polinomnak
kell nullanak lennie. Igy jutunk el az un. karakterisztikus egyenlethez.

1.58. Definicié Az
"t @y ety +agy =0
differencidlegyenlethez tartozo karakterisztikus egyenlet:

Ny N e N+ap=0
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Ennek n db gyoke van, de lehetnek t6bbszords gyokok, valamint komplex gyokok is. Mi-
vel allandé egyiitthatds a polinom, a komplex gyokok csak konjugalt parban fordulhatnak
el6. A kiilonboz6 esetek:

1. A kiilonbo6z8 valés gyokokhoz tartozé e®, er® (i # j) fiiggvények linedrisan
fiiggetlenek.

2. Ha pl. A\ k-szoros gyok (bels6 rezonancia), akkor is van hozzd k db linedrisan
fiiggetlen megoldds:  eM*, xeM® p2eM® | ghlehe, (Nem bizonyitjuk.)

3. Az eloz6 allitasok akkor is igazak, ha a gyokok komplexek. De igy nem valds
megoldéast kapnank.
Az alabbiakban felhasznéljuk az Euler formulat:

Mint tudjuk, e’? = cosp + j singp.
Pl e?ti3 = e? ¢/3 = e? (cos 3 + jsin 3).

Tehat Re €773 = e? cos 3, Im e*73 = ¢? sin 3.

Es most nézziik a konjugalt komplex gyokok esetét!

Pl.: >\1:Oé+j5, )\2:>\_1:Oé—jﬁ2

Y, = Mz — olatiBlr — qazgifr eax(cos Bx + jsin Bw))

Yy = 2% = elamif)r — o2l (=7 — 0% (cog (—fBx) + jsin (—fBz)) =
= e**(cos fx — jsin fx).

Mint tudjuk Y] és Y5 tetszoleges linearis kombinacidja is megoldas.

Yioo= 032 — o2 cos B (= ReeM”)

Y= }/12;;/2 = e*"sin fx (: Im eAl"”)

Ezek is linearisan fiiggetlenek. Ezekre cseréljiik le Y7, Ys-t.
Tehat latjuk, hogy Y7", illetve Y az Y; valds és képzetes része.

(Tébbszorss komplex gyokok esetén Y;*, Yy szorzandé x-szel, x2-tel, z3-nel, stb.)

1.59. Példa Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet!

y/// . 2yl/ _ 3yl — O
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32 Megoldas: A karakterisztikus egyenlet és annak megolddsai:

N—2X2-3)A=0 = M\ =0, \=-1,) =3

Tehdt a linedrisan fiiggetlen megolddsok: €%, e=@ &3

A homogén egyenlet dltaldnos megolddsa pedig ezek linedris kombindcidja:
Yna = C1e" + Che ™ 4+ 03> = C, + Che ® 4 O3>, Ci, Oy, C3 € R
1.60. Példa Oldjuk meqg az aldbbi differencidlegyenletet!
y"'+2y" +y =0
33 Megoldas:
NA2X A= AN 420+ 1) =0 = M\ =0, \y=A3=—1
Tehdt belsd rezonancia van.
Yng = C1+Coe™™ +Cyxe™™
1.61. Példa Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet!

y//l +4y// + 13y/ — 0
34 Megoldas:

NAAN +1BA= AV +42+13) =0 = XN =0, Aa=-2+3j, \g=—-2—23j
Yns = C1 + Cy e ?* cos 3z + Cs e > sin 3z
1.62. Példa Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet!

y(5) . 2y(4) + 2y/// - 4y// + y/ o 2y -0
35 Megoldas:

N =22 20 4N A —2=(A-2) N+ 1) =0
M=2, Ma=X3=17J, \Mq=X5=—J (bels6 rezonancia)

Mivel €% = cosx + jsinw, ezért Re e/ = cosx , Im e* = sinaz linedrisan
fiiggetlen valos megoldasok és ezek x -szeresei is, igy az dltalanos megoldds:

Yns = C1e** + Cy cosz + Cy sine + Cyz cosx + Cy x sin =

= (C1e* + (Cy+ Cy ) cosx + (Cs + Cs2) sinz
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1.63. Példa _frjunk fel egy olyan legalacsonyabb rendi valos konstans egyiitthatos homo-
gén linedaris differencidlegyenletet, amelynek megolddsai:

1. e*, e™®, e

5et — 4e ™ 4 Te?®

3r2 — 3%

e, xe®, x2e”

$2€_I, x3€2x

e sinx, e cosx

e?® sin 3z, e

e?sinx, %e*sinx, 1

© »® RS v L

tetszoleges masodfoki polinom, sinx

36 Megoldas: 1. A karakterisztikus polinom gydkei:
e’ miatt: A =1,
e " miatt: Ay = —1,
e miatt: g = 2.
fgy a karakterisztikus polinom.:

A=DA+1DA=2) =0 = N —2)\2—)\+2=0.

Ezért a keresett differencidlegyenlet:
y/// . 2y// . y/ + 2y = 0.

2. Megolddsa megegyezik az a) feladat megolddsdval, mivel a megadott figgvény az

e”, e %, ¥ fiigguények linedris kombindcidja.

3. 22 miatt: AN =X =MN3=0,
e maatt: N\, = —3.
lgy a karakterisztikus polinom:

NA—(=3) =0 = A +3\ =0

Ezért a keresett differencidlegyenlet:
y @ 4+ 3y = 0.

4. Hf
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5. Hf

6. A karakterisztikus polinom gyokei:

Mg =2=xj.

_fgy a karakterisztikus polinom:

A= @) (A= 2-7)) = (A=2) = j) (A=2) + ) =

=A=224+1=XN -4\ +5=0.

(Felhaszndltuk, hogy — (a —b) (a +b) = a* —b*.)

Ezért a keresett differencidlegyenlet:
y" — 4y + 5y = 0.

7. Hf
8. Hf
9. Hf

1.6.2. Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa

Allanddk varidlasa

A médszer minden jobb oldali f fiiggvénynél alkalmazhatd, azonban elég nehézkes. Spe-
cidlis f-re lesz jobb moddszeriink is. Az allanddk varidlasat csak a masodrendii esetre
mutatjuk meg.

Legyen adott az a(x) y"+b(z) y'+c(x) y = f(x)-hez tartozé homogén differencidlegyenlet
megoldasa:
Yha = Cl }/1(.75) + CQ YQ(I)
Ekkor az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasat az alabbi alakban keressiik:
(@) | yip = cr(x) Yi(x) + ca(x) Ya(z)
b(z)-| y,=aY!+aY,+a i+,
i B T B ,

=0
Alulhatérozott feladat (majd meglatjuk, hogy jogos a felvétel).

a(z)-| yh=dY{+a¥+dYi+eY)

Az attekinthetdség novelésére a bal oldalon nem jeloljiik az x-t6l valé fiiggést. Behe-
lyettesitve (I)-be (c1, co, ¢, ch-re rendezziik):

(@Y +0Y] + Y1) + ca(aYy + Yy + cYs) + aY{c| + aYyeh = f(x)

:L[;/:]EO :L[;/;}EO
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i, dy-re az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

vi V][] _[0
vl v o) T L
——— a

w

[W| # 0, mert Y}, Y linedrisan fiiggetlenek és L[y] = 0 megolddsai == az egyenlet-
rendszer egyértelmiien megoldhaté ¢}, cy-re:

4] i a]'[ o
A=l e
i, c, folytonossdga miatt létezik ¢y, co. (Integréacids dllandé nem kell.)

Ezt a médszert nem kérjiik szamon, ezért nem adunk ra példat.

Kisérletezés

Az aldbb ismertetésre keriil6 mddszer csak specidlis [ fiiggvény (a jobb oldalon 4ll6 tn.
zavaré fiiggvény) esetén alkalmazhat6 és csak allandé (konstans) egyiitthat6ja linedris
differencialegyenletnél!

Ha az allando egyiitthatdji inhomogén linedris differencidlegyenlet jobb oldalan allé

f fiiggvény:
1. Ke**,
2. Py(x) = amz™+ - + ao,
3. Ksinfz vagy K cospfx,
4. Ke* sinfxr vagy Ke™ cosfzx.

5. P,(x) sinfz  vagy P,(z) cosfz,
ahol P, (z) adott m-ed foku polinom,

6. Ppn(x)e* , ahol P,(zx) adott m-ed foku polinom,

7. Py(z)e*™ sinfx  vagy Pp(x)e™ cosfz,
ahol P, (z) adott m-ed fokd polinom

fiiggvények valamelyike, akkor a partikuldris megoldast az alabbi alakban kereshetjiik:

1. yip = Ae®™ | A ismeretlen,
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2. Yip = Qu(r) = Bpa™+ -+ By, By, ..., B,, ismeretlen,
3. Yip = Asin Bz + Bcos fzx, A, B ismeretlen,
4. y;, = e** (Asin Sz + Bcos fx) , A, B ismeretlen,

5. Yip = Qm(z) sinfz + R,,(z) cos(fx),

ahol Q. (z), Ry(x) ismeretlen m-ed foku polinomok,
6. Yip = Qm(z) e*®, ahol @Q,,(x) ismeretlen m-ed foku polinom,

7. yip =€ (Qm(x) sinfx + R, (x) cos(fz)),

ahol Q. (z), Ry(x) ismeretlen m-ed foku polinomok.

A prébafiiggvényben szereplé — még hatarozatlan — allanddkat tartalmazo kisérle-
tez6 fliggvényt elegendden sokszor differencidlva és az inhomogén differencidlegyenletbe
behelyettesitve az egyenld egyiitthatok mddszerével (a megfelels tagok egyiitthatéinak
osszehasonlitdsaval) tudjuk meghatérozni.

Ha a feltételezés helyes volt, akkor annyi fiiggetlen linearis egyenletet kapunk az
ismeretlen egyiitthatdkra, ahdny ismeretleniink van. (Tehat pontosan 1 megoldas van.)

Ha a jobb oldali f fiiggvényben az el6zo fiiggvények Osszege szerepel, akkor a kisér-
letezo fliggvényeket is Ossze kell adni.

Kiilsé rezonancia:

A médszer nem vezet eredményre, ha a kisérletezo fiiggvény, vagy annak egy tagja
szerepel a homogén egyenlet megoldasai kozott. Ilyenkor x-szel szorozzuk ezt a tagot
mindaddig, amig megsziinik a rezonancia.

1.64. Példa Oldjuk meqg az aldbbi differencidlegyenletet!
y' =3y + 2y = (%) + (27 + x)
37 Megoldas:
M=3A+2=A=-2)A=1)=0 = 1y = C1e* + Cye”
Az inhomogén egyenlet eqy partikuldaris megoldasat kisérletezéssel keressiik.

1.65. Megjegyzés A kinnyebb érthetdségért a jobb oldali

fl@) = (%) + (2° + x)
zavaro figguényben ()-be tettik az egyes megengedett fiigguényeket tartalmazo tagokat,
melyekhez tartozo kisérletezd fiigguényeket szintén ()-ben adjuk meg. A tovdbbi példdkndal
hasonloan jarunk el.
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2| yip:=(4e*)+ (Bz*+ Cx+ D)

-3-| i, =34’ + 2Bz +C
1| ) =94 4+ 2B

Behelyettesitve az inhomogén egyenletbe:

(9A — 9A + 24)e* + 2*(2B) + x(2C — 6B) + (2D — 3C +2B) = e’ + 2> + x

Az azonos tipusi fligguények egyiitthatoinak o0sszehasonlitdsaval megkapjuk a keresett is-
meretlenek értékét.

oA—1 A—1
2
1
29B=1 B=-
2
20-6B=1 = 20=4, (C=2
2D —3C+2B=0 = 2D=6-1, ng

1 5 1
yia = Cre™ + Che” + 50 + 2u 4 5 4 oe™

1.66. Példa Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenletet!

y' =3y +2y = () + (")
38 Megoldas:

Yna = C1€°% + Coe” (Ldsd az el6z6 példdban!)

Most kiilsé rezonancia van. Megmutatjuk, hogy deriil ez ki, ha nem vessziik észre és igy
rossz fligguénnyel kisérleteziink.

2] yp:=(Az+ B) + (Ce")
=3 vy, =A+Ce"
L]y, = Ce”

z(2A)4+(2B—-3A)+(2C —3C + C) €* = z+e” (0 # 1: ellentmonddsra jutottunk)
—_—
=0
Es most nézzik a megoldast a helyesen felvett kisérletezo fiigguénnyel:
2] yip =(Ax+ B)+ (Cxe")
=3-] y, =A+Cre” +Ce”
-] y;, =Cuxe” 4 Ce” + Ce”
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z(24) + (2B —3A) + 2e®(2C —3C + C) +e"(=3C +2C) =z + ¢€"

=0

2A=1 A:1

2

3 3
3 0 5 1
—-C=1 C=-1

3
Yia = C10*" + Coe” + ~x + 1 xe”

N —

1.67. Példa Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenletet!

V' —y= (2" —x+1) + (¢

39 Megoldas:

/\2—1:0 - )\1:1,>\2:—12yh(1:01€m—|-026_w

—1-] yip:=(A2? + Bz + C) + (Dxe") (kiilsd rezonancia)
0-| yi, =24z + B+ Dze® + De”
L-| yj, =2A+ Dxe® + De® + De”
~A2z® — Br+ (2A - C) +xe" (D + D) +e"-2D =2 —x+ 1 +¢e"

1

A=-1, B=1 C=24-1=-3, D=g

1
Yig = Cre” + Che™ —2® + 2 — 3+ §$e$

1.68. Példa Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenletet!
y' =2y +y=6e"
40 Megoldas:
M =22 +1=0 Yna = Cre* + Coze” (belsé rezonancia)
|y = Az?e” (kiilsé rezonancia)

1.
2|y, = 2Aze” + Ax?e”
1| yp, = 2Ae" + 2Aze” + 2Axe” + Az*e”

72 (A —2A + A) + ve”(—4A + 4A) + 24" =6e” 2 =6 = A=3
=0 =0

Yig = C1e° 4+ Cyze” + 32%e”
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1.69. Példa Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet!

y// + 8y’ 4 25y — e—4z

41 Megoldas:

—8++/64—-100 —8+56

— 4443
2 2 J

N +8A+25=0: Ao =
Mivel (741737 = ¢=4% (cos 32 + jsin3z) , a homogén egyenlet dltaldnos megolddsa:
Yna = Cre % cos 3z + Cre ¥ sin 3z

25| yp = Ae (nincs kilsé rezonancia!)
— —4x
S Ty
1| y; =164e
1

(254 — 324+ 16A)e ™™ =e**  94A=1 A= 5

1
Yia = Cre 1% cos 3z 4+ Che  sin 3z + §e*4x

1.70. Példa Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenletet!
Y + 5y + 6y = 27 y(0)=0, ¥'(0)=3
42 Megoldas:
MA4BA+6=AN+2)(A+3)=0

Yna = Cre™ 2  Che™>® (yip = Ae™ nem jé, mert kiilsé rezonancia van.)

| Yip = a - Ae™* = Age” ™

6 -
5.1 yi, = Ae™* — 2Aze™>
1| yp, = —2Ae™* — 2Ae™* + 4Aze™?"

s
I
b

ze ?*(6A — 10A + 4A) + e > (FA — 4A) = 2
=0
Yia = 016_23: + 026_32: + 2.736_2m

=C1 4+ Oy - Ci = -0

0 0
Yy (0)=3: ¢ =201 —3Ce " + 272" — 4ze™2®
3=-2C1-3CL,+2 — 02:—1, Ci=1

y = e—2m o e—Sx + 2xe—2m
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1.71. Példa Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet!

y'+y=(—4cosz)+(z), y(0)=2, y(0)=2
43 Megoldas:

MN+1=0 Mo =+j yng = C1 cosx + Cysinx

1] yip:=(Azcosz + Brxsinz) + (Cx + D) (kiilsd rezonancia)

0-| (yj, =Acosx — Azxsinz + Bsinx + Brcosz + C)

1-] yj =—Asiny — Asinz — Az cosx + Bcosx + Bceosz — Brsinw
(A—A)zcosx + (B— B)zxsinx + (2B) cosx + (—2A) sinx + Cx + D = —4cosz +x

2B=—-4, B=-2; —2A=0, A=0; Cc=1, D=0

Yig = Crcosx + Cysinx — 2xsinx + x

y(0)=2: 2=0C
y(0)=2: y =-Cysinx+ Cycosz —2sinx — 2xcosz + 1
2=0+1 — (=1

y=2cosx +sinz + (1l — 2sinx)

1.72. Példa Tetszoleges a € R-re oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet:

y'+ay +ay=0
44 Megoldas:

NMtar+a=0 Ap=

—a++Va?—4a
2

A

a® — 4a /

-

4 a

1.0<a<4 (a®>—-4a<0) : )\l,gz—gij%\/lla—cﬂ

y=Cre 2% cos (%\/4a —a? x) +Cye 27 gin (%\/4a —q? x)
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2. a=0 , iletve a=4 : Al = —3 ( belsé rezonancia)
y=C e"3% + Cyx-e 3%

3. a<0 vagy a>4 (a*—4a>0) : Ao =—%+

1. /2
5 T 3Vva 4a

y = C e(*%%*%\/ﬂ)x + Oy e(*%*%\/ﬂ):p

1.6.3. Helyettesitéssel megoldhaté differencialegyenletek

Bizonyos tipusu fiiggvényegyiitthatos linearis differencialegyenletek 1j fiiggetlen vélto-
76 bevezetésével allandé egyiitthatoju differencidlegyenletté alakithaték. A moddszert a
kovetkezd példan mutatjuk meg.

1.73. Példa Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet!

2
”—;y:O, (x >0)

x = ¢’ helyettesitéssel dolgozzunk!

45 Megoldas: Tehdt az x régi fliggetlen vdltozo helyére a t uj figgetlen vdltozot helyet-
tesitjiik be:

r=z(t) — t=t(x)
A helyettesitéssel kapott differencidlegyenlet megolddsa ¢(t) lesz, igy az eredeti diffe-

rencidlegyenlet megolddsa y(x) = @(t(x)) mddon adddik. Hogyan kell elvégezniink a
helyettesitést?

o(t); d—f =¢ gelolést alkalmazva az alabbi helyettesitéseket végezziik el:
y — ¢

,_dy _dp At g9 ¢

Y= "t dr Az & e

(Az dsszetett fiigguény és az inverzfiggvény derivdldsi szabdlydt haszndltuk fel.)

pod_de_dog At _piogiEl_ge-pd gy
dx dez dt = do 12 T (et)3 (et)2
11
w7
<z
dt
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Elvégezve a behelyettesitéseket:
r=c¢ = t=Inz,

$—p .
et)z_(et)290:() — Y—9p—20=0

Masodrendi dallando egyiitthatoju linedris differencidlegyenletet kaptunk.

0 =eM . N-A=2=0 = M =2 N=-1
C
g020162t+02€_t - y(l’) :Clx2+—2, 01,02 eR
X

1.74. Megjegyzés Az eljirds x < 0-ra is jo. Ekkor x = —e' a helyettesités.

r=—¢ = t=In(-x

y/:_f ,/:sbf—sbf:@(—et)—sb(—et):sb—sb (ua.)
ol 73 —(et)? (et)? :
Az egyenlet ugyanaz lesz:
C!
90_90_290:0 —— Q020162t+02€_t — y(I) :C'le— =2
z
C!
Ez pedig irhaté a kévetkezd alakban is:  y(x) = C1a® + =2 , C,CheR
T

1.75. Példa
x = ¢! helyettesitéssel oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenletet!

2y —xy +y=1Inzx
46 Megoldas:

CEREY e es .. t . t
Y = pr—pr pe —pe
et 3 et

Elvégezve a behelyettesitést:

-.et_ .et . . )
e2t%—et§+¢:t = $—20+p=t

(H): o=e: N-2D+1=A-1?=0 = p=Cre' +Cyte

1-
1.

0is(t)=Cre' +Cote' +t+2 ésax=c¢e; t=Izx
y=Ciz+Coxlnzx+Inx +2
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1.76. Példa 1z = e' helyettesitéssel oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenletet!

:L‘Qy” _ ny/ + 2y —r

47 Megoldas:

.. t_ . t .
e2t—gpeegt¢e —et§+2g0:et io <,0—2g0—|—2g0:et

(H): N =2X2+2=0 Mao=1%j = ¢u; =e'(Cycost+ Cysint)

2] @i = Ae
(_2) ' | Sbip = Ae A=1 PYip = el
L-| @y = Ae

wia(t) = e'(Cy cost + Cysint) + e
y=2z(Cicoslnz + Cysinlnz) +x

1.6.4. Gyakorlo feladatok

Oldja meg az alabbi differencidlegyenleteket!

1

2

10.

y/// + By// _|_ 2y/ — 0

y/// _ 4y// + 5y/ — 0

Y =6y +9y =0, y(0)=1, ¢ (0)=0
Y Ay =2
. y"+y=2sinzcosx, y(0)=0, ¢(0)=1

Yy =Ty 4+ 6y =sinx

y W + 49" = cos x. Adja meg az 6sszes periodikus megoldast!

.y 4+ 4y = 2sinxcosx

Y+ ay +3y=0

Milyen « érték mellett lesz a differencidlegyenlet minden megoldasfiiggvénye olyan,
hogy lim y(z) =07
T—00

y' — 4y = e**, a e R.
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11. y" 4+ =e*, a € R.
12. y' — 5y = 2e°*

13. ¢ — 4y +4y =e*®

14, y® —y@® — 2" =z 41
15. yW — 2y 4y = 2e”

16. 2%y — 2y +y =Inzx, (x = €' helyettesitéssel)

1.7. Elsorendii linearis differencialegyenlet-rendszerek

dz
— =2 3 1
7 T+ 3y +

matrixos alakban: x = 2.3 v + 1t
dy v -1 1 Y e

—~ =—z+y+e
dt Y

Ez egy kétvaltozos elsorendil linearis differencidlegyenlet-rendszer, ahol ¢ a fiigget-
len valtozé, x, y pedig az ismeretlen fiiggvények. A fenti matrixos alakot réviden igy
jelolhetjiik:

i=Ar+f(t) |,

ahol

I8
I
| — |
< K
_ 1
[~
—
~
S—
I
| — |
el
N TN
I N
N— N
| I |

Konstans egyiitthatés inhomogén linearis differencialegyenlet-rendszer:

p=Ar + f(t) | (fOZO0)

ahol A n x n-es, adott, konstans elem{i métrix.
A fenti differencialegyenlet-rendszerhez tartozik egy homogén differencidlegyenlet-rendszer.
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Homogén linearis differencidlegyenlet-rendszer:

b= Az (1)

Az egyvaltozds linearis differencialegyenlethez hasonléan itt is igaz, hogy az inhomo-
gén altalanos megoldasa megegyezik a homogén altalanos megoldésa plusz az inhomogén
egy partikuldris megoldésa:

1.77. Tétel Tig = Tpg + Ly

1.78. Megjegyzés Az inhomogén linedris differencidlegyenlet-rendszer eqy partikuldris
megoldasanak keresése sok esetben probafiigguény-rendszerrel torténhet. Mi az inhomogén
esettel nem foglalkozunk.

1.79. Tétel A homogén linedris differencidlegyenlet-rendszer megolddstere linedris tér,
dimenzidja n, ha az A egyiitthatd mdtriz n X n-es mdtriz.

1.80. Tétel Ha A sajdtértéke A-nak és s egy a A-hoz tartozo sajdtvektor
(As = As ), akkor
z = eMs  megolddsa az &= Ax (H)

differencidlegyenlet-rendszernek.

Bizonyitas.
6)\t81 * /\BMSl
At At
i e¥sy | _ Ae'sy — AeMs = eM[ A5 |=eM[As |= AcMs = Az
e”‘sn )\e’\‘tsn 0

1.81. Tétel Ha az A n x n-es konstans elemi mdtriznak n darab kiilonbéz6 sajdatértéke
A1, A2, .., Ay €S az ezekhez tartozo egy-egy megfeleld sajdtvektor sy, s, ... , S, ,
akkor az
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t=Az (H)

altaldnos megoldasa felirhato

T = c1eMls) + coeMls, + c3eMlsy + -+ cpetls,
alakban, ahol c1, co, ... , ¢, tetszdleges konstansok ( valds szamtest felett és komplex
szamtest felett is igaz az dllitds. )

1.82. Példa Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenlet-rendszert!

T 3 -1 1 T
y|l=|-1 5 -1 Yy
z 1 -1 3 z

48 Megoldas: Karakterisztikus polinom: det(A — AE) = 0.

A — 11N 4+36A—36=0
)\1:2, )\2:3, )\3:6

1 -1 3-A
1 -1 1 S11 0
(A-)E)s=0 =% 1 3 1| |su|=]0
1 -1 1 S13 0

Ez eqy kézonséges linedris egyenletrendszer, ami Gauss-modszerrel megoldhato.
s19 =0, s11 €s s13 kozil az eqyik tetszoleges, igy a \y = 2 -hoz tartozo eqyik sajatvektor:

1
si=1 0
—1
[ 1
Hasonloan kaphato Ao =3 = s,= |1
|1
[ 1
€s Ag=6 = s3=| —2
1

fgy a homogén egyenlet daltalanos megolddsa:

1 1 1
Tpa=cie® | 0 | +eed | 1| +e3ef| =2 | =
-1 1 1

70



xr = c1 €2t + 6263t + Cg€6t

ahol ¢y, co, c3 tetszdleges
C2€3t _ 263€6t ) ) g

2 3t 6t valds konstansok.
Z = —cer + e+ cse

<

1.83. Példa Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenlet-rendszert!

= 2z + 9y
r + 2y

SO
Il

49 Megoldas:

(2-X)2=9
)\1:5 )\2:—1

e = [ 3]

512

12—

1

(A= 0E)s, =0 = H g} [}:m

= su=3, sp=1, §1:|:3:|

522

5t ¢
r = 3ce” + 3ce

5t ~ aholey, € R
Yy = cie — coe™",
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1.84. Példa Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenlet-rendszert!
o 2 —16 -

2—X -—16
1 2—-A

50 Megoldas:

A~ 2E| = 0

(2—N)?*=-16
Karakterisztikus polinom: (2 —M\)?+16=0 = 2-A==4j
M =2+4], \g=2—-4j

a-nma=0 = |3 T ]=]0]

512

. 44
siu=4j, sip2=1, §1:{ 1]}

Hasonloan megkaphatjuk, hogy

a-xpm=0 = |V F|[m]=[7]

522

. —473
821:—4], 822:17 §2:|: 1‘7:|

Muwvel a két sajatérték eqymds konjugadltja, ezért a két sajatvektor is eqymdas konjugdltja.
lgy s, meghatdrozdsdara nem lett volna sziikség.
A1 €s s, segiltségével felirhatjuk a komplexr megolddst:

ikompl ex megoldas

— (24t [ 41‘7 } = e* (cos4t + jsin 4t)[ 41‘7 }

Itt 1s 1gaz, hogy, ha x megolddsa az & = Ax wvalds egyiitthatds differencidlegyenlet-rend-
szernek, akkor Re x és Im x 1s megoldasok és linedrisan fiiggetlenek.

e*(—4)sin 4t —4sin 4t
_ 2t
Re gkomplex megoldas ~— =€
e? cos 4t cos 4t
€4 cos 4t 4 cos 4t
_ ot
Im gkomplex megoldas =e
e? sin 4t sin 4t
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A megolddstér dimenzidja 2, ezért a valos dltaldnos megoldds az el6z6 két megoldds dsszes
linedris kombindcioja.

—4 sin 4¢

+ Co €2t

4 cos 4t
_ 2t
Lpg = C1 €

valos alakid megoldds.
cos 4t

sin 4t
Megjegyezziik, hogy Ao €s s, -bol ugyanehhez az dltalanos megolddshoz jutnank.

1.85. Példa Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenlet-rendszert:
Ltl = I
i]z T2 + X3
j)g 3ZE3
1
Adjuk meg az x(0) = 3| kezdetiérték probléma megolddsdt is!
2
51 Megoldas:
100
=101 1z (=Az)
00 3
1I-Xx 0 0
det(A—=AE)=| 0 1—-X 1 [=(1-X*B-2))
0 0 3—-2A
)\172:1
0 0 0f [a 0 c = 0
0 0 1 (b 0 a t
00 2 0 b u
t 1 0
s=|u| =t|0| +u|l
0 0 0
1 0
Tehat van két linearisan figgetlen sajatvektor: s; = |0, s, = [1].
0 0
A3 =3
-2 0 O0f |a 0 a 0
0 —2 1| |b 0
o o olle 0 —2b+c 0



0
Ebbol példdul  sq = [1].
2

A megoldds:

1 0 0
2(t) = cre |0 +coe [1] +eze® |1
0 0 2
vagy mdads alakban:
T (t) clet
z(t) = |z2(t)| = |coe’ + cze¥
x3(t) 2c3e3

1
Az z(0) = |3| kezdetiérték probléma megolddsa:
2

1 C1
3| = |ca+c3 - 01:1702:2,63:1
2 2(33
et
T = 2€t+63t
2e3t

1.8. Egzisztencia és unicitas tétel

(¥ (z) = f(z,y(®);  ylwo) =yo) = (y(l‘) =10 +ff(t,y(t))dt> (f folyt.)

Zo

differencialegyenlet integralegyenlet

!/

x o
(Ui: y'(z) = | wo + ff(t,y(t))dt> = f(z,y(x), y(xo)=yo+ [...=w0)
o o
Az utébbi integralegyenletbdl jon az 6tlet, hogy a matematikdban tobb teriileten is ered-
o
ményesen haszndlt fokozatos kozelitések modszerével (y,(z) = yo + [ f(t, yn—1(t)) dt)

prébalkozzunk.
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1.8.1. Picard-féle szukcessziv approximacio

(Fokozatos kozelitések mddszere.)

1.86. Tétel Q = [xg —a,xo +a] X [yo — b,yo + ] (zdrt!)
f: D—R; DCR? QcCD.

yﬂ
Yo+bt--
Yor———|—-———-- ‘
o = b= | |
To—a 0 Torazx
Ha f, f, € C3, akkor a

900(90) = Y

on(@) = ot [ F(t pur(t)) dt

rekurzive meghatdrozott figguénysorozathoz létezik olyan 6 > 0, hogy p, egyenletesen
konvergdl ¢ -hez K, 5-n és ¢ megolddsa az y' = f(x,y); y(xo) = yo kezdetiérték
problémdnak. (¢'(x) = f(x,p(x)))

Ha ¢* is megoldas lenne K, 5-ban, akkor ¢*(z) = p(x) Ve K. ;.
0, 0,

1.8.2. Egzisztencia és unicitas tétel

1.87. Tétel Ha f,f, folytonos a Q (zdrt) téglalapon (f,f, € Cg), akkor 3 Ky s,
amelyben az
y/ - f(xu y>7 y<$0) =%

kezdetiérték problémdnak egy és csakis egy megolddsa van. (Nem bizonyitjuk.)

(A tétel bizonyitdsa a szukcessziv approximacié mddszerét haszndlja fel. fgy nem csupan
a megoldas 1étezésének kérdését intézi el, hanem lehetoséget ad ezen megoldas kozelito
kiszamitdsara is (konstruktiv bizonyitas).)
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1.88. Példa Adjunk kozelité megolddst az aldbbi kezdetiérték problémdra!

Y =a"+y, y(0) =0

52 Megoldas: Az integrdlegyenlet: y=0+ [(t*+y*))dt.
0
Szukcessziv approzimdcioval dolgozunk:
T

on() = bf (242 (1)) dt.

wo(z) =0 (= o)
T t3x gj:)’
o) = feroya= 5] -2
0 30 3
z 3\’ L
pa () bf( +(3>) {3+9.7]0 3+9~
2 B\ x® a4l 2 o't '
ea(e) = [ ( +(3+9.7>) 37977390711 9.7 15

(s £ 2%+ 3. Visszahelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy bdar o3 nem elégiti ki a diffe-
rencidlegyenletet, de pl. Ko,% -ben a bal oldal és a jobb oldal eltérése mar kicsi.)

1.9. Linearis rekurzio

1.89. Definicié Legyen Ny = NU {0}, k € N és ' : RF — R. Ekkor az

f)=F(fn=1),f(n=2),....f(n=k))  (n=k)

formuldt (k-ad rendi) rekurzidnak nevezziik.
Egy rekurzio eqy f : Ng — R megoldasat rekurzioval adott sorozatnak, vagy réviden
rekurziv sorozatnak nevezziik.
k

Ha F(z1,29,...,2%) = Z a;x;, ahol ay,as, ..., a; € R adottak, akkor linedris rekur-

i=1
z10rol beszélink. Ekkor

fn) = Zaiﬂn — ).

1.90. Tétel Egy k-ad rendi linedris rekurzio megolddsainak halmaza k dimenzids line-
aris ter.

Bizonyitas. Eloszor megmutatjuk, hogy linearis tér. Ehhez be kell 1atni, hogy ha f és ¢
megoldasok, és ¢ € R, akkor f + g és cf is megoldas.
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Legyen n > k. Ekkor

k

(f +9)(n) = f(n) +g(n) =Y aif(n—i)+ Zaig(n —i)=

i=1

M?r

a;(f(n—1)+ g(n—1)) :Zazf—f—g )(n — 1)

=1 =1

és
k k k
(cf)(n):cf(n):cz:aif(n—i):z:caZ n—1) Z (cf)(n—1)
i=1 i=1 i1
Mivel f(0), f(1),..., f(k—1) egyértelmiien meghatdrozza a megoldéast, a megoldastér
valéban £ dimenzids. O

1.91. Megjegyzés A megolddstér egqy bazisat alaprendszernek nevezzik.

1.92. Példa (Fibonacci-sorozat) Legyen adott f(0) és f(1). Definidljuk az f soroza-
tot a kovetkezd (mdsodrendd, linedris) rekurzioval, minden n > 1-re:

fn) = fln=1)+ f(n—-2).

Ha példdul f(0) =0 és f(1) =1, akkor a sorozat elsé néhany eleme: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8,
13, ...

Sejtés: keressik a rekurzid felolddasdt f(n) = ¢™ alakban.

Ekkor ¢ = ¢ ' + ¢" 2, azaz ha q # 0, akkor ¢* = q + 1, amit karakterisztikus

1+5

Megoldds tehdt a q} és a gy sorozat. Az eldzd tétel szerint ezek linedris kombindcioja
1s megoldas lesz. Sot, mivel g1 # qo, ezért minden megoldds ezek linedris kombindcidja
lesz.

egyenletnek hivunk. Ennek gyokei qi o =

1.93. Lemma Az dltaldnos megoldds
f(n) = erdt’ + caqy,
19y az 0sszes megolddsok halmaza:
{f:Ng—=R:3c;,c0 € R: f(n) =147 + g5}
1.94. Példa (Fibonacci-sorozat) Ha példdul f(0) =0 és f(1) = 1, akkor

c1+cy = 0
g+ g = 1
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miatt

1 1 V5 , 1 1 V5
= = — = —, m’Lg 62 = = - = — —
G — G2 5 5

és 19y a sorozat:

&1

Vi(L+VE)" - VE(1-v5)"

fln) = —

1.95. Példa Hatdrozzuk meg az
f(n) =3f(n—1)=2f(n—2)
1. f(0)=0, f(1)=1;
2. f(0) =1, (1) = 1;
kezdeti feltételekhez tartozo megolddsdt!
53 Megoldas: A karakterisztikus egyenlet:
¢"=3¢""" —2¢""

nulldtol kilonbozo megolddsar a
> —3¢+2=0

masodfoki egyenlet gyokei, nevezetesen g1 = 1 és qu = 2. Egy alaprendszer fi(n) = qf =
1 és fa(n) = ¢4 = 2", az dltaldnos megoldds

f(n) =c1 + 2™

1.0=f(0)=ci+ 2 =ci+cy és 1= f(1) =1 + 2" = ¢1 + 2¢o egyenletrendszer
megolddsa c; = —1, co = 1, igy a megoldds f(n) = —1 + 2™.

2.1=f(0)=c1 +2°=c;+ ¢y és1 = f(1) = ¢c; + 22" = ¢1 + 2¢y egyenletrendszer
megolddsa ¢y =1, ¢o = 0, igy a megoldds f(n) = 1.

1.96. Példa

9
fn) = 50— 1)~ 2f(n—2)
1. Hatdrozzuk meq a rekurzio dltalanos megolddsat!

2. Hatdrozzuk meg az f(0) =0, f(1) =7 kezdeti feltételekhez tartozé megolddasdt!

3. Van-e O(n) nagysdgrendi megoldds?
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54 Megoldas: 1. A karakterisztikus egyenlet:

9 -1
n_ “2.n -9
q 2(1 q

n—2
nullatol kilonbézo megoldasai a

9
2
—=q+2=0
q 2(] +
masodfoku egyenlet gyokei, nevezetesen qu = 4 €s g = % Eqy alaprendszer f1(n) =

qp = 4" és fo(n) = g5 = (3)", az ditaldnos megoldds

c
f(n) =ad"+ Z_i
2. 0= f(0) = 0140—1—;—3 =c+teésT=f(1)= 0141—1—5—? = 401—1-%202 egyenletrendszer
megoldasa c; = 2, co = —2, 1gy a megoldds
2
9.4 2
) 2

3. Egy megoldds pontosan akkor O(n), ha 3¢ € R : |f(n)| < en. Ez pontosan akkor
teljesiil, ha c; = 0, vagyis az ilyen megolddsok az

fn) = o

alakd sorozatok.

1.97. Példa
fn) = 2f(n—1) = $f(n—2)
1. Hatdrozzuk meg a rekurzio dltalanos megolddsat!
2. Hatdrozzuk meg az f(0) =6, f(1) =7 kezdeti feltételekhez tartozé megolddsdt!
3. Van-e O(1) nagysdgrendi; megoldds?
55 Megoldas: 1. A karakterisztikus egyenlet:

3
n_9 n—1_ < n-2
q q 4(1

nulldtol kiilonbozo megolddsai a

3
2
—29g+-=0
1 q 4
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masodfoki egyenlet gyokei, nevezetesen q; = % €s Qs = % Egy alaprendszer f1(n) =

@ = (3)" és fo(n) = g5 = (2)", az dltaldnos megoldds

f(n):2—n+02(2)n.

26=f0)=%+0(3) =catadT=F1)=g+c) =%+ cyenlet-
rendszer megolddsa c1 = 2, co = 4, 19y a megoldds

f(n):22—n+4(;>n.

3. Egy megoldds pontosan akkor O(1), ha korldtos. Ez pontosan akkor teljesil, ha
co = 0, vagyis az ilyen megolddsok az

f(n) =
alakd sorozatok.

1.98. Megjegyzés Altaldban, az

fn)=af(n—1)+af(n—-2)+ - +af(n—k)  (n>k)

k-ad rendil linedris rekurzio alaprendszerét a ¢ = a1¢* 1 + asq* 2+ - - - + ay, karakterisz-

tikus eqyenlet segitségével hatdrozzuk meg.
k

Nevezetesen, ha q eqy m-szeres valds gyoke a ¢~ — Z a;q""" karakterisztikus polinom-

=1
nak, akkor az alaprendszer hozzdtartozé m eleme: ¢",ng",...,n" 1q".

Ha pedig o + B eqy m-szeres nem valds gyokpdr (B # 0), akkor az alaprendszer
hozzdtartozé 2m eleme: nP((a+ )" + (o — Bj)") és nPj((a + B7)" — (o — Bj)"), ahol
p lehetséges értéker 0,1,...,m — 1. Az 1.100. Feladatban ldtni fogjuk, hogy ezek valds
szamsorozatok, ha a kezdetiértékek, és a rekurzio egyiitthator valosak.

1.99. Példa Adjuk meg f(1000)-et, ha tudjuk, hogy f(0) =3, f(1) = —4, f(2) =9 és
ha n > 3, akkor
fn)=—=fn=1)+ f(n=2)+ f(n—3).

56 Megoldas: A karakterisztikus polinom

¢+ —q—1=(-1)(¢g+1)
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gyokei ¢ = 1 és qu3 = —1. Egy alaprendszer fi(n) = 1, fa(n) = (=1)" és f3(n) =
(—1)"n, az dltaldnos megoldds

f(n) =c +co(—=1)" + c3(—1)"n.

A3=f(0)=ci4c, =4 = f(l) =c1—ca—c3 és9 = f(2) = c1+ca+2c;3 egyenletrendszer
megoldasa c; =1, igy a sorozat

F(n) =1+2(=1)" + 3(—1)"n,

azaz

£(1000) = 1+ 2(—=1)1% 4 3(—~1)°1000 = 1 + 2 + 3000 = 3003.

1.100. Példa Adjuk meg f(1000)-et, ha tudjuk, hogy f(0) =5, f(1) = =7, f(2) = =3
és han > 3, akkor

fn)=—fn=1) = fn=2) = f(n-3).
57 Megoldas: A karakterisztikus polinom
P+ +q+1=(+1)(¢g+1)
gyokei ¢ = —1 €s qa3 = +j. Egy alaprendszer fi(n) = (—1)",
2(—=1)"2,  han pdros
0, ha n pdratlan,
és
. _ 2(—1)"+D/2 - ha n pdratlan
fs(n) = 35" = (=5)") = { = )
0, ha n pdros,
az altaldnos megoldds
fn) =ca(=1)" + (" + (=5)") + e (" — (=4)") =
e+ e2(=1)m2, ha n pdros
| = 4 e2(=1)™V2 ha n pdratlan.
A5 = f(0)=c142c, =7 = f(1) = —c1—2¢3 és —3 = f(2) = c1—2¢y egyenletrendszer
megoldasa c; =1, igy a sorozat
fn) = (=1)"+20G" + (=))") + 3" — (=5)") =
T 4(=1)m2, ha n pdros
| =146(=1)"*tV/2 ha n pdratlan,

azaz

£(1000) = 1 + 4(—1)°" = 5.
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2. fejezet

Filiggvénysorok

2.1. Bevezetés

Fiigguénysorozaton olyan sorozatot értiink, amelynek minden eleme fiiggvény, fiiggvény-
soron pedig olyan sort, melynek tagjai fiiggvények. Ahogy a >~ a, numerikus sor
Osszegét az s, = » ., _, ay részletosszeg sorozat hatérértékeként definidljuk, ugy egy figyg-
vénysor Osszegét is a részletdsszeg fligguénysorozat hatarértékeként értelmezziik. Ily mo-
don fiiggvénysorok és fiiggvénysorozatok kolesonosen megfeleltethetok egymasnak. Egy
fiiggvénysor esetén is vizsgalhatjuk a részletosszegek sorozatat, és forditva, egy fiigg-
vénysorozat esetén attérhetiink az egymast koveto elemek kiilonbségébol képzett sorra.
Ez a tény indokolja a fiiggvénysorok és a fliggvénysorozatok altalanos elmélete kozott
megfigyelhetd parhuzamokat.

A gyakorlati alkalmazasok szempontjabdl taldn a fiiggvénysorok fontosabbak, ugyan-
akkor az altalanos elmélet kiépitését egyszeriibb a fiiggvénysorozatokkal kezdeni.

Ebben a jegyzetben szinte kizardlag fliggvénysorok vizsgalatara szoritkozunk, csupan
— a teljesség kedvéért — egyetlen fejezetet szenteliink a fiiggvénysorozatoknak, melyben
bizonyitasok, példak nélkiil, tomoren Osszefoglaljuk a fiiggvénysorozatokra vonatkozd
legfontosabb, altalanos tételeket. Ez a fejezet kihagyhatd, az analdg tételek részletes
targyalasa megtalalhaté a fliggvénysorok fejezetben.

2.2. Fiiggvénysorozatok

2.1. Definicié (Fiiggvénysorozat) Legyen adott minden n € N esetén egy f, : D,, —
R walds fiigguény gy, hogy D = NyenD, # 0. Ekkor az

{futnen = f1, fo, f5. ..

fiigguényhalmazt a D halmazon értelmezett fliggvénysorozatnak nevezziik. Roviden jelo-
lés: fn(x), vagy fu.
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Az f,(x) fiiggvénysorozat elemei tekinthet6k kétvaltozés fiiggvényeknek is, az egyik,
n € N, diszkrét” valtozo, mig a masik, x € R folytonos”.

2.2. Definicié (Konvergenciatartomany, hatarfiiggvény) A D C R halmazon ér-
telmezett { fu tnen fligguénysorozat H C D konvergenciatartomanya

H ={z € D| f,(x) konvergens},
és hatarfiiggvénye
f(x) = lim f,(z), x € H.

n—oo

2.3. Definicié (Egyenletes konvergencia) Az f, figguénysorozat a H' halmazon (H' C
H C D) egyenletesen konvergdl az f fiigguényhez, ha Ve > 0 esetén AN () € N, hogy

|f(z) = ful2)] <&, Vo € H' ésVn > N(e) esetén.
(Tehdt N (e) fuggetlen x € H'-tdl.)

2.4. Megjegyzés Az egyenletes konvergencia ,globalis” tulajdonsag, figg a H C H
halmaz megvdlasztasatol.

A szuprémum-norma bevezetésével az egyenletes konvergenciat kicsit atfogalmazhat-
juk.
2.5. Definicié (Szuprémum norma) Az f figgvény H C Dy halmazon vett szuprémum-

normaja:

| flle = ilelg{lf(x)l}'

2.6. Lemma Az f, figgvénysorozat a H' halmazon (H' C H C D) pontosan akkor
konvergdl egyenletesen az f fligguényhez, ha

lim || fo = fllar =0

n—oo
Bizonyitdas. Az allitas egyszertien kovetkezik az egyenletes konvergencia és a szuprémum
norma definiciéjabdl. (2.3. és 2.5. definicidk.) O

2.7. Tétel (Cauchy-kritérium egyenletes konvergenciara) Az f, figgvénysorozat
akkor és csak akkor konvergdl a H' halmazon egyenletesen, ha Ve > 0 esetén AN (e) € N
kiiszobindex, melyre

|fn(x) = fr(2)| < € Vo € H' ésVn,m > N(e) esetén,
VagyLs
[ fon = fuller <e Vn,m > N(e).

A tétel ,belsé” konvergenciakritérium, ugyanis nem hivatkozik az f(x) = lim, f,(z)
hatéarfiiggvényre.

Alapotlet. A bizonyitashoz a numerikus sorozatokra vonatkozo hasonld kritériumot kell
felhasznalni. A fiiggvénysorokra vonatkozd analég 2.22. tételt bebizonyitjuk. m
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Egyenletesen konvergens fiiggvénysorozat tulajdonsagai

A kovetkezd harom tétel azt mutatja, hogy egyenletesen konvergens f,(x) fiiggvény-
sorozat esetén az n-ben vett hatarérték ,felcserélhet6” az x-ben vett hatarértékkel, az
integrdlassal illetve a derivélassal.

Folytonos fliggvények sorozatdnak hatérfiiggvénye altaldban nem folytonos. (Lésd
2.34. példa.) Egyenletes konvergencia esetén azonban a hatéarfiiggvény is folytonos.

2.8. Tétel (Elégséges feltétel a hatarfiiggvény folytonossagara) Ha az f, figg-
vénysorozat minden eleme folytonos a H konvergenciatartomdny eqy I C H intervallu-
man, és f, egyenletesen konvergens I-n, akkor az f(x) = lim, o fn(z) hatdrfiggvény is
folytonos az I intervallumon.

Alapdtlet. A bizonyitas a fiiggvénysorokra vonatkozé analdg 2.27. tételéhez hasonld. [

Fiiggvénysorozat integraljanak hatarértéke dltalaban nem egyezik meg a hatarfiigg-
vény integréaljaval (lasd 2.35. példa), de egyenletes konvergencia esetén az éllitas igaz.

2.9. Tétel (Elégséges feltétel a hatarfiiggvény integraljara) Ha az f, figgvény-
sorozat elemei integralhatéak az [a, b] intervallumon, és [a, b]-n egyenletesen konvergdlnak
az [ hatarfiggvényhez, akkor f is integrdlhatd |a,b]-n, és

lim bfn(x) dz = /b f(z)dz = /b li_)m fn(z) dz,

n—oo a

azaz az x-ben vett hatdrozott integrdl ,felcserélheté” az n-ben vett hatdrértékkel.

Egyenletes konvergencia esetén a differencialas is ,,felcserélhet6” az n-ben vett hatar-
értékkel.

2.10. Tétel (Elégséges feltétel a hatarfiiggvény derivaltjara) Ha az f,, fiiggvény-
sorozat elemei differencidlhatoak az I intervallumon, és az f), derivdltfiggvények I-
n egyenletesen konvergalnak a g hatdrfigguényhez, tovabbd f, konvergens I-n, akkor
f(z) = limy, o fu(z) is differencidlhato I-n, és

) / d . ) .

lim f)(z) =g(x) = — lim f,(x) = f'(x) Vo € I esetén,

n—00 dx n—oo

tehat az I intervallumon az x-ben vett differencidlds ,felcserélhetd” az n-ben vett hatdr-
értékkel.
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2.2.1. Gyakorl6 feladatok

Az alabbiakban jelolje f(x) = lim, o fo(x) az f,(x) fliggvénysorozat hatarfiiggvényét,
és legyen H = Dy a konvergenciatartomany.

1. Hatarozza meg a kovetkezo fiiggvénysorozatok hatarfiiggvényét és konvergencia-

tartomanyat!
1 .
(a) falz)= 20)" (b) fu(x) =sin"2
(c) fn(x)z(xg_—nl) (d) fn<g;):x2+2%
2 fa)= EL

(a) Hatérozza meg a fenti fiiggvénysorozat hatarfiiggvényét és konvergenciatarto-
manyat!

(b) Egyenletesen konvergens-e a fiiggvénysorozat a [—2, —1] intervallumon?

3. fulz) = 5 fx"

Egyenletesen konvergens-e a (—1,1] ill. (—1,1) intervallumon?

4. fu(z) = (arcsinz)"
(a) Hatérozza meg a fenti fiiggvénysorozat hatarfiiggvényét és konvergenciatarto-
manyat!
(b) Egyenletesen konvergens-e a konvergenciatartomanyban?
_ na?
Con22 41

(a) Hatérozza meg a fenti fiiggvénysorozat hatarfiiggvényét és konvergenciatarto-
manyat!

(b) Egyenletesen konvergens-e [0, 1]-en illetve [1,2]-n?

ZEQ

O M) =5

(a) Hatérozza meg a fenti fiiggvénysorozat hatarfiiggvényét és konvergenciatarto-
manyat!

(b) Egyenletesen konvergél-e f,, a konvergenciatartomanyon?
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(¢) Mely z( pontban teljesiil a Y f,(xo) numerikus sorra a konvergencia sziik-
n=1

(e}
séges feltétele? Hatédrozza meg a > f,(z) fliggvénysor konvergenciatartoma-
n=1

nyat!
7. folx) = 2™
(b) || fu = f lloyj="7 Egyenletes-e a konvergencia [0, 1]-en?

T
8 1) = v,

(a) f(z) = lim, o0 frulx) =7
(b) || fn — f ||=7 Egyenletes-e a konvergencia?

9. Hatarozza meg a kovetkezo hatérértéket!

1
n

lim dx =7
n—00 e<nx
0

2.3. Fiiggvénysorok altalanos tulajdonsagai

2.11. Definicié (Fiiggvénysor) Legyen adott minden k € N esetén egy fr, : D — R
fiigguény, ahol ) # D C R a fiigguényeknek a kizos értelmezési tartomdnya. Ekkor ezen
fiigguényekbdl, mint tagokbol képzett

ka:f0+f1+"'+fk+"'
k=0

végtelen dsszeget fliggvénysornak nevezziik.

2.12. Definicié (Részletdsszeg) A Y 7, f, figguénysor n-edik részletosszege:
sn(x) ==Y fulw), (z € D).
k=0

2.13. Definicié (Konvergenciatartomany, osszegfiiggvény) A > > f, figgvény-
sor konvergenciatartoméanya a

H ={x € D | s,(z) konvergens numerikus sorozat} C D
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halmaz, tehdt azon x pontok halmaza ahol az s, (x) részletosszeg-sorozat konvergens. Ezen
a halmazon az

s(x) = nh_}rEOka(x), (x € H)

modon értelmezzik a fiigguénysor s Osszegfiiggvényét.

2.14. Példa Hatdrozzuk meg a

> (5)

k=1 3
fiigguénysor konvergenciatartomanyat és osszegfiigguvényét!
58 Megoldas: Adott x esetén eqy q = £ hdanyadosi geometriai sorrol van s$zo, mely
pontosan akkor konvergens, ha q = 5 € (—1,1). Tehdt a H konvergenciatartomdny és
az s(x) dsszegfiigguény:

_oz/3
C1-2/3 3-a

H = (-3,3), s(x)

2.15. Definicié (Maradékosszeg) A > f, figgvénysor n-edik maradékosszegét az

r(@) = Y ful@), (v € H)

k=n-+1

formula definidlja a fiigguénysor H konvergenciatartomdnydn.

2.16. Lemma FEgy fiigguénysor pontosan azokban az x pontokban konvergens, amelyek-
ben a maradékosszegek sorozata zérushoz tart, azaz

ka(:v) =s(r) €R — lim r,(z) = 0.

n—oo

Bizonyitds. A bizonyitashoz az
s(x) = sp(x) + rp(2)

egyenloségen hajtsuk végre az n — oo hataratmenetet. O]
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Rogzitett = esetén a ) fn(z) fiiggvénysor tagjai egy numerikus sort adnak, igy
a fliggvénysorra gondolhatunk gy is, mint végtelen sok numerikus sor ,,0sszességére”,
amelyeket az x ,,ponttal paramétereziink”. Ezért ha

Z fr(x) = s(x), x € H,
k=0
akkor a nyomaték kedvéért azt is mondjuk, hogy a > ;- fi fiiggvénysor a H halmazon

pontonként konvergdl s-hez.

2.17. Definicié Azt mondjuk, hogy a Y -, fx fiiggvénysor a H C D halmazon ponton-
ként konvergdl (vagy egyszerien csak konvergdl) az s : H — R dsszegfiigguényhez, ha
Vo € H esetén

lim s, (z0) = gﬂloszm’) = fulwo) = s(w),
k=0 k=0
azaz Ve > 0-hoz N (e, z), hogy
|sn(z0) — s(zo)| < e, han > N(e,x9) és xg € H.

Nyilvdnval, hogy kiilonb6z8 xo € H esetén mas-més {s, () } numerikus sorozathoz
juthatunk, igy N(e,zq) értéke fiigghet z(-tdl is.

2.3.1. Egyenletes konvergencia

2.18. Definicié A >, fi figgvénysor a H C D halmazon egyenletesen konvergal
az s figgvényhez, ha ¥ e >0 esetén IN(e) kiiszobszam, hogy

lsn(x) — s(z)| < e, han > N(e) ésx € H.
Az N(e) kiiszobszam fiiggetlen az x € H ponttdl.

Tehat az N(e) kiiszobszam univerzélisan ,, j6” a H halmaz minden pontjaban.

2.19. Példa A 2.1). feladatban ldttuk, hogy

i@)k:gi@ ha x € H=(-3,3).

k=1

a) Igazoljuk, hogy a fiigguénysor a H* = (—2,2) halmazon egyenletesen konvergens/

b) Igazoljuk, hogy a figgvénysor a H = (—3,3) halmazon nem egyenletesen konvergens/

38



59 Megoldas: a) Tetszbleges x € (—2,2) esetén:

= vl |G (8)”
|s(x) = sn(2)] = ) =15 = o S
k;ﬂ(:a) 1-2 11— 2]
(%>n+l (2)n+1 9 n4+1
< <3 = (—) <e, han> N(e).
‘1_m 1-2 3

Itt az N(e) értékét a 3 - (%)Wrl sorozathoz vdlaszthattuk. Tehdat a H* = (—2,2) hal-

maz Yxo pontjaban ugyanaz az N(g) kiiszdbszdm haszndlhato, vagyis a H* halmazon a
konvergencia egyenletes.

Nyilvin a H* = [—2,2] halmazon is egyenletes a konvergencia. S6t, hasonld gondo-
latmenettel beldthato, hogy 0 < § < 3 esetén a [—3 + 6,3 — ] halmazon is egyenletes a
konvergencia.

b) Indirekt bizonyitunk. Ha

m n+1
|s(x) — sp(x)] = % <e, Vn>N(e) ésVre (—3,3)

teljesiilne, akkor

<x|)”“

3

lim ——— <&, Vn> N(e)
]

18 fenndllna, amibdl oo < ¢ adddna, ami ellentmondds.

2.20. Tétel Ha a )y ;- fr(x) figgvénysor egyenletesen konvergens H-n, akkor ponton-
ként is konvergens.

Bizonyitds. Ez a definicié kozvetlen kévetkezménye, hiszen N(e) = N(e, o) vélaszt-
hato V xy € H esetén. O

2.21. Definicié (Cauchy-kritérium) A > 77 fi(z) figgvénysor a H halmazon eleget
tesz a Cauchy-kritériumnak, ha Ve > 0-hoz IN(e), x-tdl figgetlen kiiszobszdm, hogy
Vo € H esetén

| for1(z) + fogo(@) + -+ f(x)| <e, VYm>n>N(e).

2.22. Tétel Egy fiigguénysor pontosan akkor egyenletesen konvergens eqy halmazon, ha
itt eleget tesz a Cauchy-kritériumnak, azaz

> heo fr egyenletesen S oreo i eleget tesz a
konvergens H-n Cauchy-kritériumnak H-n
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Bizonyitds. (=)
Az egyenletes konvergencia miatt tetszéleges ¢ > 0 esetén $-hoz létezik olyan N (%),
hogy Vx € H esetén

sn(@) —s@I <5 & @ —s@l<s ham>n>N(3),
Ebbdl kovetkezik, hogy

[sm(x) = sn(2)] = [sm(z) = s(x) + s(2) = sn(2)] <

< [sm(x) = s(2)| + [su(w) = s()] < 5+

7 — ©

ham>n >N (%) és x € H, vagyis teljesiil a Cauchy-kritérium.

(<)

A tétel masik részét nem bizonyitjuk. (A numerikus sorokra vonatkozé megfelel6 té-
tel bizonyitasdhoz hasonléan bizonyithato, felhasznalva a H halmazon valé egyenletes
konvergencia fogalmat.) O

Megjegyezziik, hogy most is beszélhetiink abszolut konvergenciarol:

2.23. Definicié A4 > 7, fi(x) figgvénysor abszolit konvergens xo-ban, ha a "o | fi(zo)]
sor konvergens.

A fliggvénysor abszolit konvergenciajabdl kovetkezik a fiiggvénysor konvergenciaja.
Ha a Y .2 |fi(zo)| sor konvergens az zy € H pontban, akkor a Y . fi(zo) sor is
konvergens. Ez az allitas a numerikus sorokra tanult tétel megismétlése.

A kovetkezo tétel elégséges feltételt fogalmaz meg egy fliggvénysor egyenletes konver-
gencigjara.

2.24. Tétel (Weierstrass-kritérium) Ha létezik olyan {by }ren sorozat, hogy | fr(x)| <
b, minden x € H és k € N esetén, tovdbbd a ) -, by numerikus sor konvergens, akkor
(a) Z fr(x) abszolit konvergens Yz € H,
k=0

(b) ka(x) egyenletesen konvergens H -n.
k=0

Bizonyitas.
(a) A0, fu(z) abszolut konvergencidja a majordns kritériumbél kovetkezik a H hal-
maz minden pontjaban.
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(b) Megmutatjuk, hogy > 7 fi(z) eleget tesz a Cauchy-kritériumnak a H halmazon.
Ha z € H és m > n > N(e), akkor

mert » -, by teljesiti a Cauchy-kritériumot, hiszen ) - by konvergens. Az N(e) kii-
szobindex fiiggetlen z-tél, mivel a Y, by numerikus sorhoz vélasztottuk. Mivel a
Y o fr(zx) fiiggvénysor teljesiti a Cauchy-kritériumot H-n, ezért egyenletesen konver-
gens H-n. O]

sin (n°x +m , p 5
—) fiigguénysor abszolut konvergens Vax € R pontban, és

2.25. Példa A Z

n?+1
egyenletesen kom)ergens a (—o0,00) intervallumon, mert Vx € R esetén
1 1

|fu(2)] < EON] < 5= by, és Zb = Z— < oo (konvergens).

2.26. Példa A Z ne ™Y figguénysor abszolit konvergens Va € R pontban, és eqyen-
n=1
letesen konvergens a (—oo, 00) intervallumon, mert Vr € R esetén

n n

|fo(@)| = fulz) = (el 1)" < en bn,
¢ 1
5 5 b, konvergens, mert lim /b, = lim Vn =-<1
en n—00 n—oo € e

n 1

= an(x) egyenletesen konvergens R -en.

2.3.2. Egyenletesen konvergens fiiggvénysorok tulajdonsagai

Tudjuk, hogy véges sok folytonos fiiggvény Osszege is folytonos, és tagonként integral-
hatjuk illetve tagonként derivalhatjuk véges sok fiiggvény Osszegét. Végtelen Osszeg
(fiiggvénysor) esetére ezek az allitdsok nem feltétleniil teljesiilnek. Azonban a végtelen
soroknal egyenletes konvergenciat megkovetelve elégséges feltételeket nyeriink arra, hogy
a fliggvénysor Osszege folytonos, tagonként integralhatd6, illetve az Osszege derivalhatd
legyen.

2.27. Tétel (Elégséges feltétel az 6sszeg folytonossagara) Ha az
= Z fr(2) (x € Iintervallum)

fiigguénysor tagfiigguényei folytonosak az I intervallumon (fy € C?) és a sor egyenletesen
konvergens I-n, akkor az s(x) dsszegfiigguény is folytonos I-n.
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(A tételben I lehet nyilt, zart, vagy félig nyilt, félig zart, akar nem korldtos intervallum
is.)

2.28. Megjegyzés A tétel azt jelenti, hogy egyenletes konvergencia esetén az ,x-ben
vett” limesz és a k-ra vett” végtelen dsszegzés felcserélheto:

li = i 1 =
Jin o(0) = Jim ) _fu(z) ngf;lofk ka ) = s(z0).

Bizonyitds. Legyen x,x¢ € I, és € > 0. Ekkor

|s(x) = s(wo)| = |s(2) = sn(2) + 5n(x) = s0(20) + sn(20) = s(20)| <
< |s(x) :sn(m)l+lsn(x) :Sn($0)1+l8n($o) — s(xo)| <&,

~
<e/3 <e/3 <e/3

ha |z — zo| < d(g, xg), ahol a d(e, zy) > 0-t a kovetkezbképpen hatdrozzuk meg.

A fiiggvénysor egyenletes konvergenciajat kihasznalva el6szor vélasztunk egy elég
nagy n indexet, melyre az elsé és a harmadik tag becslése teljesiil. Ezutan az s,, rész-
letosszeg xy pontbeli folytonossagat kihasznélva valasztjuk meg 0-t gy, hogy a méasodik
tag becslése is fennalljon. O

2.29. Kovetkezmény Ha az dsszeadandd fiigguények folytonosak, de az s(x) dsszeg-
fiigguény nem folytonos az I intervallumon, akkor a konvergencia nem egyenletes I -n.

2.30. Példa Igazoljuk, hogy a

oo

Z(xk _ l'k_l)

k=1
fiigguénysor nem egyenletesen konvergens a H konvergenciatartomdnydn.

60 Megoldas: Teleszkopikus 0sszeqrol van szo, igy a részletosszegek és az 0sszeq konnyen
megkaphato:

=1
=ttt =" — 1

-1, halz| <1,
s(r) = lim sy(z) = lim (2" = 1) = 90,  haw =1,

3 eqyébként.

A konvergenciatartomdny H = (—1 1] A (=1,1] halmazon a konvergencia nem
egyenletes, mert az dsszeadando fi(x) = k1 fiigguények folytonosak, de az s(x)
asszegfiigguény nem folytonos a (—1,1] halmazon
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2.31. Tétel (Egyenletesen konvergens fiiggvénysor tagonkéti integralhatésiga)
Ha f, € C'[?l p €5 a Y v fu(z) figguénysor egyenletesen konvergens a H = [a,b] halma-

zon, akkor
/ dx—/aka dx—Z/ fr(z

Mivel az f; tagfiiggvények folytonosak és a konvergencia egyenletes, ezért (a 2.27. tétel
miatt) az s Osszegfiiggvény is folytonos, tehat a tételben szerepld integralok 1éteznek.

2.32. Példa Indokoljuk meg, hogy a

[26)

kifejezésben az integrdlds és az dsszegzés sorrendje felcserélhetd, és végezziik el az integ-
rdaldast mindkét esetben!

61 Megoldas: A 2.19. feladatban ldttuk, hogy a > o 1( ) fuggvenysor egyenletesen
konvergens a [—2,2]-on, ezért nyilvin a [0,2]-on is az. (A [—2,2]-on alkalmas, x-tdl
figgetlen N(g) kiiszobszam alkalmas a [0,2]-on is.) Igy alk‘almazhatjuk a 2.51. tételt:

Mdsrészt

I:/OQ(i@)k)dx:/jsixdx:_/j@:z_?jx) do =

=—[r+3InB-2)2=—-(2+3In1-3In3) =3In3 -2,

vagyis
> ok+1

——— =3In3 — 2.
k
Zk:l (k+1)3

Tehat a 2.31. tétel segitségével meghatdaroztuk eqy numerikus sor dsszegét.
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2.33. Tétel (Egyenletesen konvergens fiiggvénysor tagonkéti derivalhatésiga)
Ha fi, € C[la,b} (azaz fi(z) létezik és folytonos [a,b]-n) és

x) = Z fr(x) pontonként konvergdl [a, b]-n, valamint
x) = Z fr(x) egyenletesen konvergdl [a,bl-n
akkor s derivdlhatd [a,b]-n, és s = g.

Tehét
s'(x) = %S(SL‘) = %ka(x) Zdi (z) = Zfllc('r) =

Bizonyitds. A tétel a tagonkénti integralhatdsagra vonatkozé (nem bizonyitott) 2.31. té-
tel felhasznalasaval egyszeriien igazolhato.

s<x>=§fk<x>:§ (s [ sita) =
zifk(a)Jr/ja(if,g( )dt—s( )+/t g(t)dt.

=a

El6szor a Newton-Leibniz formulat alkalmaztuk az f], fiiggvényekre, majd a 2.31. tétel se-
gitségével ,felcseréltiik” az Gsszegzés és az integralds sorrendjét. A 2.27. tétel értelmében
a g fiiggvény folytonos, igy az integrélfiiggvény alaptulajdonsagai szerint s differencial-
hatd, és '(z) = g(x). O

A 227, 2.31. és a 2.33. tételekben szereplo fliggvénysorokrdl fontos feltenni, hogy
a szoban forgoé halmazon egyenletesen konvergensek. Ezt olyan ellenpéldakon mutatjuk
be, ahol a konvergencia a megfelel6 halmazon csak pontonként, de nem egyenletesen tel-
jesiil. Az egyszertiség kedvéért az s,(z) részletosszeg figgvényeket adjuk meg. Ezt azért
tehetjiik meg, mert tetszéleges s, (z) fiiggvénysorozathoz van olyan ), fi fliggvénysor,
amelynek éppen s,(z) az n-edik részletosszege. Legyen ugyanis

fo(z) = so(x), fr(x) = sp(x) — sp_1(x), hak=1,23.... (2.1)

fgy az fi. tagu fiiggvénysor n-edik részletosszege:

kzg fr(x) = SRO(/:C-%L gsk(x) — 5,671(3;))1 —

= s0(2) + (s1(x) = so(x)) + (s2(2) — s51(2)) + -+ (sn(2) — 50-1(2)) = su().
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-0.2 1 1

2.1. abra. A folytonos s, fiiggvények s pontonkénti hatarfiiggvénye nem folytonos az
origoban.

2.34. Példa Legyen

sp(z) = e = (e_IZ)n, D=H=R (Ert. éskonv. tart.)
Ekkor
0, h 0
s(x) = lim s,(z) =<’ az 0,
n—oo 1, haz=0.

Az s fiigguény nem folytonos, pedig az s, figguények folytonosak (2.1 dbra,).

2.35. Példa Legyen

n’z, ha z € [0,1/n),
Sp(x) = ¢ —n*z +2n, hax € [1/n,2/n),
0, ha x > 2/n.
1 oo
lim sp(x) do =7 / lim s,(z) de =7

62 Megoldas: Az s, figgvény grafikonja:
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sn(T)

Sl +—————2
(]

A hatdrfiggvény

s(x) = lim s,(z) =0, re€[0,00)=H

Y
n—oo

mert x > 0 esetén s,(x) =0, ha 5= < x, azaz han > 2, és 5,(0) = 0. (Példdul x = {5-
nél s,(x) =0, han > 20.)
Lathato, hogy

1
I = lim $p(x) dr = lim (lzn):l;zé
n—oo n—oo \ 2 N
1 1
7&]2:/ limsn(x)dx:/()dx:(),

tehdt az s, fligguénysorozat esetében a hatdarértékképzés €s az integrdlds sorrendjének
feleserélésekor megudltozik a kifejezés értéke.

Ugyanakkor ha a 2.1 formula szerint dttérink ay -, frx fligguénysorra, akkor

%/0 fr(2) dx:JLII.}O;/O fr(z) dz = lim i ;fk(x) dr —

n—o0

1
= lim Sp(z) de =1 =1#

n—oo 0
1 o 1 n
ka(as) dz = / llm ka(as) dz =
0 k=0 0 "0

1
= / lim s,(z) de =1, =0,
0

n—o0

tehdt a végtelen Osszeqzés €s az integrdlas sorrendjének cseréjekor megudltozik a kifejezés
értéke.

Sem az s, figgvénysorozat, sem a Y -y fr fligguénysor nem egyenletesen konvergens
a [0, 00) intervallumon.

2.36. Példa Igaz-e a kovetkezd eqyenldség?
5
[Yrmeiy S
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63 Megoldas: A figguénysor dltaldnos tagja

fu(z) = <£>n = (ace_m)n = (g(x))" € Cp, ahol g(x) =ze™”.

A g(x) =xe™™ figguény grafikonja.

Az fo(x) fligguények vizsgdlatdbol megdllapithatd, hogy

1 n
n < n — Jn ]- = - - bTL'
)] < max @)l = () = ()
A Y ()" numerikus sor konwergens (0 < ¢ = 1 < 1 hdnyadosi geometriai sor).

Tehdt a Weierstrass kritérium (2.2/. tétel) miatt Y | f.(x) egyenletesen konvergens a
[0, 2] intervallumon, igy a 2.31. tétel értelmében az integrdlds és az dsszegzés felcserélhetd,
tehdt az eqyenldség fenndll.

2.37. Példa Differencidlhati-e a

> arctg =
s(@) =) =5
n=1 n
sor dsszegfiigguénye, €s igaz-e, hogy s(x) derivdltjat a sor tagonkénti derivdldsdval kap-
Juk?

64 Megoldas: Mivel

o0

‘arctg£| z =z r 1
)| =1—2nl 2 és Z 2 = — konvergens
fula)] = el < IF EEPIF. gens,

[\

ezért a Weierstrass-kritérium (2.24. tétel) értelmében >~ | fn(x) egyenletesen konver-
gens R-en.

s,

Vizsgdljuk meg, hogy . f!(x) egyenletesen konvergens-e! Nyilvinvaldan f, € Cg, €s
n=1

d arctg® 1 d x 1 1
fofa) = 8 n o
" dx

n? n? dx no n?q4 (£)2 .



[e.e]

1 1 1 1

") == —— < — és — konvergens

’fn( )’ n31+2_§ — n3 ;77,3 Y )

ezért a Weierstrass kritérium értelmében >~ fr(x) is egyenletesen konvergens R-en.
fgy a 2.33. tétel feltételei teljesiilnek, tehdt az dsszegfiigguény derivdlhato és derivaltjat

a végtelen sor tagonkénti derivdldsdval kapjuk.

2.38. Példa Hatdrozzuk meg a kévetkezd hatarértéket!

. &sin (nfa? + )
lim =7
z—0 5n + n2ypt

n=0

65 Megoldas: Mivel a sor dsszegfiigguvényét nem tudjuk felirni, csak akkor van remé-
nytnk a feladat megolddsara, ha a limeszképzés és a szummdzds felcserélhets. Ez a
folytonossdagrol szolo 2.27. tétel alkalmazdsdt igényli.

Az fo(z) tagfigguények folytonosak, és tetszdleges x € R esetén

sin (n3 %+ g)

[ () 5" 4+ n2gt - 5"

AN by =30 (1) geometriai sor konvergens (0 < g = L < 1), tehdt a Weierstrass-

kritérium (2.24. tétel) értelmében a figguénysor egyenletesen konvergens R-en.
lgy a 2.27. tétel feltételer teljestilnek, tehdt alkalmazhato:

lim E = lim
z—0 4 2yt z—0 51 4 2yt

0 sin(n3:x2+g> 0 sin<n3m2+g>_i n\" 1 5
N 1

2.3.3. Gyakorlé6 feladatok

1. Hatérozza meg az alabbi fliggvénysorok konvergenciatartomanyat!
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0> —

n=1

2. Egyenletesen konvergensek-e az alabbi fiiggvénysorok az adott I intervallumon?

(@) 3 (-1 1= (—00,00)

n2 + 2x2’

(b) Z sinn?(x + 3) T = (=00, 0)

n? 41+ cosnz’

(c) i (%)n [=10,1] illetve I = (0,2)

sin (nmz + 3)

oo
3. Szabad-e tagonként derivélni tetszéleges z-re a Z fiiggvénysort?

n=1

n3

2.4. Hatvanysorok

2.39. Definicio A

o0

Z ap(x — o)k

k=0
fiigguénysort xy kozéppontu (bazisponti) hatvanysornak nevezziik. Az a; € R konstan-
sok a hatvanysor egyiitthatoi.

2.40. Megjegyzés Sokszor elég a > - ar x* hatvdnysorral foglalkozni, mert az xq bd-
zisponti hatvdnysor u := x — xo helyettesitéssel Y oo, aru® alaki lesz.

2.41. Tétel Ha a Y ,o,arz™ sor xo-ben konvergens, akkor |x1| < |z2| esetén xq-ben
abszolut konvergens és igy konvergens 1is.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy a hatvanysor x;-ben abszolit konvergens és igy konver-
gens is. Mivel > 2 axzh konvergens, ezért lim aprh = 0. (Teljesiil a konvergencia sziik-
—00

séges feltétele.) Konvergens sorozat korlatos, tehat 3 K, melyre Yk esetén ‘akxlg‘ < K.
Ekkor

k

2 < Kt gl = |2

<1,

|anah| = |ag| |z2|*
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7 o0 kE_ K . ’ ’
és > 1o IKq" = 7= konvergens majorans, igy

1—q
o0 o0
g ‘akxﬂ konvergens, tehat E arx?  konvergens.
k=0 k=0 [

oo

2.42. Tétel Ha a . apa® hatvinysor az x = x5 helyen divergens, akkor |xi| > |xo]
k=0

esetén x1-ben is divergens.

Bizonyitds. Indirekt.
Feltessziik, hogy xi-ben konvergens. De ekkor V |zo| < |z1| esetén is konvergens lenne
az el6zo tétel miatt, ami ellentmondas. O

2.43. Kovetkezmény FE két tételbdl mdr ldthatd, hogy ay e axx® hatvdnysor H kon-
vergenciatartomadnya mindig 0 kézépponti, R sugari nyilt intervallumbdl és esetleg az R
vagy —R végpontokbdl dll, ahol R az ugynevezett konvergenciasugdr (2.45. definicid).

Mivel 0-ban a fenti hatvanysor mindig abszolit konvergens, ezért H nem iires hal-
maz, R >0 vagy R =0 vagy R = oo lehetséges. Az egyes példaknal latjuk majd, hogy
ezek az esetek valoban el6fordulnak. A hatvanysor a (—R, R) nyilt intervallumon abszo-
lit konvergens. A hatvanysor a (—oo, R) és az (R,00) intervallumokon nem abszolit
konvergens de itt konvergencia sem &llhat fenn a 2.42. tétel miatt, itt tehat divergens a
hatvanysor. Megjegyezziik, hogy 0 < R < 0o esetén az * = R és az x = —R pon-
tokban mind a konvergencia, mind pedig a divergencia fennallhat. Ezért az x = £R
pontokban minden egyes hatvanysor esetében kiilon kell vizsgalodnunk.

Tehét (origd kézépponti hatvanysor esetén) a lehetséges esetek:

1. R=0, H={0}. Példaul:

k—o00

Zk!xk, mert lim kl2z® #0, ha z#0.
k=0

2. 0 < R < o0, H=[(—R,R)|. Ekkor a sor

- R
|z| < R esetén konvergens, A

|z| > R esetén divergens. 0

A végpontokban, |x| = R esetén kiilon vizsgélat sziikséges.

3. R=o00, H=R.
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Attérve az xo kozéppontu hatvanysorra, az alabbi allitast kapjuk.

2.44. Tétel A Y 77 ar(x — x0)* hatvdnysor konvergenciatartomdnya xq kézépponti in-
tervallum (nyilt, vagy zdrt, vagy csak eqyik oldalrédl zart). Az intervallum belsé pontjaiban

a hatvdnysor abszolut konvergens.
Lo — R To + R

. /
) /I T
Zo

Vagyis a Y o, ap(z — zo)F hatvanysor |x — 9| < R esetén abszolit konvergens,
|r — 29| > R esetén divergens, ahol R a sor konvergencia sugara. A végpontokban a
konvergenciat kiilon kell vizsgélni. Természetesen most is lehet R = 0, illetve R = oo.

2.45. Definicié (Konvergenciasugar) A

o0 o0
E ap(x — z0)* = E apu®
——
k=0 M k=0
hatvanysor konvergenciasugara.:

pontban abszolit konvergens

stup{|x—x0| = |u| ‘

a hatvdnysor az x illetve u }

2.46. Példa Hatarozzuk meg a

(o) xn
>
n=1
hatvanysor konvergenciatartomanydat!

66 Megoldas: x = 1-ben:

— 1
Z — = oo divergens = |z| > 1-ben divergens
—n 2.42. miatt
x = —1-ben:

o _1 n
Z (=1) konvergens = |z| < 1-ben konvergens
= " 2.41. miatt

Tehdt a konvergenciasugdr R =1 és a konvergenciatartomany H = [—1,1).

2.47. Megjegyzés A > >, fL—Z hatvanysor konvergenciasugara madr nem vizsgdlhato az
elobbi modszerrel, mert x = £1-ben a sor konvergens, ezért R > 1 1is igaz lehetne.

A kovetkezo alfejezetben a konvergenciasugar meghatarozasaval foglalkozunk.
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2.4.1. A konvergenciasugar meghatarozasa

A hatvanysor konvergenciasugaranak meghatarozasara két lehetéségiink is lesz. Ezek-
hez felhasznaljuk a pozitiv tagi sorokra vonatkozé altalanositott gyok- ill. hanyados
kritériumot. Elevenitsiik fel ezeket!

2.48. Tétel (Gyokkritérium numerikus sorra) A ) > | c, pozitiv tagi (c, > 0) nu-
merikus sor esetén legyen A = lim /c,. FEkkor a sor

e konvergens, ha A <1,
e divergens, ha A > 1.

(Ha A =1, akkor kiilon vizsgdlat sziikséges.)

2.49. Tétel (Hanyados kritérium numerikus sorra) Abban az esetben, ha a - ¢,

pozitiv tagi (c, > 0) numerikus sor esetén létezik A = lim,, %7 a sor
mn

e konvergens, ha A < 1,
e divergens, ha A > 1.

(Ha A =1, akkor kiilon vizsgdlat sziikséges.)

Ezeket a kritériumokat fliggvénysor konvergenciajanak eldontésére is felhasznélhat-
juk. Nézziink egy példat!

2.50. Példa Tekintsiik a

D falz) =3 —(14:;;)” (2.2)

figgvénysort! (Ez nem hatvdinysor!) Régzitett © € R esetén a > c, = > fn(x) pozitiv
tagu numerikus sorra alkalmazzuk a gyokkritériumot:
1+ x? n—00

Ve, = — 0 < 1
4rn

Tehdt a 2.2 fiigguénysor ¥ x-re konvergens.

Visszatérve a ), a,x” hatvdnysorokra, két tétel is kimondhaté.

2.51. Tétel (Gyo6kkritérium hatvanysorra) A >~ a,z" hatvdnysor R konvergen-
c1a sugara:

1 -
R=—, ahol a = lim {/|ay,|.
a
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Pontosabban:

1 1
1. R:—:_—, ha,O<Oé<OO,
a  lim {/|a,|
R = o0, ha o = 0,
R =0, ha o = oo.

Bizonyitds. Az x = 0-ban a sor abszolut konvergens, ezért csak x # 0-ban vizsgdlédunk.
Az abszolit konvergenciat vizsgaljuk, tehdt a ) ¢, ==Y~ |a, 2" sorra alkalmazzuk
a pozitiv tagi numerikus sorokra vonatkozo 2.48. gyokkritériumot:

lim {/|a,| |z|* = |z| lim {/|a,| = |z] @ = q.
—_———
=

1. Ha a = 0, akkor ¢ = 0 < 1, tehat a sor minden =z -re abszolut konvergens,
R=00.

2. Ha a# 0, akkor |z|a=¢ <1, azaz |z| < 1/« esetén a sor abszolit konvergens,
és |x| > 1/a esetén (¢ > 1) a sor nem abszolit konvergens, igy R = 1/a.

3. Ha a = 0o, akkor |z| a = ¢ = 0o (mivel x # 0), vagyis a sor nem abszolit kon-
vergens semmilyen x esetén se, igy R = 0. (Tehdt csak = 0 esetén konvergens
a hatvanysor.) O

lant1]
lan]

2.52. Tétel (Hanyados kritérium hatvanysorra) Ha létezik az o := lim,_,o

hatdrérték, akkor a )~ a, x™ hatvdnysor R konvergencia sugara:

1

1. R=—, ha 0 < a < o0,
!
2 R = o0, ha o = 0,
R=0, ha o = 00.

Bizonyitds. Az el6zé tételhez hasonldan torténik, csak most a 2.49. hanyados kritériumot
hasznéljuk. A >~ a,z™ abszolut konvergencidjit « # 0 esetében vizsgéljuk. (Az z = 0-
ban abszolit konvergens.)

Ha .
. |ant1] |37‘n+ o |1

lim ————— = lim
n—o00 ‘an‘ ’{ﬂ‘” n—o00 ’an’

2] = o fa] = ¢ <1,
akkor a sor abszolit konvergens, ha ¢ > 1, akkor nem abszolut konvergens.

1. Ha o = 0, akkor ¢ = 0 minden z-re, a sor minden x-re abszolit konvergens,
tehat R = o0.
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2. Ha 0 < o < oo, akkor |z| < 1/a esetén fenndll az abszolut konvergencia, az
|z| > 1/ esetén nem &ll fenn az abszolut konvergencia. Tehdt R =1/«.

3. Ha a = oo, akkor ¢ = oo (ugyanis z # 0), igy a sor minden x # 0 esetén
divergens, tehat R = 0. [

2.53. Példa Hatdarozzuk meg a

2 "

n=0

hatvanysor konvergenciatartomanydat!

67 Megoldas:

. L n . ¥Yn 1 1 B
o Vel =l i =y == 0 #=

fgy a vizsqgalt fiigguénysor

|z| < 3 esetén, vagyis (—3,3)-ban abszolit konvergens,

|z| > 3 esetén divergens.

A végpontokban, x = £3 esetén tovdbbi vizsgdlat sziikséges:

r=-3: ; (—7;)” (=3)" = ;n divergens, mert n — 0.
r=43: Z (—7;))" 3" = Z(—l)” n divergens, mert (—1)"n - 0.
n=0 0

(Mindkét esetben a sor konvergencidjdnak szikséges feltétele sériil.)
Tehdt a konvergenciatartomdny: (—3,3).

2.54. Példa Hatdrozzuk meg a
[e.e]
Z n! x"
n=0

hatvanysor konvergenciatartomanydt!

68 Megoldas:

!
:(n—i—' ) =n+l—-00 = R=0.
n!

an+1

a, = n!,

Qn

Tehat csak x = 0 esetén konvergens a sor.
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2.55. Példa Hatdrozzuk meg a

[e.e]

> (0 +n) (x+2)"

n=0
hatvanysor konvergenciatartomanydat!

69 Megoldas:

. 1)? 1 2 2
n

nz+n n R

Qn

Most vy = =2, igy t—x9 = +2, tehdt a sor |x+2| < 1 esetén konvergens, |z+2| > 1
esetén divergens, |x + 2| =1 esetén pedig tovdbbi vizsgdlat sziikséges:

r=-2+1=-1: Z(n2 +n) div., mert az dlt. tag - 0.

n=0
o9

r=-2-1=-3: Z(n2 +n)(—=1)" div., mert az dlt. tag - 0.

n=0

Tehdt a konvergenciatartomdny: (—3,—1).
2.56. Példa Hatdrozzuk meg az

1 — 32+ 222 — 3%°% + 2% — 3%2° + - ..
hatvdnysor R konvergenciasugardt!

70 Megoldas:

2", h iros; —

3" han paratlan;

2, han pdros;
3, han paratlan.
Tehdt a torloddsi pontok: t1 = 2, ty = 3. fgy

— 1 1
m {/fa] =3= - — R=_.

2.57. Példa Keresse meg az aldbbi sorok konvergenciatartomdnydt!

O LowT 0 LoghoU 9 Tope-v
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71 Megoldas: a)
Vil = o =9 79~ & o

r=09: Z =07 9" = Z =1 konv. (de nem absz. konv.).
n

n- 9"
r=-9: Z o (—9)" = Z - (-1)* = Z - divergens.

Tehdt a konvergenciatartomdny (KT): (—=9,9] azaz —9 <z <9

b) Most xog = 1, ennek a 9 sugari kornyezetérdl van szd, tehdt
KT: - 9<x2—-1<9 azaz —8 < z < 10.

c) Vigyazat! Most

(~1)"/>

% gn/2

0, ha n pdratlan,
Qa =
" ha n pdros.

A lim {/ |a,,| hatdrértékkel lehetne dolgozni, de jobb, ha helyettesitéssel visszavezetjiik

a problémdt a)-ra.
= (v —1)2 tén: ( "
z:=(x—1)° esetén ;ngnz

Tehdt a z-re felirt sor konvergenciatartomdnya az a) példa értelmében —9 < z < 9.
Igy —9 < (x — 1)> <9 adddik. Tehdt KT: |z — 1| < 3.

2.4.2. A hatvanysor tulajdonsagai

Az el6zo alfejezetek 2.44.; 2.51. és 2.52. tételei a hatvanysor konvergenciatartomanya-
16l és abszolut konvergencia tartomanyarél szélnak. Ezeket itt nem ismételjiilk meg.
A 2.40. megjegyzés értelmében a kovetkezo tételeket xg = 0 kdzépponti hatvanysorokra
mondjuk ki.

2.58. Tétel (Hatvanysor egyenletes konvergencidja) Ha [o, 3] C (—R, R), akkor
a Y apx® hatvdnysor egyenletesen konvergens [a, 5] -n.
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Bizonyitds. Legyen q := max {|af, |8]} < R. Ekkor
|ag| |z < Jar| ¢*, ha z € o, B,

ésa Y oo, lax| ¢" sor konvergens (mivel a hatvdnysor a konvergenciatartomdny bérmely
belsé pontjdban abszolit konvergens, 2.44. tétel). Igy a Weierstrass kritérium (2.24. tétel)
értelmében fenndll az egyenletes konvergencia (2.18. definicié) az [«, 5] intervallumon.[]

Az egyenletes konvergencia kovetkezményei

2.59. Tétel Az f(x) = > 2, ara” dsszegfiigguény folytonos Vx € (—R, R) esetén.

Bizonyitds. Adott © € (—R, R) esetén megvalaszthaté az |« 8] zart intervallum gy,
hogy — R<a <z < f < R:

a j
1
~R 0z R

Mivel [«, 5] C (=R, R), ezért a hatvanysor egyenletesen konvergens [a, 3] intervallu-
mon (2.58. tétel). Mivel az apz” tagfiiggvények mindeniitt folytonosak, ezért a 2.27. tétel
értelmében f is folytonos z-ben. O]

2.60. Lemma Ha a Y -, axz"™ hatvdnysor R-ben is konvergens, akkor dsszegfiigguénye
e helyen balrol folytonos, tehdt

f(R)=> arR*= lim f(x).

r—R—0

2.61. Megjegyzés Hasonld tétel mondhato ki (—R)-re is.

2.62. Tétel (Hatvanysor tagonkénti integralasa) Az R konvergenciasugari f(z) :=
> ne o ax ¥ hatvdnysor barmely [a,b] C (—R, R) intervallumon ,tagonként integrdlhatd”,
azaz

b
$k+1

b b o] 0o b 0o
f(x) d :/ F) de = / Fde = .
/a (x) dz at(sz%akx> x kzzg ’ ap 2" dx kz:;ak E

Bizonyitds. Az ay 2" tagfiiggvények folytonosak [a, b]-n (s6t mindeniitt) és [a, b] C (=R, R)

miatt a sor egyenletesen konvergens az [a, b] intervallumon (2.58. tétel). Igy a 2.31. tétel
értelmében az integralds és a végtelen Gsszegzés sorrendje felcserélhetd. O]
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2.63. Tétel (Hatvanysor tagonkénti differencidldasa) A hatvdinysor dsszegfiigguvénye
a konvergenciaintervallumanak barmely belsé x pontjdiban differencidlhato, mégpedig ta-
gonként:

d o0 o0
1. azaz — ap x* = ka, "' (wjfent hatvdnysor
2t = ko ffnt atingor)

2. €s a két sor konvergenciasugara megeqyezik.

Bizonyitds. Elészor a 2. allitast latjuk be, mivel a tagonkénti derivalhatésédghoz Y- fr
egyenletes konvergencidja kell.

lim {/|na,| = lim /ni/|a,| = lim {/|a,| miatt R, =Ry (=R)

n—00 n—00 n—oo
Felhasznéltuk, hogy > 07 jna, ™1 és >~ na, x" egyiitt konvergens illetve divergens,
ugyanis a masodik sor az els6 sornak konstans szorosa (z-szerese).

1.: Minden z € (=R, R) esetén taldlhat6 olyan [a, ] zart intervallum, melyre x €

la, 5] C (=R, R).

azx [
1
-R 0 R

1

A tagonkénti derivédldssal kapott Y ;- kax2*~! sor is hatvénysor, igy a 2.58. té-

tel értelmében egyenletesen konvergens |a, 3] C (—R, R)-en. Az eredeti > a;, 2" sor is
konvergens [a, 3] -n és a tagfiiggvények ap2* € C[lm PE Tehat teljesiilnek a tagonkénti
differencidlhatésdgra vonatkozo 2.33. tétel feltételei, igy

d [o.¢] o] d o0 B
o akxkzza(akxk):z:kakxk L
k=0 k=1 k=1 0
)

2.64. Megjegyzés A tagonkénti derivdldssal kapott sor konvergenciatartomdnya nem
feltétleniil egyezik meg az eredeti sor konvergenciatartomdnydval, ugyanis a végpontok
viselkedése eltérhet.

Az el6z6 tétel kovetkezménye:

2.65. Kovetkezmény A hatvdnysor dsszegfiigguénye a konvergenciatartomdny bdrmely
belsé pontjaban akarhanyszor derivdlhaté (mégpedig tagonként) és a konvergenciasugdr
ugyanaz marad mindeqyik derivdlt sor esetén.

2.66. Megjegyzés Az xg kozépponti hatvdnysorokra hasonlo tételek igazak. A fentiek-
bél lathato, hogy a hatvanysor a konvergenciatartomdny belsejében ugyanigy differenci-
alhato és integralhato, mint a polinomok.
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Osszegfiiggvény meghatdrozésa

A fenti tételek lehetéséget nyujtanak bizonyos hatvanysorok osszegfiiggvényének a meg-
hatarozasara is. Erre mutatunk most példakat.

2.67. Példa Adjuk meg a
ok
>
k
k=1
hatvanysor f(x) dsszegfigguényét zdrt alakban (véges sok elemi fiigguény segitségével),

és hatdrozzuk meg a konvergenciatartomdnyt (az f dsszegfiigguény értelmezési tartomd-
nydt)!

72 Megoldas: A konvergenciasugdr R =1, mert

1
Jim ¥fan] = Jim 2= 1= 7
A végpontok vizsgdlata:
1 = (—1)*
r=1: ;Edivergens, r=—1: kz:;(k’)

Tehdit Dy =H =[-1,1).

Vegyiik €szre, hogy a keresett hatvanysort tagonként derivdlva geometriai sort kapunk,
aminek az dsszege zdrt alakban felirhato, €s ezutan f integrdldssal kaphato meg.

Legyen x € (—1,1). Ekkor a Newton—Leibniz formula szerint, valamint a tagonkénti
deriwadlhatosdagrol tanult 2.05. tétel értelmében:

/ F(#)de =" f (@) = £(0) = f(x) = / (%i%) dt =

-0 - k=1
T o0 tk—l T
:/ - dt:/ =~ dt=—In(l-2)
t=0 k=1 k t=0 -
%o: tkilzi
k=1

Tehat f(x) = —In(1 —x), ha x € [—1,1). (A 2.60. lemma miatt © = —1 esetén is
fenndll az egyenldséy.)

2.68. Példa Adjuk meg zdrt alakban a

n=2
fiigguényt! Hatdrozzuk meg ® értelmezési tartomanydat!
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73 Megoldas: Akdr a hdnyados- (2.52. tétel), akdr a gyokkritériumbdl (2.51. tétel)
megkaphato, hogy R = 1, és a végpontok behelyettesitésével divergenciat kapunk, tehdt
Dg = (—1,1).

Vegyiik észre, hogy a vizsgalt hatvanysor x-szeresének tagonkénti integrdljdval geo-
metriai sort kapunk, aminek az dsszege zart alakban felirhato. Tehdt legyen

O (z) =z P(x) = an”fl.

Ha |x| < 1, akkor alkalmazhatd a tagonkénti integrdldsrdl szolo 2.62. tétel a @y figgvény-

re:
T 0 T o0 1.2
®,(t)dt = n/ tldt =) 2" = .

Az integrdlfiigguénybdl derivaldssal kaphatjuk meg ®1-et, majd x-el osztva P-t:

O, (1) = (15”_33) - ”(Cf__;’;z) —  B(2) = (12__—;)2; 2] < 1.

(Ha x = 0, az osztdast nem végezhetjik el. Ekkor behelyettesitéssel kizvetlendil latszik,
hogy ®(0) =2-0°+3-0'4+4-0*+..- =2 = %, tehat eredményiink ekkor is helyes.)
2.4.3. Analitikus fiiggvény

2.69. Definicié (Analitikus fiiggvény) Az f figgvény az xo pontban analitikus, ha
xo eqy kornyezetében konvergens hatvanysor dsszegeként all eld, azaz AR > 0, hogy

f(z) :Zak (z — 20)*, ha x € (xg — R,xo + R) = Kg(xy).
k=0

Az f fiigguény az («, 8) intervallumon analitikus, ha az intervallum minden pontjdban
az.

A kovetkez6 tétel kapcesolatot teremt egy analitikus fiiggvény hatvanysoranak egytitt-
hatdi és a fliggvény kozott.

2.70. Tétel (Hatvanysor egyértelmiisége) Ha [ analitikus xo-ban, azaz IR > 0,
hogy Y € Kg(xg) esetén

f(k) (z0)
ko

flz) = Z%@ - ﬂfo)k, akkor ap =
k=0
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Ez egyben azt is jelenti, hogy xg-ban analitikus fligguény egyértelmien fejtheto xog kézép-
ponti hatvdnysorba, mégpedig

) (1 .
f(a:)zzf—()(:c—xo) : x € Kg(xo).

k!
k=0

Bizonyitds. A hatvanysor tagonkénti derivaldsardl tanult 2.63. tételt hasznaljuk fel, és
az egyszeriség kedvéért bevezetjilkk a Ax = x — xq jelolést.

flz) = Zak(:v — xo)k = ZakA:Ek =
k=0 k=0

= ap + a1 Ax + apAx® + - 4 a, A" 4 - -

= f(zo) = ag
f'(x) = a1 + 2a2Az + 3azAx® + - - - + na,Ax" 4 - - = (o) = ay
f'(z) =2ay +2-3a3Ax + - +n(n— Da,Az" 2 4. = 1" (z0) = 2az
f"(x)=2-3az+ - +nn—1)(n—2)a,Az" 3+ = ["(x0) = 3lag
() = nla, + (n+ Dlag 1Az + - - = f™(x) = nla,
Tehét valéban
B FARIE™
an =
n! O

2.4.4. Gyakorlé feladatok

1. Hatarozza meg az alabbi fiiggvénysorok konvergenciatartomanyat!
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(3x —6)"
(2n)!

(x+1)%"
n22n

NE

(f)

3
Il
—

WE

(2)

i
L

(22 + 1)
(n+1)23n

NE

()

3
Il
—

2. Hatarozza meg az aldbbi sorok konvergenciatartomanyat és tsszegfiiggvényét!

(a) > (k= 1)atH!

2.5. Taylor-polinom

Taylor-polinomokat leggyakrabban fiiggvények kozelitésére hasznéaljuk. Az f fliggvény-
nek az xy pont kornyékén a ,nullad rendd kozelitése az f(xo) értékii konstans fiiggvény.
Ez a fiiggvény To(x) = f(x¢) nullad fokd Taylor-polinomja. Az f fiiggvényt az xy pont
kornyezetében legjobban kozelito linedris fliggvény a fiiggvény grafikonjanak érinté egye-
nese:

f(@) = f(xo) + f'(z0)(x — 0) = Th (),

amivel mér talalkoztunk. Ez a T3 (z) els6foku Taylor-polinom.
‘ f(x)

T (x)

I
I
I
1 >

Lathaté, hogy az elsofoki Taylor-polinomot a kovetkezo tulajdonsagok definidljék:
Ty elsérendii polinom, Ti(zo) = f(x0), T{(xo) = f'(x0).

Ezt roviden ugy mondjuk, hogy 17 legaldabb elsé rendben érinti f-et. A magasabb rendil
Taylor-polinomok ezen tulajdonsagok altalanositasaval kaphatéak meg.
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2.71. Definicio Az f és g legalabb n -szer differencidlhato fiigguények legaldbb n-ed
rendben érintik eqymadst xq-ban, ha

FO(2g) = ¢V (z0), 0<i<n.

2.72. Definicié Az f és g legalabb (n + 1) -szer differencidlhatd fiigguények pontosan
n-ed rendben érintik eqymast xq-ban, ha

fO(x0) = gD (xg), 0<i<n és fO(xg) # g ().

2.73. Példa Hdanyad rendben érintik eqymdast a kovetkezd fiigguények?

f(x) =sinz, g(x):x—%.
74 Megoldas:
3

[(x) = sine, glo) =~ . £(0) = 9(0) = 0;

f(x) = cosc, J@=1-2. =40 -1
f"(z) = —sinx, " (x) = —x, 1"(0) = ¢"(0) = 0;
f///(m) = — COoS m, g///(m) _ _1’ f///(o) — g///(o) — _1’
FO(a) = sinz. § ) =0, F9(0) = 49(0) = 0
fP(w) = cosa, g7 (x) =0, fO(0) # 92(0).

Tehat a két figguény pontosan negyedrendben érinti eqymdst.

Legyen f legalabb n-szer differencidlhaté xo-ban! Keressiik azt a legfeljebb n -edfoku
T, (x) polinomot, amely zo-ban legaldbb n-edrendben érinti f-et.

2.74. Tétel (Taylor-polinom egyértelmiisége) Legyen f legaldbb n-szer differenci-
dlhatd zo-ban! Egyetlen olyan legfeljebb n -edfoki T, (z) polinom van, amely xo-ban leg-
alabb n-edrendben érinti f-et, mégpedig

f(")(xo)

n!

f/l(xo)
2!
Bizonyitds. A bizonyitdas nagymértékben hasonlit a 2.70. tételéhez. Keressiik T,,(x)-et

x — xo hatvanyai szerint felirt alakban. Az f fiiggvény és a T,, polinom értéke és elsé n
derivéltja megegyezik zo-ban, tehat:

To(z) = f(wo) + f'(2o)(x — 20) + (x —20) + -+ (z — x0)".

T () = ap + ar(x — x0) + ag(x — 30)> + - + ap(x — x0)F + - -
s an (T — x)"

= Tw(x0) = ao = f(20);
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T!(x) =a; +2as(x — 20) + -+ kap(x — 20)" ™ + - +nap(z —z)" "
= T(wo) = a1 = f'(xo);

T'(x) =2as+ 3 2a3(x — xg) + -+ - + k(k — 1)ag(x — xo)k*Q L.
ot n(n = Dag(o — z0)" 2
— Tg(ffo) — 2@2 _ f”(xo);

T"(x) =3'az + - +n(n—1)(n—2)a,(x — x9)" >
= T,'(w) = 3laz = f" ().
Tovabb ismételve a differencialdst és behelyettesitést:
T (20) = Kl ar = f¥(x0), T (z0) = nla, = ™ (x0).

Tehat:
f(k)<330)
k!

ag = k‘:(),l,...,n.

]

2.75. Definicié (Taylor-polinom) A legaldbb n-szer differencidlhatd f fiigguény xo
bazispontu n-edrendii Taylor-polinomja az egyetlen legfeljebb n-edfoki polinom, mely xq-
ban legaldbb n-edrendben érinti f-et. A 2.7). tétel értelmében a Taylor-polinom x — xq
hatvanyai szerint rendezett alakja:

f(”)(xo)

n!

T,(2) = ) + 7 @) — 20) + L0

2.76. Megjegyzés Eqy m-edfoki P,,(x) polinom T, (x) Taylor-polinomja m < n esetén
onmaga:

(x —20)* 4+ + (x — x)"™.

P, (z) =T,(x), ha m < n,

esetleg mas hatvanyok szerint felirva, ugyanis egyetlen n-edrendben érinté polinom van
és onmaga ilyen.

2.5.1. Maradéktag

A Taylor-polinomok bevezetésének legfébb célja egy f fiiggvény polinomokkal valé ko-
zelitése az xy pont kornyezetében. Felmeriil a kérdés, hogy mely f fiiggvényekre pontos
a kozelités, olyan értelemben, hogy

h_}m To(z) = f(x), azaz li_>rn f(z) = T,(xz)=0.

Latni fogjuk, hogy a legtobb elemi fliggvényre igaz a fenti hatarérték, azonban van olyan
fiiggvény is, melyre x # ¢ esetében T,(z) 4 f(x). A kérdés vizsgilatdhoz célszerii
bevezetni a maradéktag fogalmat.
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2.77. Definicié6 (Maradéktag) Az f figgvény T, Taylor-polinomjihoz tartozd R, ma-
radéktag:
Ry(z) = f(z) — To(x).

A kovetkezd tétel R, (x) nagysdgrendjét, illetve a Taylor-polinommal val6 kozelités
,, Josagat” mutatja.

2.78. Tétel (Maradéktag nagysagrendje) Legyen f legaldbb n-szer differencidlhato
Ks(xo)-ban (6 > 0). Ekkor

lim ol
ez (X — xo)"
azaz R, (x) = o((z — x0)") az zo-ban.
Bizonyitas.
_T L'H ! T L'H
LR @)= Tue) YR ) - Th)
a—zo (T — )" =m0 (T — Xp)" z—wo n(T — o)
L'H f"($) _ T/Z((E) L'H L'H

= lim - o -
T—T0 TL(TL - 1)(1‘ - xo)n—Q n lépéS utan

L’H (n) _ )
T A 0 Bt 1 ) LS
z—zo nl(x — x)" " n!

0
(Az utolsé tort kivételével a tortek 0 alakuak, ezért alkalmazhattuk a L’Hospital sza-
bélyt.) O

2.79. Megjegyzés Ha T,(x) helyett mdsik polinomot tekintink, akkor ez az dllitdas nem
19a2.

Lagrange-féle alakban felirt maradéktag

2.80. Tétel (Lagrange-féle maradéktag létezése) Ha f legalabb (n + 1)-szer diffe-
rencidlhato Ks(xg)-ban (6 > 0), és v € Ks(xg), akkor létezik olyan x¢ és x kozti & (tehdt
ro <& <z, vagy x < & < xg), melyre

S n
Rn(l') = m( — ) +1’
tehdt (k)( ) ( +1)( )
—~ ¥ (z JU(E n
f(a:):kgo o 0 (a:—xo)k+m(x—xo) +i.
h T;(rx) g R:?m)
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2.81. Megjegyzés A tételt nem bizonyitjuk, csak megjegyezziik, hogy n = 0 esetében
visszakapjuk a kordbban tanult Lagrange-féle kozépérték-tételt:

f(z) = To(x) + Ro(z) = f(20) + f'(€)(z — x9).
2.82. Definicié (Lagrange-féle maradéktag) A 2.80. tételben szerepld

_ U

(n+1)! )n+1, (IBQ <é<zx vagyg;<§<x0)

R,.(z) (x — xg

maradéktagot a Taylor-polinom Lagrange-féle maradéktagjanak nevezziik.
2.83. Példa Hatdrozzuk meg f(x) = sinz-nek az origd kiézépponti, dtodfokid Taylor-
polinomygat, és becsiiljik meg, hogy mekkora az f(x) = Ts(x) kizelités hibdja a [0, 0.1]
intervallumon! Azaz

f(z) =sinx ~ Ts(x) =7 |f — T3 <?, ha x € [0, 0.1] és zyp = 0.
75 Megoldas: Az f figguény és derivdltjai:

f(z) =sinz, f'(z) = cos, f"(z) = —sinx, f"(z) = —cosx,

f(z) = sinz, O (z) = cosz, fO(x) = —sinz, fD(z) = —cosz,

valamint ezek értéke az origoban:

f(0) =0, 1(0) =1, 1"(0) =0, f7(0) = -1,
r0 =0, Fo0) =1, 1) =o, f0) = -1
Ennek megfelelden az otodfoki Taylor-polinom és maradéktagja:
x> 2° —siné
T5(.%‘) =T — y -+ a, R5(ZL’) = 6' [L’6.

A hibabecslésnél azt haszndljuk fel, hogy 0 < £ < x < 0.1, és igy | —sin&| < 0.1, tehdt
1 6
H| = |Bs(a)] < - (0.1)"

Most azonban élesebb becslés is adhatd, hiszen fO)(0) = 0, ezért Ty(x) = Ty(z), és
19y az aldbbi is igaz:

3 12 —cosf .

: 1 7
smx:x—g—l—g ek |H|§ﬁ(01)
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2.84. Példa Hatarozzuk meg az

0.1
I —/ e dx
0

integrdl kozelité értékét, az integrandust a mdsodfoki Taylor-polinomjdval kézelitve, és
adjunk felsd becslést az elkdvetett hibdra!

76 Megoldas: Hatdrozzuk meg az integral maogotti f fiigguény mdsodfoku Taylor-polinomjat!

f(:C) _ esinx7 f(()) =1, )

. r x
f(z) = ™" cosz, fl0)y=1,p = Th(z)=1+ 3 + =
f(z) = =™ sing + ¥ cos’z, f7(0) =1,

fgy az integrdl kozelito értéke:

1072 1073
+

~ 0.102 .
1 13 0.102556

0.1
I~ 1, = / Ty(x)dz = 107" +
0

A hibabecslést a Lagrange-féle maradéktagra vonatkozo 2.80. tétel alapjan végezziik.

" (z) = e™%(—cosx — 3sinz cosx + cos® ¥) = —e* cos xsin 1(3 + sin x),

sin 2z

igy © € [0,0.1] esetén a Lagrange-féle hibatag a kivetkezd mddon becstilhetd:

//l(é—)
3!

e 0.2-(3+0.1)

3 3
< 7.6 z° < 0.06 z°.

fEB

| Ro ()| = | f(x) — Ta(z)| =

(Felhaszndltuk, hogy |sinz| < |z|, ha |z| < §.) Tehdt az integrdl hibabecslése:

0.1 0.1 0.1
-1 = <x>dx—/ Ty(z) da s/ (@) - To(a)| de =
=0 =0 x=0
0.1 0.1 0.06
:/ |R2(:U)|dx</ 0.06x3dx:T10_4:1.5-10_6.

Ldthatd, hogy nagyon pontosan, kézel 1075 relativ hibdval kaptuk meg az integrdl nume-
rikus értékét!
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2.6. Taylor-sorok

2.85. Definicié (Taylor-sor) Legyen f akdrhdnyszor differencidlhato xo-ban. Ekkor a
formalisan elddllithato

< ) (1 .
Ty =3 LU0 (g
f(”)(xo)

n!

= [(zo) + ['(wo)(x — wo) +--- + (& —ap)" + -

hatvanysort az f fligguény xo alapponthoz tartozo Taylor-soranak nevezziik.
Specidlisan xq = 0 esetén:

00 f(k)(O) , £7(0) f(n)(O) .
§ = )+ SO+ et T

Ezt MacLaurin-sornak is hivjdk.

Tehat egy akarhanyszor differencialhaté f fiiggvényhez az zy- ban hozzarendeltiik a

f(k)
heo k(!xO) (z

— x0)* hatvénysort, jelben:

) (0 .
fa) - 3 L) = 1)

Felvetodik a kérdés, hogy
1. Milyen z-re konvergens a kapott sor? (H =7)

2. Milyen kapcsolat van f és T kozott?

Latni fogjuk, hogy bizonyos feltételek teljesiilése esetén f(x) = T'(z) minden x € H
esetén. (Vagyis ilyenkor az f fiiggvény helyett a T hatvanysoraval dolgozhatunk.)

Az aldbbi példa szerint azonban el6fordulhat az is, hogy a fiiggvényt Taylor-sora az
alappont kivételével sehol nem dllitja eld, azaz v # xq esetén f(x) # T'(z).

2.86. Példa Legyen
e*z%, ha x # 0;
0, haxz=0!

Beldthatd, hogy ¥n € N esetén 3 (0) = 0. gy T(x) = 0, tehdt T(0) = f(0), de mds
x-re nem dll fenn az egyenldség, hiszen f(x) # 0, ha x # 0.
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2.6.1. Néhany Taylor-sorfejtés

A kovetkez6 példaknal azt hasznaljuk ki, hogy a hatvanysor Osszegfiiggvényének Taylor-
sora a 2.70. tétel és a 2.85. definicié értelemben 6nmaga. Ha tehét egy fiiggvényt fel
tudunk rni hatvanysor osszegfiiggvényeként, akkor az csak a Taylor-sora lehet.

2.87. Példa Hatdarozzuk meg az
flz)=2>+z+1 fiigguény Tg =2
pont korili Taylor-sordt!

77 Megoldas: Mdsodfoki polinomrdl van szd, tehdt a 2.76. megjeqyzés értelmében T (x) =
To(z) = f(x), ham > 2. Az x — 2 hatvdanyai szerint felirt Taylor-sor is csak legfeljebb
masodfoku tagokat tartalmaz, és az egyiitthatok akdr a 2.85. definiciobol, akdr a polinom
algebrai dtrendezésével megkaphatoak. Most ez utobbi utat mutatjuk be:

fla)= Z+r+1 =@-22+5@—-2)+7=T0)="T)=-=

0 kérili T.-sor 2 koriils ?aylor—sor
— (2
k=0

Elevenitsiik fol a végtelen geometriai sor Osszegképletét:

= 1
Zq”:—, ha |q| < 1,
n=0 1_q

melyet a kdvetkezd példakban , visszafelé” fogunk hasznélni, tehat a jobb oldalon szerepld
tortet frjuk at végtelen Gsszeg alakjaba.

2.88. Példa Hatdrozzuk meg az f(x) = . fiigguény
-

a) o — 0, b) j’g =3
pont korili Taylor-sordt és a sor konvergenciatartomadnydt!

78 Megoldas: Mindkét esetben az f(x) figgvényt alkalmas konvergens geometriai sor
dsszegeként irjuk fel. A konvergenciatartomadnyt a geometriai sor konvergencidjdra érvé-
nyes |q| < 1 feltételbdl kapjuk.

a)
f(m):$:1+x+---+x"—l—~--:T(m), haz e (—1,1).
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A Taylor-sor n-edik részletdsszege a véges geometriai sor dsszegképlete alapjdn.:

1— anrl

k=0

b) A nevezébe elbszor x helyett ¢ = x —3-atl ,csempészink”, majd kiemeléssel a kifejezést

L alakra hozzuk:

1—q
1 1 -1 1
f(x)zl—m:—2—(:v—3):71 —(z—3)
-

Most a konvergenciatartomdny:

-3
|q|:‘_‘752 ‘<1 — [r-3|<2, = 1l<z<b.

A sorfejtés dltaldnos részletisszege:

—x 7’L+1_
T;{(x)—_—l Y (3;$>k— <3T$)_1 1.

k=0

A most kapott két Taylor-sor elsé néhdny részletiosszege lathato a 2.2 dabran valamint
az animacion. Jol érzékelhets, hogy csak a kiszamolt konvergenciatartomdnyon beliil
konvergal T, (z) illetve T (x) az adott f(z) figgvényhez

2.89. Megjegyzés Hasonldan megmutathatd, hogy az f(x) = ﬁ fligguény értelmezési
tartomdnydnak minden pontjdban analitikus, tehdt tetszéleges xo # 1 pont eqy kornyeze-
tében konvergens hatvdnysor (geometriai sor) dsszegeként irhaté fol. Prébalkozzunk meg
példdul az xqg = —2 esettel ondlléan!

2.90. Példa Hatdrozzuk meg az

1 2
f(x) = ( ) fiigguény Ty =2

1—=x

pont korili Taylor-sordt és a sor konvergenciatartomdnyadt!

120


geomsT_anim.gif

2.2. abra. Az ﬁ fiiggvény és zp = 0, illetve xf = 3 koriili elsé néhany Taylor-polinomja.

79 Megoldas: A 2.88. példa eredményét, valamint a 2.63. tételt haszndljuk fel, mely
szerint hatvdanysort tagonként differencidlhatunk.

f(l‘):( ! ):i(1+:€+x2—|—x3+...+x”+...)

1—z dx
=1+20+32%+ - na" 4 .- :Z(n—f—l)x".
n=0

Tagonkénti differencidldskor a konvergenciasugdr nem vdltozik, tehdt R = 1, és a vég-
pontokban (x = £1) a sor divergens, mert az dltaldnos tag nem tart 0-hoz. Tehdt a
konvergenciatartomdny: (—1,1).

2.91. Megjegyzés Hasonloan, az ﬁ fligguény soranak kétszeres tagonkénti derivdld-
saval megkaphato az (ﬁ)3 fiigguény origo korili Taylor-sora.

2.92. Példa
a) Hatdrozzuk meg az

1

f(z) =

pont korili Taylor-sordt és a sor konvergenciatartomadnydt!
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b) A sorfejtésbdl hatdrozzuk meg a kovetkezd derivdltat:

= U (~9) =7

T=—2

leO ( 1 )
dzt0\z2 — 3z + 2

80 Megoldas: a) Eldészor bontsuk az f figguényt parcidlis tortek dsszegére gy, ahogy
azt a raciondlis tortfigguények integraldsdndl tanultuk:

1 1 A B
_ — + —- ... =

f(x):x2—3x+2_(m—1)(x—2) r—1 x-2
—1 1
r—1 z-—2

Ezutan kilon-kilon hatdrozzuk meg mindkét parcidlis tort Taylor-sordt és konvergencia-
tartomdnydt a 2.88. példaban megismert modon. Az elsd tort:

-1 1 1 1 1
z—1 1—z 3—(z+2) 31—z
1 T+ 2 TH2\2  r+2\3 2 (x+2)"
(e () (5 () ) - S
A konvergenciatartomdny:
T+ 2
KT : 3 <l = |z+4+2/<3, R =3
A mdsodik tort:
1 11
r—2 (z4+2)—4 4 1-z2
—1 x+2 T+ 2\2 T+ 2 - x+2
= ) ) ()

A konvergenciatartomdny:

2
KT - Tt '<]. - |I+2|<4, Ry = 4.

4

f figgvény Taylor-sora a két sor dsszege, konvergenciatartomdnya pedig a két kon-
vergenciatartomadny metszete:

> 1 1
f(z) = Z <3n+1 — 4n+1>(x+2)”, ha |z + 2| < 3, azaz x € (—5,1).

n=0
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b) A Taylor-sorfejtés egyiitthatdi és a derivalt kézti aj, = kapcsolat alapjan:

f19(=2) 100 1 1
@0 = T T Fi(-2) = 100'(3101 - m>
2.93. Példa Hatdrozzuk meg az
1 .,
f@) =10 figgvény zo =0

pont korili Taylor-sordt és a sor konvergenciatartomdnydt!

81 Megoldas: Megint a konvergens geometriai sor dsszegképletét hasznaljuk fel.

1 [e.@]
f(:v):—l_(_x2):1—a:2+x4— Z a2k,
k=0
ha |q| = | — %] < 1, tehdt a konvergenciatartomdny: (—1,1).

Ez a példa lehetGséget biztosit az arctg x fiiggvény Taylor-soranak a meghatarozdsara
is.

2.94. Tétel (arctg x Taylor-sora) Igazoljuk, hogy az arctg x fiigguény origd kézéppon-
tu Taylor-sora és konvergenciatartomanya:

1'3 0 2n+1
arctgx—x—g—l——— g 2n—|—1 ha x € [—1,1]. (2.3)
Bizonyitds. Az el6z6 2.93. feladat alapjan
( t )/ _ 1 —1— 2 + 4 6 4.
arctgz) = o T '+t —x

ha |z] < 1. A 2.62. tétel szerint tagonként is elvégezhetd az integrélés:

N—L. T
arctgx = arctgx — arctg() = / (arctgt) dt =
t
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Az R = 1 konvergenciasugar a tagonkénti integraldssal nem valtozik. Az z = £1 vég-
pontok behelyettesitésekor a

11_1_1 1+
3 5 7

— (-1)"
2n+1

n=0

sort kapjuk, ami konvergens, mert Leibniz-tipusu. fgy a 2.60. lemma miatt a végpontok-
ban is elééllitja a Taylor-sor a fiiggvényt. O

Az arctg fiiggvény és elsé néhany Taylor-polinomja a 2.3 dbréan és az animdcion
lathato.

2 I
arctg(x)
T1(x)
1.5 - T5(x)
Ts(x)
1+ T7(x)
0.5 - -
0
0.5 - -
-1 |
1.5 - -
) i i
-3 2 1 0 1 2 3

2.3. dbra. Az arctg x fiiggvény és elsé néhany Taylor-polinomja. Lathat6, hogy a [—1, +1]
konvergenciatartomanyon kiviil a Taylor-polinomok nem kozelitenek a fiiggvényhez.

2.95. Megjegyzés A végpontokban vald konvergencidbol az is adodik, hogy

(=n"

2n+1

n=0

11+11+_
3 5 7

s
=arctgl = —.
arctg 1

Konnyen ldthatd, hogy a 2.3 sorfejtés minden x € [—1, 1] esetén Leibniz-sort ad, tehdt

a sorfejtés hibdjdt igen konnyen becstilhetyik, példdul:
jz”
|arctgx — T5(x)| < ——.
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2.96. Tétel (In(1 4 x) Taylor-sora) Igazoljuk, hogy az In(1 + x) fiigguény origd ki-
zéppontu Taylor-sora és konvergenciatartomdnya:

CL’Z

In(1+2) =z —
n(—l—x)a:Q

3 _Oo 1n+1xn h 1.1 2.4
FLoe =S here(-11) (2.4)

n=1

Bizonyitds. Most is a fiiggvény derivéltjanak Taylor-sorat kaphatjuk meg kénnyen:

/ 1 1 > N
(1) = g = g = et e
n=0

ha |z] < 1. Ezt a 2.62. tétel értelmében tagonként integrélva:

x 1 x
ln(l—f—x):/ —dt:/ (I—t+ =+ ) dt =
t t

—o L +1 =0
sl S (o &
= r - — — e i e — — _—
2 3 —~ n

A konvergenciasugar az integraldssal nem valtozik, és behelyettesitéssel konnyen meg-
gy6zodhetiink arrdl, hogy a kapott Taylor-sor az 1-ben konvergens, a —1-ben pedig di-
vergens. [

Az In(1 4 z) fiiggvény és elsé néhdany Taylor-polinomja a 2.4 dbran és az animacion
lathato.

2.97. Megjegyzés A 2.60. lemmdt az 1 pontban alkalmazva az adodik, hogy

1 1 1 L (—1)Ht
st3— 1t nz::l . n(l+1)=In
2.98. Példa Hatdarozzuk meg az
1. 1
flz) = 5 In . j:i fligguény g =0

pont korili Taylor-sordt és a sor konvergenciatartomdnydt!

82 Megoldas: Az el6z6, 2./ sorfejtésbdl v — —x helyettesitéssel adodik, hogy
In(l—2z)=—-2—————--- :Z -, ha x € [—1,1).

A két sorfejtés dsszegébdl mdr kaphatd egy |z| < 1 esetén konvergens sorfejtés:

1 $3 1'5 e x2n+1
= —(In(l+2)—I(l-2) =2+ —+ — + - = .
f@) =5 (n(l+z) —In(l—2)) =2+ =+ =+ ;%277,—1—1
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2.4. dbra. Az In(1+z) fiiggvény és els6 néhdny Taylor-polinomja. Lathatd, hogy a (—1, 1]
konvergenciatartomanyon kiviil a Taylor-polinomok nem kozelitenek a fiiggvényhez.

2.6.2. Fiiggvény és Taylor-soranak megegyezése

Adhaté egy egyszeri, sokszor alkalmazhato, altalanos feltétel arra, hogy az f fliiggvényhez

az o *)
fo) - 1) = 3 0
k=0 ’

definiciéval hozzarendelt T" Taylor-sor a teljes szdmegyenesen megegyezzék f-el. Ebben
a fejezetben ezzel a feltétellel és ennek alkalmazasaval ismerkediink meg.
Sziikséges és elégséges tétel f(z) = T(x) fennallaséara:

2.99. Tétel Legyen T, az akdrhdnyszor differencidlhato [ fligguény n-ed rendi Taylor-
polinomja, T' pedig ezek hatarértéke. Ekkor

n (k) 00
T,(x) = Z S00) o — f(x) awz f(z) =T(z)

k!
k=0

akkor és csak akkor, ha

(n+1) n—00
R,(z) = JEan)g') "t — 0.

Bizonyitds. A tétel egyszeri kovetkezménye a maradéktag 2.77. definicidjanak, valamint
a Lagrange-féle alakjarol szélo 2.80. tételnek. n
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2.100. Definicié A go, g1, .-, 9n,-.. figgvények a D = (| Dy, halmazon egyenletesen
korlatosak, ha
JK eR: lgn(z)| < K, haxe D, néeN,

azaz a fligguényeknek a D halmazon van kézos K korldtjuk.

Példaul a sin(x), 2sin(2z), 3sin(3x),...nsin(nz),. .. fliggvények egyenként korlato-
sak, de nem egyenletesen korlatosak.

Azonban a cos(z), cos(4x), cos(9zx), ... cos(nx),. .. fiiggvények egyenletesen korldto-
sak, K = 1 megfelel.

A kovetkezo6 tétel egyszeri, konnyen ellendrizhetd, és emellett sokszor igen jol alkal-
mazhato, elégséges feltételt ad az f(z) = T'(x) egyenl6ség fennalldséra.

2.101. Tétel (Fiiggvény és Taylor-sor egyezése) Ha [ akdrhdnyszor differencidl-
haté (=R, R)-en és az f, ', f",...f™,... derivdltfigguények egyenletesen korldtosak
itt, akkor

> fk)
f(z) = Z S00) " r € (—R, R)-en.

k!
k=0

2.102. Megjegyzés Az xy bdzispontra hasonld tétel mondhatd ki az (vg — R,zo + R)
intervallumon.

Bizonyitds. A 2.80. tételben lattuk, hogy

— fP0) , fr(g) n+1
f(x>_zk0 I PR ST
— ) .
T (z) R.(z) Lagrange-féle alakja

Az egyenletes korlatossagot kihasznalva konnyen adhaté felsé becslés a maradéktagra
(felhasznalva a lim,, ‘jZ—T,L = 0 nevezetes hatarértéket):

(nt1)
() = To()] = |Ro()] = | d&) ] _

(n+1)!
B |f(n+1)<€>‘ . Rn+1 n—»00
Igy T,(z) — f(x), tehat T(z) = f(x). O
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Elemi fiiggvények Taylor-sorfejtése

Az eléz6, 2.101. tétel segitségével sok elemi fiiggvényre egyszeriien igazolhatd, hogy
Taylor-soruk az egész R-en eléallitja oket.

2.103. Lemma (sin« Taylor-sora) Minden valds x esetén

$3 x5 1,7 o0 " :L,Zn-i-l
=gt g g = L gy

A 2.5 abran és az animacion lathaté a sinzx fliggvény és az els6 néhany Taylor-
polinomja.

sin(x)
T1(x)
1ar T3(x) i
Ts(X)
1 2 T7(x) -
s / \./ ]
0
VARRN
1 / N
2 i i i i

-2 -3n/2 - -1/2 0 /2

2.5. abra. A sinz fliggvény és els6 néhany Taylor-polinomja.

Bizonyitds. Legyen f(x) = sinz. Ekkor f derivaltjai és ezek értéke az origéban:

f(z) =sinz, f(0) =0;

f'(z) = cosx, f(0) =1;
f"(x) = —sinx, 1"(0) = 0;
f"(x) = — cos x, 1(0) =
fW(2) = f(z) =sinz, fO(0) = ( )

. innen periodikusan ismétlédik :
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A derivaltak (—oo, 00)-en egyenletesen korlatosak, ezért V x € R esetén

. f/(()) f//( ) f///(o) f(k)(o)
sing = f(0) + e+ et 4 T St
273 LE5 5177 o 2n+1
— 4z = —1)" L]
ST T 7;( S e 1

2 A 46 % gn
cosx—1—§+z—a+--~:;(—l) on)l

A 2.6 dbrdan és az animacion lathaté a cosz fiiggvény és az els6 néhany Taylor-
polinomja.

- -2n -31/2 -1 n 3n/2 2n
2.6. abra. A cosz fliggvény és els6 néhany Taylor-polinomja.

Bizonyitds. Az el6z6 tételhez hasonléan bizonyitunk. A derivaltak:

f(z) = cosz, f(0) =

7(z) = —sinz, 7(0) =

f"(x) = —cosz, f(0) =

f"(x) = sinz, f"(0) =
fO(2) = f(a) = cosz, f(0)= ( ) =1

. innen periodikusan ismétlédik :
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A derivaltak most is egyenletesen korlatosak R-en, és leolvashatdk az egyiitthatok.[

2.105. Lemma (e® Taylor-sora) Minden valds x esetén

[ A g
m_ — — — o e 0 —
e =ltat gty t —;n!

A 2.7 dbran lathaté az e® fliggvény és az els6 néhany Taylor-polinomja.

2.7. abra. Az " fliggvény és els6 néhany Taylor-polinomja.

Bizonyitds. Legyen f(x) = e®. Minden k € N esetén f¥)(z) = 7, és igy f*(0) = 1, ez
magyarazza a Taylor-sor egyiitthatoit.

Konvergencia: f*)(z) = e” az R-en nem korlatos, de tetszéleges [a, 5] C R-en mar
igen, |0 (2)] < e

Tehét az [a, (] intervallumon a derivéltak egyenletesen korlatosak, igy a 2.101. tétel alap-
jan f(z) = T'(z) , ha € [a, f]. Minthogy ez az érvelés tetszdleges [a, B] intervallumra
igaz, ezért a teljes szdmegyenesen el6éllitja az e” fiiggvényt a Taylor-sora. O]
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2.106. Megjegyzés Az x — (—x) helyettesitéssel megkaphatjuk e=* Taylor-sordt is:

e_x_1_x+w___+__..._i<‘x>n, (z €R).

2.107. Lemma (sh z Taylor-sora) Minden valds x esetén

00
3 .7}5 137 x2n+1

xXr
he =gty 0T N
T I ;(Qn—kl)!

Bizonyitds. Az shx = %(ez — e’z) definiciéba behelyettesitve a mar ismert

i 2 .3 4
ezl—i—x—i-a—kg—l—z—i—--- (x € R)
» 2 g3 gt

e :1—x+§—§+z—~~ (x € R)

sorfejtéseket adodik az eredmény.

2.108. Lemma (ch x Taylor-sora) Minden valds x esetén

2 374 £L'6

X > xr
o =14 5ttt = 2

n=0

Bizonyitds. A chx = %(ex + e*”“") definiciéba kell behelyettesiteni az exponencidlis fiigg-
vények Taylor-sorat.

2.109. Megjegyzés A trigonometrikus és hiperbolikus fligguények origo kézépponti sor-
fejtésébdl lathato, hogy a paros figgvények (f(x) = f(—x)) Taylor-sordban csak pdros
kitevds hatvdanyok szerepelnek, mig a péaratlan figgvények (—f(z) = f(—=x)) Taylor-
soraban csak pdratlan kitevds hatvanyok vannak.

Példak Taylor-sorfejtésekre
2.110. Példa Az f(z) =sinz - cosz figguény xo = 0 kézépponti Taylor-sora:

e _ sin(27)
f(z) =sinx - cosz = 5 =

1 21)3 21)° 21)7
:§<2x_(3!) +(5!) _(7!) to)  weR)

131



A kovetkezo néhany példa az
" w2 wd ot
e:1+u+§+§+z+~-, ueR
sorfejtésre (2.105. lemma) tamaszkodik.

2.111. Példa Az f(z) = e fiigguény xo = 0 kizépponti Taylor-sora:

1 1 1
z? 2 4 6 8 | ... 2
e’ =1+2x +2!m +3!:p +4!x+ , relR (u = x).

2.112. Példa Az f(x) = e~ fiigguény zo = 0

1 1 1
7‘%2— j— 2 —_— 4__ 6 —_— 8—..0 = — 2
e’ =1 x+2!a: Tk +4!:c , reR (u=—a7).

22

A waldszintiségszamitdsban taldlkozunk az f(x) = e " Gauss-girbével.

2.113. Példa Az f(z) = Ve® fiigguény xo = 0 kézépponti Taylor-sora:

z r 1 /x\2 1 /a\3 x
Vo= =14545(3) +5(G) v eer (u=3).

2.114. Példa Az f(x) = &3 fiigguény xo = 0 kézéppontd Taylor-sora:

1.4, 1

2.115. Példa Adjuk meg az f(x) = e3* fiigguény a) xo = 0, illetve b) o = 1 kézéppontii
Taylor-sordt és annak konvergenciatartomdnydt!

e =14 322 + 3B+ ... r €R (u = 32%).

83 Megoldas: a) z9 =0:

1 1
63:5:1+3I’+§(3$)2+§(31‘)3+"'7 z eR.
b)l’():l
3z _ eS(xfl)+3 _ e363(:1:71) _
32 _12 33 _13
:e3<1+3($—1)+ (a:2' )+ (x?)' )+--->, r € R.

A kovetkezo két példaban a geometriai sor Osszegképletére lesz sziikségiink:
- 1
Zq”:—, ha |¢| < 1.
n=0 1- q
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2.116. Példa Adjuk meg az
1
Jw) = T+

fiigguény Taylor-sordt és annak konvergenciatartomdnydt, ha

a) xy=0, b) xo=2!
84 Megoldas: a) xy =0:

1 L1 1 x+<x)2 (x>3+
T+x T1-=% 7 7 \7 7 ’
tehdt egy q = =* hdnyadosi geometriai sorrdl van szo, aminek konvergenciatartomdnya
és konvergenciasugara:

yq\:—£’:m<1 = z€(-7,7), R=T.
7 7
b) Ty = 2:
r 1 1 1 B
T+z (2-2)+9 9712
(w2 (o2 2o (a2 3+
9 9 9 9 ’
tehdt eqy q = —””9;2 hanyadosi geometriar sorrol van szo, aminek konvergenciatartomd-
nya €s konvergenciasugara:
-2 -2
lq| = —xg ‘_|19 o1 — se(-711), R=9

2.117. Példa Fejtsiik xog = 0 bdzispontu Taylor-sorba az

fla) = =

2 —a?
fiigguényt, é€s hatdrozzuk meg a sor konvergenciatartomanyat!

85 Megoldas:

2 1 22 72 2 22 3 0 p2k+1
P— P— 1 — — — DY P— .
-2 x<+2+(2)+(2>+ kZ:O o

A konvergenciatartomdny:

$2

< 1, tehat |x|<\/§, azaz R=+V72, H:(—\/g,\/E).
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2.118. Példa

a) Hatdrozzuk meg a
o0

fay =3 2L

k!
k=0

sor konvergenciatartomdnydt és dsszeqgfiigguényét!
b)
—~2k+1

=7
k!

k=0

86 Megoldas: a) A konvergenciasugarat a 2.52. hdnyados kritériumbdl kaphatjuk meg:

2k +3 k! 2k +3 k=00

Ar+1
fry . = O R: .
kD! 2k+1 krD)Rk+D) 3 >

ag

A sort a 2.62. tétel szerint tagonként integrdlva az exponencidlis fiigguény sordt
(2.105. lemma) ismerhetjik fol:

t=0 t=0 . —p k!
L
2k +1 [T, 2k 41 k! = (z?)k 2
e ot =e Y =
k=0 =0 k=0

b) Az 1 pontban vett helyettesitési értékrél van szo:

=2k +1
kk_:— = f(1) = e+ 2e = 3e.

k=0

2.119. Példa Hatdrozzuk meg a kovetkezd numerikus sor S dsszegét:

[e.e]

1
SzzlnS”:?

134



87 Megoldas: A numerikus sor helyett az

o0 :L‘n
fl@)y=2_ —
n=1 n
hatvdanysort dsszegezziik, ugyanis S = f(%) A 2.63. tételt felhaszndlva:

-2 - [ (ash) e [ (S o-

n=1

|
:/ ——dt=—In(1—2), halz|<]l.
A

1
A hatvanysor konvergenciasugara 1, ezért x = R behelyettesitheto:

— 1 1 1 5
S:;mn:f(g):—ln(l—g):1“1

2.120. Példa Hatdrozzuk meg a kivetkezo numerikus sor dsszegét:

1
2 o ="

k=2

88 Megoldas: A wizsgdlt numerikus sort a chx fiiggvény sordval (2.108. lemma) hoz-
hatjuk kapcsolatba.

ZL’2 (L’4 ZEG
chx:1+§+z+a+~--, VzekR,
Ezért
=1 1 1 1 3
=4 _—4...=ch(l)=1—= =ch(1) - =.
;(2)! TR <h(1) o~ ) =35

= 1
b) S:Zm:?

n=1 ’ n=1

2
S~
~—~
N
I
(]
—_
—_
=
8
3
|
)

89 Megoldas: a) A hanyadoskritériummal (2.52. tétel) belathatd, hogy a konvergencia-
sugdr végtelen (R = c0).
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Az f(z) helyett elbszor célszeribb x - f(x)-et meghatdrozni. Tetszéleges x € R esetén:

n+1 2 x3
Z ——+—+ =e"—1—ux.

n=1

A 2.59. tétel miatt az f dsszeq folytonos figguény, és azt is tudjuk, hogy f(0) =
Ezért:

b)

1
e 1 1 es —1—1 1
D P SNTES SRt SR
; (n+1)!'3 3 3
2.122. Példa Hatdrozzuk meg a kévetkezd sor dsszegét!
® 5k k
p (2k)!

90 Megoldas: A wizsgdlt dsszeg a cosx fligguény sordra vezethetd vissza:

LC2 374 o0 (—1)k$2k
Cosa::1—§—|—4 ---Zkzzow, VaxeR,

tehat
0 2k 0 k 2)2k
S TS S ER N evB -1
k=1 k=0 2k)!

2.123. Példa Hatdrozzuk meg az

1 2
[:/e_xdx
0

integral kézelitd értékét az integral mdogotti figguényt az dtodfokid Taylor-polinomjdval
kozelitve, és adjunk felsé becslést az igy elkovetett hibdra!

91 Megoldas: Eldszir az exponencidlis figguény Taylor-sordt felhaszndlva (2.105. lem-
ma) alakitsuk dt az integrdljel maogotti figguényt, majd a 2.62. tételt felhaszndlva cserél-
juk fol az integralds és az 0sszegzés sorrendjét!

1 1 1
0 ok )k 1)
7= —a? _ ﬂ d / 22k Ay — ( _
/6 /(kZ:O i T i O(21<;+1) k!
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Eqgy Leibniz-sor dsszegére jutottunk. Lathato, hogy dtodfokd Taylor-polinom jdrulékdt a
k =0,1,2-héz tartozo tagok adjdak, igy az integrdl kozelito értéke:

1 1 1 23
I~ | Ty2)de= =1-4_—=2=
/ac—() 5(z)dz = ag + a1 + ag 3—1—5'2 20

Leibniz-sorok esetén a hibdt az elsd elhagyott tag abszolut értékével becstilhetjiik, igy

1
1
l(ﬁawdx_IMEMﬂ:?Tizii

2.6.3. Binomialis sor

Ebben a fejezetben az
flz) = (1+)%, acR

fiiggvény xy = 0 pontra tamaszkoddé Taylor-soraval foglalkozunk.

2.124. Megjegyzés Specidlisan o = —1 esetén q = —x hdnyadosi geometriai sort
kapunk, mely a (—1,1) intervallumon konvergens:

a=-—1: (1+z) "= ﬁ = Z(—x)”, ha |z| < 1.

Altaldnos esetben a Taylor-sorfejtést a 2.85. definicié szerint végezziik:

flz) = (1 +2)° f(0) =1
fl(z) =l +2)" £0) =a
f'() = ala = 1)1 +2)* f(0) = a(ar = 1)

f(k)(x) =ala—1)-(a—k+ 1)(1+$)O‘_k
F9(0) = afo— 1) o~k +1).

Igy az f(x) = (1 + x) fiiggvény Taylor-sora:

(1+:13)0‘WT(x):1+ax+wx2+Oz(a_lg)'(&_2)x3_|_...:
(@—1)---(a—k+1) — fH(0)
:1+;aa i wk:kz_o I .



2.125. Megjegyzés Abban a specidlis esetben, ha o = n € N, akkor (1 + z)" egy n-
edfoki polinom, melynek Taylor-sora onmaga. Ennek x hatvdnyai szerint kifejtett alakjdt
a binomialis tétel adja meg:

(1+@”:é;(zyﬂ ahol <Z>:EW§;5T

Ez a most kapott Taylor-sor egyiitthatdin is jol ldtszik, ugyanis k > n esetén z*
eqyiitthatdja zérus, 0 < k < n esetén pedig z* egyiitthatéja éppen a jol ismert binomidlis
egyiitthato:

! -k Kmn-k \k

N

nn—1)(n—k+1) (n—k)---2-1 n! _(n)

-~

=1
Ezért tetszoleges v esetén is atvessziik a binomialis egytitthatora bevezetett jelolést.

2.126. Definicié (Altaldnositott binomialis egyiitthaté) Ha o € R tetszbleges, és
k € N természetes szam, akkor az altaldnositott binomialis egyiitthato:

() -eeten o ()

2.127. Példa

2.128. Példa

<—1) (=1)-(=2)-(=3)---(—k) (—1) = {1, ha k pdros,

—1, ha k pdratlan.

2.129. Definicié (Binomidlis sor) Tetszdleges o € R wvalds kitevd esetén az f(x) =
(14 2)* figguény sorfejtésével kapott

(1+2)" ~ T(z) = i (Z) o

Taylor-sort binomidlis sornak nevezzik.
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2.130. Megjegyzés Eddigi eredményeink alapjin (2.124. és 2.125. megjegyzések) a
binomidlis sor a geometriai sor €s a binomidlis tétel kézos dltalanositisinak tekintheto:

|z|<1 0
a=-—1: (1+z)!' = T(x)= Z(—x)k (Geometriai sor)
k=0
a=neN: (14+2)"=T(z) =T,(x) = (Z) " (Binomidlis tétel)

a¢N: (1+2)* ~ T(z) = i (Z) o (Binomidlis sor)

k=0
A tovabbiakban a kovetkezo kérdésekkel foglalkozunk:
1. Mikor konvergens a binomidlis sor, mennyi a konvergenciasugara?
2. Eloallitja-e a konvergenciasugaran beliil a binomialis sor a sorba fejtett fiiggvényt?

Ezekre a kérdésekre ad valaszt a kovetkezo két tétel.

67

2.131. Tétel (Binomidlis sor konvergenciasugara) A (k

vergenciasugara R = 1.

)xk binomadlis sor kon-

Bizonyitds. A hatvanysorokra vonatkozo 2.52. hanyados kritériummal dolgozunk.

ap = <a> :a(o‘_l)"'(a—k+1)

k k! ’
S Cala=1)-(a—k+1)(a—k) (o) a—k
T \k+1) (k+1)! " \k) k+1
Tehét
aen| _Jo—kl NESLTR g L gy
ar | |k—+1 1+ 1 R T O

2.132. Tétel (Binomidlis sor Osszege) A konvergenciasugardn belil a binomidlis sor
a sorba fejtett fiigguényt dllitja eld, azaz

(1+z)* = Z (Z)xk, Vo e (—1,1), a€R esetén.
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Bizonyitds. Az f derivaltfiiggvényei most nem egyenletesen korlatosak, igy a 2.101. tétel
nem alkalmazhato. Ezért méas moédszerrel latjuk be az egyenloséget. Megmutatjuk, hogy

xr € (—1,1) esetén
T()\' T
(f((x))) = = (z) = konstans.
x
Tudjuk azonban, hogy f(0) = T'(0) = 1, igy f(i)) = %8)) = 1, tehat T'(z) = f(z), ha
lz| < 1.
A vizsgélandé derivalt
(T)/_ Tf-Tf T -(I4+z)*=T a-(1+x)"
f f? f?
(1+z)> !
T (1) (1 +2)T" = aT),

tehét elég az (1 + x)T" — o1 = 0 egyenlGség igazoldsa. (Az egyszeriség kedvéért a T' és
f figgvények x argumentumét nem irtuk ki.) Ehhez T és T" hatvanysorat hasznaljuk,
utobbit tagonkénti derivéldssal kapjuk meg (2.63. tétel).

-1

2! k
2a—1
—1 —1)(a—2
T’(:B)Zoz—l—a(al' )$+a(a 2)'(a ):U2+
--+k<z>x’“1+(k+1)(kj‘_1)a:’“+---

—1
:vT/(SC)Zax+%x2+~--+k(Z)xk+~-

Tehat a vizsgalt kifejezés hatvanysor alakban

(1+2)T —al = g ((k+1)(kj‘_1) +k(z> —a(Z)) 2",

ahol tetszéleges k € N esetében az x* hatvany egyiitthatéja

(k+1)(k(j_1)+kz(:) —a(Z) - (Z) ((kJrl)Z—:L]erk—a) ~0.

Ezzel beldttuk, hogy x € (—1,1) esetében

~—

(1+2)T(x)—al(z)=0 — (;) 0 — T(x) T(0
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2.133. Megjegyzés A végpontokban a konvergencidt kiilon meg kell vizsgalni, erre nem
mondunk ki tételt.

2.134. Megjegyzés Beldthato, hogy |z| < 1 esetén ‘(z)xk‘ N 0, tehdt k eqy érté-
kétol kezdodden a sor tagjai monoton csokkenden tartanak a 0-hoz. A 0-hoz tartds a
konvergencia miatt nem kérdéses, csak a monoton csokkenés. (Mi nem bizonyitjuk dl-
talanossdgban a monoton csokkenést.) Ezért, ha vdltakozo eldjelii a sor, akkor felirhato
eqy konstans és eqy Leibniz tipusu sor dsszegeként. Ilyen esetben konnytd a hibaszdmitas:

N
(14+2)*=~ Z (Z) o = sy kozelitésnél |H| < ‘(N(j— 1> Nt

k=0

(Az elsé elhagyott tag majordlja a hibdt, ha N értéke akkora, amelynél mdr teljesil a
monoton csikkenés.)

Példak binomialis sorfejtésre
2.135. Példa Hatdrozzuk meg az
flz)=V1+2x figguény xo =0 kézépponti

Taylor-sordt és a sor R konvergenciasugarat! Mit mondhatunk a részletdsszegek hibdjd-
rol?

92 Megoldas: A 2.132. binomidlis sorfejtést alkalmazzuk:

rn=aeni= () (e (D) =3 ()=
L1 L1y, (3
:1—|—%x+2 (2! 2)x2+2 ( 23)! ( 2)3:3—|— RN

ha |x| < R =1 (konvergenciasugdr).
Megmutathato, hogy x > 0-ra Leibniz-tipusi a sor (x < 0-ndl nem az!). Ezért
0 <z <1 esetén

1 1
\/1—|—3:z1+§3: és |H|=|f(x)—Ti(z)| < gxz.

(Tehdt 1+ x =1+ 3z +o(z), ha x> 0.)
Példdul /T.05 = (1+0.05)% ~ 1+ 10.05, és a hiba |H| < 1 (0.05)2.
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2.136. Megjegyzés Hasonldan megmutathatd, hogy k € NT esetén

\/kl—l—x%l%—%:ﬂ(z), ha x| < 1.

Sot, mivel tetszoleges o € R esetén (‘f) = «, ezért
(1+2)*~ 1+ ax, ha |z| < 1.

2.137. Példa Binomidlis sorfejtés segitségével hatdrozzuk meg ~/34 kozelité értékét,
és adjunk felsd becslést az elkdvetett hibdra!

93 Megoldas: Az /34 = (1+ 33)5 felbontds nem haszndlhatd, mert © = 33 > 1.
Azonban a kovetkezd dtalakitds eredményre vezet:

1
34 [34 1\° = /0 1F
=/32- = =24/ ==2(1+—=) =2 =) =5, =
32 32 16 ; k) \ 16

Pl n=2 11 () 1 39
! 2<1 L S O _> =24+ 27— 9.024375.
5T 2 e * 1600

Belathato, hogy a kapott sor Leibniz-tipusi, ezért a hiba konnyen becsiilhetd:

1
. =\ 1
@—Sﬂ <2‘(§)—

|~ 2.34-107°.

|H| =

A pontos érték /34 = 2.024387 ..., igy a valddi hiba ennél kisebb: /34 — Sy =~
2.25-1075. Ldthatd, hogy a binomidlis sorfejtés igen gyorsan konvergdl, j6l haszndlhatd
kozelitésre.

2.138. Példa Hatdrozzuk meg az

1
flz) = —— figguény xo = 0 kézépponti

V2 + 22

Taylor-sordt és a sor R konvergenciasugardt!

94 Megoldas: A Fkifejezést (1 + u)® alakra hozzuk, és alkalmazzuk a 2.132. binomidlis
sorfejtést:

1 p—

1 1 1 22\ -1 1 S =L\ /a2\*
L L Lyl L) (2
% V142 -

A konvergenciasugdr:

2

S| <1 = z| <V2 = R=vV2
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2.139. Példa Hatdrozzuk meg az

f(a) = ——

Ve fligguény xo = 0 kozéppontu
—x

Taylor-sordt és a sor R konvergenciasugardt!

95 Megoldas: Ugyanigy jarunk el, ahogy az eldzo példdaban.
1 1 1 P\ 1S - [ 2
- e300 (A HEG) (3
V16 (1_317_;) 2 16 2 prt k 16
S (1) C
— \ k 16%
N

k=0
16

I

=

N | —

A konvergenciasugdr:

<1 = |z|<V16 = R=16.

2.140. Példa Hatdrozzuk meg az
f(x) = V8+a2 fiigguény vo = 0 kdzépponti
Taylor-sordt és a sor R konvergenciasugardt!

96 Megoldas: A 2.132. tétel felhaszndlasdval:

1

f@):%{’/@:Q(H(%)Z)S:z

A konvergenciasugdr:

2

<1 = z| <V8 — R=1v8.

2.141. Példa Hatdrozzuk meg az
f(z) = arcsinz  figgvény xo = 0 kizépponti

Taylor-sordt és a sor R konvergenciasugardt!
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97 Megoldas: Az f' fiigguényre lehet kozvetleniil alkalmazni a 2.132. binomidlis sorfej-
tést, majd a kapott sort a 2.62. tétel értelmében tagonként integraljuk.

fl(x) = ﬁ = (14 (—2%) 2 = kZ:O (—k%) (—a?)t =

1 3
:1+§$2+§£L‘4+

A binomidlis sorfejtés konvergens, ha | — x?| < 1, tehdt ha |z| < 1, azaz Ry = 1. Ezutdn

x 1 00 N 1 $2k+1
arcsinxz = — dt = -1 2 =
L= () g
_ 1 3
—x—i—ﬁx —1—8.5:1:—1— .

A tagonkénti integraldaskor a konvergenciasugdr nem vdltozik, R = Ry = 1.

Erdemes a kapott eredményt egy tételben Gsszefoglalni.

2.142. Tétel

. 1 3 3 5 =
R=1
arcsin T :E—|—6$ +85l‘ 5 s
R R=1.
aICCOS.T—Q (1:—|—6:L’ +85$ 5

Bizonyitds. Az elsé allitast az el6zo, 2.141. feladatban igazoltuk. A masodik allitds az
. 7 7 .
cos a = sin (5 — a> =>  arccoszx = 5 —arcsinz

egyenloségbol kovetkezik. m
2.143. Példa Irjuk fel az

flz) =5V1+a2—7vV1+22+2 fiigguény xo = 0 koriili

Taylor sordt és adja meg annak konvergenciasugardt!
Létezik-e C és o gy, hogy f(=) ~ Cn® legyen?

98 Megoldas: Floszor a 2.132. binomidlis sorfejtés alapjan irjuk fol kilon a két tag
Taylor-sorat:

1 Lo 4
(1+x2)é:1+5x2+¥$4+--- ha |2°| < 1, Ry =1,
oLl 1 2 %<_g) 4 2 —
(1+$)7—1+?5E+ TR ha 2% < 1, Ry = 1.
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_fgy az f figgvény Taylor-soranak konvergenciasugara is R = 1, és a sor elsd néhany

tagja:
1 —4 -6\ 4
f(x) = 5—7+2+(5 5—7 ?)$ +(552'2—772‘2!)x +o=
— (-2 1(q 4 P2
—( + ) ( Dat = Kot (14 52),
X x%(w)

K

Ldthato, hogy a konstans és a négyzetes tagok kiestek. Az utolso lépésben kiemeltiink
ino ja. Az itt szerepld

a sorfejtés minden tagjabol Kx*-t, ami a sor elsé el nem tind tagja
(x) fiiggvény a (—1,1) intervallumon egy konvergens Taylor-sor dsszegfiigguvénye, tehat

folytonos az origoban, és ¢(0) = 0.
FElevenitsiik fol, hogy az a, €s b, sorokat akkor nevezziik azonos nagysagrendiinek

~ by, ha lim, ‘;—: = 1. Belatjuk, hogy
1 1\4
H(2) =)'
n n
Han > 1, akkor 0 < % < 1, tehat
1 14 1 1
1(5) =K (0 ) o),

n n K n

és 1gy, kihaszndlva, hogy lim,_,o p(z) = 0, azt kapjuk, hogy

1
% =1+ (3)

n—oQ
1.

TehdtC:K:—éjL%, és a = —4.
2.144. Példa Szdmitsuk ki a o1
‘ 1
[
0 1+ 22
integral értékét kozelitéen!

99 Megoldas: A megoldds az integrandus binomidlis sorfejtésén alapul

10 =g = 0+ = () <1
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tehdt a konvergenciasugdr R = 1. A 2.62. tétel értelmében a hatvdnysort szabad tagon-
ként integralni, mivel [0,0.1] C (—1,1). Tehdt:

0.1 1 oo _% 0.1 e oo p2k+1 0-1
——dz = d
o Are ;(k)/o CT L k>2k+10
:Z _% 0.1219-&-1:
k) 2k+1

I
iing
/\l

Wl

és az elkiovetett hiba |H| < |b|. (Egyszeriien beldthatd, hogy Leibniz-sorrdl van szd.)
2.145. Példa Hatdrozzuk meg az

0.1
V32 + 25 dx

0
integrdl értékét kozelitoleg, az integrdlando fiigguényt dtodrendi Taylor-polinomjdval ké-
zelitve! Adjunk becslést az elkovetett hibdra!

100 Megoldas: FEldszor fejtsiik binomadlis sorba az integrandust:

32+ =32 ¢ 1+——2<1+<5>5>é:

32 2

BICED AR

=0

A konvergenciasugdr

5
‘(g)‘<1, = |z|<2, = R=2,

ezért a [0,0.1] intervallumon a sor egyenletesen konvergens, tehdt szabad tagonként in-

tegralni:
0.1
0.1 2 /1N 1 O /LN | okt
2 ) — ™ dr =2 b ———
/0 i (k) e AT =2 (k) 328 Bk + 1|

= /AN 1 015’6+l 1101 (%) 1 01t
=2 5 =2(01+2— 52— R
,;(k)?)zk 5k + 1 ( 1% T s T )
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Eqgyszerien lathato, hogy a kapott sor most is Leibniz-tipusu, ezért a hiba nagysdga kisebb,
mint az elsd elhagyott tag abszolut értéke:

2.6.4. Gyakorlé feladatok

1. frja fel az alabbi fiiggvények zy = 0 koriili Taylor-sorat, és hatdrozza meg a sor
konvergenciatartomanyat!

(a) f(x)=22%+3x—2
(b) f(x) = le

(©) fx) =

(@) f(z) =

(e) f(x) =sin*z

(1) f(2) = VI—2?

() f(z) = arctg2a
() f) = s

() f() = V1= 227
() f(2) =~

2. Irja fel az alabbi fiiggvények zy = 1 koriili Taylor-sorat, és hatdrozza meg a sor
konvergenciatartoméanyat!

(a) f(z) =62 —22%+3
0) f() =~

(c) flx) =e"

(d) f(z) =e>
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[

D

. Fejtse xq = 0 bazispontu Taylor-sorba az
1
V1422

és hatérozza meg a konvergenciasugarat! Adja meg a g(x) = 1—arsh (22%) fiiggvény
sorfejtését is!

c flx) =V1+ 222 +she —1

(a) Adja meg a fiiggvény xy = 0 koriili hatodrend( Taylor-polinomjat!

f(z) = arshz fiiggvényt, felhaszndlva, hogy (arshz)’ =

(b) Hatérozza meg a fiiggvény zo = 0 koriili Taylor-sordanak konvergenciasugarat!

1

/8 — 1

(a) Fejtse xy = 0 bazispontu Taylor-sorba az f(z) = fiiggvényt, és hatéd-
rozza meg a sorfejtés konvergenciasugarat!

(b) frja fel f harmadrendit Taylor-polinomjat elemi miiveletekkel!
(€) (' f (@)™ (0) =7
Cf(@) = V14222 — V1 + 322

(a) frja fel a fliggvény zy = 0 koriili Taylor-sorat, és hatarozza meg annak kon-
vergenciasugarat!

(b) lim I

x—0 l’4

. Hatarozza meg az alabbi integralok kozelito értékét az integralandé fiiggvény Taylor-
soranak 3. részletosszegét felhasznalval

1

(a) / cos x* dx
0

(b) /4 sinzr
0

x
(©) /é arctg x da
0 x
0.1 1
(d) dz
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2.7. Fourier-sor

2.7.1. Bevezetés

Elevenitsiink fel néhany linedris algebraban tanult fogalmat!

2.146. Definicié (Skaldris szorzas) Ha L linedris tér (vektortér) a valds szamok teste
felett, akkor a vy,vy € L wvektorpdrokon értelmezett (vy|vy) = (vy,v,) € R miveletet
skalaris szorzésnak nevezziik, ha Yv,,v, € L és VA € R esetén teljesiilnek a kovetkezo
axiomadk:

1. (vju) >0 és (vlv) =0 akkor és csak akkor, ha v = 0. (Itt 0 az L nulleleme.)
2 (ilu) = () (Komplex vektortér esetén: (v1]u,) = (w3luy) )

3. (Avg|vy) = AMuy|vy)

4- (01 + 0plus) = (v1vs) + (vo]vs)

Természetesen az axiémakbdl azonnal kovetkezik a valds vektortéren értelmezett ska-
laris szorzas linearitédsa a masodik valtozéban is.

2.147. Példa Az|a,b] intervallumon folytonos figgvények C’&H linedris terén az (f|g) =

f f(z ) dx mdvelet skaldris szorzas.

2.148. Definici6é (Euklideszi tér) Azokat a linedris tereket, amelyekben skaldris szor-
zas van értelmezve, euklideszi tereknek nevezziik.

A kovetkezo alapvet6 fogalmakat értelmezziik euklideszi terekben:

2.149. Definici6é (Ortogonalitas, norma, tavolsag) Ha két vektor skaldris szorzata
nulla, azaz (vy|vy) = 0, akkor azt mondjuk, hogy v, ortogondlis v,-re.

A v € L vektor norméja: || v || = /(v|v) (euklideszi norma).

Két vektor tavolsaga kilonbségik normdja: — p(vy,vs) = | vy — vy ||

A kovetkezo absztrakt tételt kozvetleniil alkalmazzuk majd a Fourier-sorok elméleté-
ben.

2.150. Tétel Ha a vy,...,v, vektorok egyike sem nullvektor (v, # 0), és pdronként
ortogonadlisak, akkor linedrisan filiggetlenek.
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Bizonyitds. Tegyiik fol, hogy az adott vektorok linearis kombinacidjaként el6all a null-
vektor. Szorozzuk meg az igy kapott egyenldséget skaldrisan az egyik v, vektorral:

Moy + A+ 4 Ay, =0 |- v,
A1 (21|2i) +o A (Qiflwi) +Ai (ini) +o A (Qn’Qi) = 0.
=0 =0 #£0 =0

Mivel a v, vektor tetszolegesen valaszthato, ezért minden i-re \; = 0, ami azt jelenti,
hogy csak a trividlis linedris kombinacidval allithaté elo a nullvektor, tehat a vizsgalt
rendszer valéban linearisan fiiggetlen. m

2.151. Megjegyzés A tételt az eqyszeriség kedvéért véges szamossagu vektorrendszerre
mondtuk ki, de teljesen hasonloan bizonyithato az dllitds tetszoleges szamossdgu vektor-
rendszer esetén is, ugyanis a linedris kombindcio fogalma mindig véges tagu dsszeget
jelent.

2.7.2. A trigonometrikus rendszer
2.152. Definici6é (Trigonometrikus rendszer) Az
{1,sinz, cos z,sin 2x,cos 2z ... } = {1,sin kz, cos kxz};2,
fiigguényrendszert trigonometrikus rendszernek nevezziik.
A trigonometrikus rendszer els6 néhany eleme a 2.7.2 dbran lathato.

2.153. Tétel (Trigonometrikus rendszer ortogonalitdsa) Az 1, sinz, cosz, sin 2z,
cos2x ...sinkx, coskx ... fliggvények pdronként ortogondlisak a [—m,w| intervallumon
(vagy dltaldban az [a,a + 2w| -n), igy kézilik barmely véges sok linedrisan fiiggetlen.

Itt az ortogonalitast az

(flg) = / " f) - g(e) de

skalaris szorzassal értelmezzik.

2.154. Megjegyzés A tételben szerepld fiigguények dltal generdlt tér nem véges dimen-
2108.
Bizonyitas.

™ )

(1|sinkx) = /sink:z: de =0

—T

teljes periddusra integralunk
™

(1| cos kz) = /coskx dr =0

—T )
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0.5 - ‘ = 0.5 -/

-0.5 |
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-m 3m/4-n/2 -4 0 w4 w2 3/4 T -m 3m/4-n/2 -4 0 w4 w2 34 mn

2.8. dbra. A trigonometrikus rendszer elsé néhany fliggvénye.

™ ™

1
(sin kz|sinlz) = / sin kx - sinlzx dx = 5/ (cos (k — 1)z — cos (k+1)z) dx =

(7 ha k=l
~)10, hak#1

Ebbél specidlisan az is kovetkezi, hogy | sinkz ||= \/(sin kz|sin kz) = /7.
Ehhez hasonléan igazolhato, hogy

7, ha k=1
0, ha k#1"

Specidlisan: || coskz ||= \/(cos kx| cos kx) = /7. O

(cos kx| coslz) = { és (sin kz|coslz) = 0.

2.155. Megjegyzés A konstans 1 fligguény normdja kilonbozik a tobbi fligguény nor-
mdjatol:

(1]1) _/12 de =27 — || 1= /(D) = vor.

2.156. Megjegyzés A 2.153. tétel és bizonyitdsa értelmében a kovetkezd fligguvényrend-
szer ortonormdlt rendszer (ONR):

(z) 1 (z) sin x (z) sin 2x (2) sin kx

x g —’ €T prnd s €T _— s .. _ X g s

®o \/% ©1 ﬁ ©3 ﬁ V2k—1 ﬁ
Ccos T cos 2z coskx

9

pa(T) = N pa(z) = Jr par () =

S
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Mivel a {p;} fiiggvények koziil tetszélegesen kivalasztva véges sokat, azok linedrisan
fiiggetlenek, jogos a kérdés, hogy egy 27 szerint periodikus f fiiggvény felirhaté-e a
kovetkez6 alakban:

flz) = Z a; pi(z) = % + Z (ay, cos kx + by sin k).
i=0 k—

1
A felvetodd kérdések:

1. Hogyan kaphatéak meg az «; illetve az ay, by egylitthatok?
2. Milyen f-ekre és hol van egyenloség?

2.157. Definicié (Trigonometrikus sor) A

P(z) = Zaz’ wi(r) = % + Z (a cos kx + by sin kx)
i=0 k=1

alaku fiigguénysort trigonometrikus sornak nevezziik.

2.158. Definici6é (Trigonometrikus polinom) A

to(z) = % + Z (ay cos kx + by sin kx)
k=1

alaki fiigguényeket n-edrendii trigonometrikus polinomnak nevezziik.

Felvetodik a kérdés, hogy mi a kapcsolat a trigonometrikus sor ® Osszegfiiggvénye
és az ay, by egyiitthatok kozott. Bizonyos feltételek mellett erre ad valaszt a kovetkezo
tétel.

2.159. Tétel Ha a

a = :
O(z) = ?0 + ; (ay cos kx + by sin kx)

trigonometrikus fiigguénysor egyenletesen konvergdl a ® dsszegfiigguényhez, akkor ® és
az ay, by egyiitthatok kozott eqyértelmii kapcsolat van, mégpedig:

1 [" o k
ak:—/ ®(z) cos kx dx = (9] cos kz) k=0,1,2,...

T ) . (cos kx| cos kx)’

1 [7 . (®| sin kx)
b, = — ) kx dx = E=1,2,...
g W/ﬁ (x)sinkz d (sin kz|sin kx)’ o

152



Bizonyitds. Altalanossigban a ®(z) = Yoo aipi(x) egyenletet kellene szoroznunk ska-
larisan @g-val és igy megkapnank oy értékét, ahonnan mar ay ill. by is meghatarozhato.
Most a tételben szerepld alakot haszndlva az ay egyiitthatéra mutatjuk meg a képlet
helyességét. Hasonléan torténik a bizonyitds a tobbi egyiitthatora is.
Az

%+alcosx+blsinx—|—a2cos2x+---~|—akcoskx+bksinkx+--~:(IJ(a:)

egyenletet cos 2z-szel beszorozva és [—m, 7]-n integrélva azt kapjuk, hogy
T ra
/ <?0 - €coS 2T + aycosx - cos 2x + by sinx - cos 2x + ag cos2x - cos2x + - - -

—T
s

"'+CLkCOS]€$-COSQI+kain]€$'COSQC(I-i-"') dx—/ O (z) - cos 2z dx.

—T

Az egyenletes konvergencia miatt szabad tagonként integrélni (2.31. tétel), tehat

% (1| cos2z) + ay (cos x| cos2x) + by (sinz|cos2z) + ay (cos 2x| cos2x) + - - -

-+« + ay (cos kx| cos 2x) + by (sin kx| cos2zx) + - -+ = (P(z)] cos 2x).

A bal oldalon (cos 2x|cos2z) =|| cos 2z ||>= 7, a tobbi skaldris szorzat pedig az ortogo-
nalitas miatt (2.153. tétel) nulla, igy

(®(x)| cos 2x)
(cos 2z | cos 2x) O

as (cos2zx|cos2zx) = (P(x)| cos2z) = ag=

2.160. Megjegyzés A tétel feltételei kozitt igen fontos, hogy egyenletesen konvergens
trigonometrikus sorrol van szo, hiszen a 2.31. tétel értelmében emiatt tudtuk tagonként
integrdalni a végtelen sort.

Eddig kizardlag 27 szerint periodikus fiiggvények sorfejtésével foglalkoztunk. A 2.152.
trigonometrikus rendszer (illetve a 2.156. megjegyzésben leirt normdlt valtozata) és
a 2.159. tétel is konnyen kiterjeszthet6 2 szerint periodikus fiiggvényekre (0 < I € R).

2.161. Tétel (A 2l szerint periodikus trigonometrikus sor) Tetszdlegesl > 0 ese-
tén a

1 . mx 1 . 2mx 1 . 3mx
vo(r) = —=, i(x) = Wsm R Ps(z) = \7Zsm - Ys(z) = \7ZsmT e
o) = %cos WT:[, Uy(z) = \%COS 27TT$’ ve(x) = %COS?WTQj e
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figgvényrendszer ortonormdlt rendszer a [—1, 1] (vagy az [x, x+2l]) intervallumon a 2.147.
példaban definidlt skaldris szorzdsra nézve.

Tovdbba, ha a

k k
—|— Z (ak Cos ﬂ + by, sin %)

trigonometrikus fiigguénysor egyenletesen konvergdl a ® dsszegfiigguényhez, akkor

1 [
akzj/ @(:p)cos—k7lmdm k=0,1,2,...
1

1/ k
bk:—/ @()sin$dx k=12 ..
-1

Bizonyitds. A bizonyitas teljesen hasonld a 2.153. és a 2.159. tételek bizonyitasahoz. [

2.7.3. Fourier-sorfejtés

2.162. Definici6é (Fourier-sor) Legyen az f fiigguény 2m-szerint periodikus és a [0, 2]
intervallumon Riemann-integrdlhato (f € Rypoar). Ekkor az f figgvény Fourier-sora az

?0 + Z (ay cos kx + by sin kx)

k=1
trigonometrikus sor, ahol
1 ™ 1 a+2m 1
ap = — f(z)coskx de = — f(z)coskx de = —=(f|coskx), k=0,1,2,...
T T Jq T
1 I ) 1 a+2m ) 1 )
by = — f(z)sinkx de = — f(z)sinkz de = —(f|sinkz), k=1,2,...
T J_ T Jq 7r

(Itt a € R tetszdleges.) Az ay, by, egyiitthatok a Fourier-egyiitthatok.

Jelolje @,, a Fourier-sor n-edik részletosszegét, ® pedig az Osszegfiiggvényt, tehét

o, (r) = % + Z (ay, cos kx + by sin kx), =—+ Z (ay, cos kx + by sin k).
— k=1

%
2
A kovetkez6 (bizonyitas nélkiil kozolt) tétel értelmében az adott fokd trigonometrikus

polinomok kozott a Fourier-sor ®,, részletosszegei kozelitik normaban a legjobban az f
sorba fejtett fiiggvényt.
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2.163. Tétel Legyen f integralhato, 2m-szerint periodikus fiigguény,

A n 2n
to(z) = 70 + Z (Ay coskx + By sinkx) = Z o pi(w)
k=1 =0

pedig eqy n-edfoki trigonometrikus polinom. Ekkor a

| f—tnll= \//_ (f(x) = to(x))? da

tdvolsdg akkor minimdlis, ha az Ay, By egyiitthatok a Fourier-egyiitthatok, tehdt t, = ®,,.

2.164. Példa Hatdrozzuk meg az f(x) = sin* x fiigguény Fourier-sordt!

101 Megoldas: A sorfejtéshez most folosleges a 2.162. definicioban szerepld integrdlo-
kat kiszamolnunk, elég folismerniink, hogy f véges trigonometrikus polinom.:

1—cos2z\2 1 1 1 9
—> = ——cos2x+ - cos‘2x =
4 =

fla) = sin'z = (sin2)” =

2 4 2
1+ cos4dx
2
3 1 1
=3 3 cos2x +— cosdx = P(x).
—~— —~—
ag Qas ay

Tehat f Fourier-sordban csak véges sok eqyiitthato nem zérus, és a Fourier-sor mindenditt
eléadllitja a fligguényt.

A Fourier-sorokkal kapcsolatban még valaszolni kell arra a kérdésre, hogy milyen
z-ekre konvergens a Fourier-sor, és mikor igaz, hogy f(z) = ®(z). Bizonyitds nélkiil
kozliink erre vonatkozo tételeket.

2.165. Tétel Ha a 27 szerint periodikus f fiigguény folytonos, és Fourier-sora eqyenle-
tesen konvergens, akkor f(x) = ®(x).

Példaul az igynevezett haromszogjelre alkalmazhaté a tétel.
2.166. Példa (Haromszogjel Fourier-sora) Hatdrozzuk meg az
flx)=lz|, haz € [-m m); f(z+2m) = f(z)

formuldkkal értelmezett f hdaromszidgjel Fourier-sordt, és igazoljuk, hogy a sor dsszege
eloallitja f-et!
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2.9. dbra. Az f(x) hdromszogjel és Fourier-soranak elsé néhany részletsszege.

102 Megoldas: Az f figguényt és Fourier-sordnak elsé néhdny részletosszegét a 2.9 db-
ra mutatja.

A Fourier-sor egyiitthatdi a 2.162. definicid alapjan szamoljuk, az integrdldst a [—m, 7|
intervallumra végezve (k € {1,2,3...}):

1 [7 2 [T 2 ra?qr
aO:—/ |m|d:13:—/ xdx:—[m—} =,
T T Jo ml2lz=0

—Tr

pdros pdratlan
1 [~ N ~—~—/—
by = — |z| - sinkzx dz =0,
ﬂ- 7

—T WV

pdratlan

pdros pdros
1 T AN~ 2 4
ap = — |x| -coskrdr=— [ zcoskxdxr=
N——r 0

T ) . T
paros

([ [k 2y

0-0=0

0, ha k padros,

_—, ha k pdratlan.
k2w b
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Tehat a hdaromszdogjel Fourier-sora:

P(x) =

s 4<cosx+cos3x+cos5x+ > B Zcos 2n+1) )
2w\ 12 32 5 ) (2n+1)2
A kapott trigonometrikus sor dltalanos tagja kénnyen majordlhato,

cos ((2n + 1)z)
(2n +1)2

1 P
< Gn 1) =b,, ¢€s an < 00,
n=0

tehdt a Weierstrass-kritérium (2.24. tétel) értelmében a sor egyenletesen és abszolit kon-
vergens R-en. Mivel f folytonos, ezért az eldz6, 2.165. tétel értelmében a most kapott
Fourier-sor elddllitja a haromszigjelet, ®(x) = f(x) minden x € R esetében. A 2.9 db-
ran lathato, hogy mdr a Fourier-sor elsd néhdany részletosszege is igen jol kozeliti az f

fligguényt.

2.167. Megjegyzés Ahogy hatvdnysorokndl, most is eqy rogzitett xog pontban kiértékelve
a sort eqy numerikus sor dsszegét kapjuk meg. Példdul az vy = 0 pontban

ahonnan

adodik.

2.168. Tétel Ha f kétszer folytonosan derivilhato, 27 szerint periodikus fiigguény, ak-
kor Fourier-sora egyenletesen konvergens.

Onmagaban az f Fourier-sordanak egyenletes konvergencidbl még nem kovetkezik
az f(x) = ®(x) egyenloség. Csak annyi kovetkezik a 2.159. tétel értelmében, hogy &
Fourier-egyiitthatoi megegyeznek f Fourier-egyiitthatdival. (Es a 2.27. tétel értelmében
¢ folytonos.)

Felmeriil a kovetkezo kérdés: ha f és @ Fourier-egyiitthatdi azonosak, lehetséges-e,
hogy f(x) £ ®(x)? Lehetséges. Ha a 2.166. példaban az f(z) = |z| fliggvény értékét
egyetlen pontban megvaltoztatjuk, (pl. fi(1) := 3, és x # 1 esetén fi(x) = f(x)), akkor
a Fourier egyiitthaték nem valtoznak meg, igy ®(x) sem véltozik, de fi(1) # ®(1), igy
fEd=T.

Ha viszont f folytonos, akkor mar érdekes a kérdés, és a vélasz Gsszefiigg a trigono-
metrikus rendszer teljességével.

Legyenek f és ® Fourier-egyiitthatdi azonosak, tehat f—® Fourier-egyiitthatoi nullék,
vagyis (f — ®@|px) = 0. Tehat f — ® ortogondlis a ¢, p1, e, ... fliggvényrendszerre.

Bévithet6-e a trigonometrikus rendszer?
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2.169. Tétel (Trigonometrikus rendszer teljessége) Jeldlje {py}ren a 2.156. meg-
jegyzésben is hasznalt trigonometrikus rendszert. Ha a g fiigguény 2mw-szerint periodikus,
folytonos, és

(gloe) = / "g@)p()dz =0, VEeN,

akkor g = 0, azaz a trigonometrikus rendszer folytonos fligguénnyel nem bovitheto.

A Fourier-sor konvergenciajaval kapcsolatban sok tétel ismert. Mi egy kénnyen ke-
zelhetd tételt hasznalunk:

2.170. Tétel (Dirichlet, elégséges feltétel a Fourier-sor konvergencidjara) Ha az
f figgvény 2m-szerint periodikus, integrdlhatd a [0, 27] intervallumon, és [0, 2] felbont-
hato véges sok részintervallumra gy, hogy ezek belsejében f monoton, és a részintervallu-
mok végpontjaiban f-nek a féloldali hatarértékei léteznek (végesek), akkor f Fourier-sora
minden x € R pontban konvergens, és

flx—=0)+ f(z+0)

O(x) = 5 :

Tudjuk, hogy monoton fiiggvénynek minden pontban létezik a bal és jobb oldali
hatarértéke, tehat a Dirichle-tétel feltételeinek eleget tevé f fiiggvénynek csak elsofaju
szakadasai lehetnek. A tétel értelmében f folytonossagi pontjaiban a Fourier-sor eldallitja
a fliggvényt, a szakadasi pontokban pedig a két féloldali hatarérték atlagat.

2.171. Példa (Négyszogjel Fourier-sora) Hatdrozzuk meg az

f(w):{l’ ha x € 2k, 2k + ), (k€ 7)

—1, hax € [2kr — 7, 2km),
néqyszogjel Fourier-sordt valamint a Fourier-sor ® dsszegét!

103 Megoldas: Az f figgvényt a 2.10 dbra elsé része mutatja.
A Fourier-sor egyiitthatdi a 2.162. definicio alapjan szamoljuk, az integrdldst a [—m, 7|
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2.10. dbra. Az f(x) négyszogjel és Fourier-soranak ®(x) dsszege.

intervallumra végezve (k € {1,2,3...}):

1 ™
ag = — f(z)dz =0, mavel f pdaratlan figgvény,
7T —T

pdratlan  pdros
1 (™ A~ —A—

ar = — f(z) -coskxdx =0,
7T 771-\ 7

-~

pdratlan

pdratlan pdratlan
1 /™ ~ — 2
by = — f(x) - sinkzx de=— [ sinkzdr=
T 771_\ - J 0

T
pdros
2 r—coskxrim 0, ha k pdros,
B %[ k L:o | —. hak pdratlan.

krm

(A négyszigjel valdjaban nem pdratlan fiigguény, de ha a szakaddsi helyeken értékét 0-nak
definidlnank, akkor mdr az lenne, és ez a valtoztatds az integralok értékét nem befolyd-
solja.) Tehdt a négyszigjel Fourier-sora:

oo

4 sin 3z sin5ac+”'> 4zsin(2n+1):p)‘

O(x) = - (sinx +

(2.5)

T 3 + 5 2n + 1
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2.11. dbra. Az f(x) négyszogjel és Fourier-soranak elsé néhény részletosszege.

A Dirichlet-tétel értelmében (2.170. tétel) a sor dsszege elbdllitja a fiigguényt azokban
a pontokban, ahol f folytonos, a szakaddsi helyeken pedig

f(km+0)+ f(kr —0)

=0.
2

O (km) =

A 2.10 abran dsszehasonlithatjuk a sorba fejtett f(z) figgvényt és Fourier-sordnak ®(x)
dsszegét. A 2.11 dbra a négysziégjel Fourier-sordanak elsé néhdany kézelitd dsszegét mutat-
ja. Az animdcio azt mutatja, hogy az elsé mintegy hatvan Fourier-részletosszeg hogyan
kozeliti a négyszogjelet.

2.172. Megjegyzés A négyszigjel Fourier-sora biztos, hogy nem egyenletesen konver-
gens a [0, 2w] intervallumon, mert ha az lenne, akkor a 2.27. tétel értelmében a  dsszeg-
figguény folytonos lenne (2.29. kivetkezmény). Ez a tény az animdcion is jol latszik, a
szakaddsokndl a részletosszegek tullovése” nem csokken, csak egyre kisebb tartomanyra
korldtozodik.

2.173. Megjegyzés A (2.5) sorfejtést az x = T helyen kiértékelve azt kapjuk, hogy

i(_m_l 1l 1 1. 7
on+1 3 5 7 4

n=0

Pontosan ugyanezt az 0sszeget mar az arctg fiigguény Taylor-sorfejtésénél is, a 2.95.
megjeqyzésben megkaptuk.
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2.12. dbra. Az f(x) flirészfogjel és Fourier-sordnak ®(x) dsszegfiiggvénye.

2.174. Példa (Fiirészfogjel Fourier-sora) Hatdrozzuk meg az
fla) =2z, hazel[-mm) flz+2m) = f(z)
formulakkal értelmezett flirészfogjel Fourier-sordt valamint a Fourier-sor ® dsszegét!

104 Megoldas: A Dirichlet-tétel (2.170. tétel) értelmében a Fourier-sor ® dsszegfiigg-
vénye megeqyezik f-fel azokban a pontokban, ahol f folytonos, a szakaddsi helyeken pedig
a bal és jobb oldali hatarérték szamtani kiozepét kapjuk. Az f fiigguényt és a Fourier-
soranak dsszegét a 2.12 abra mutatja.

A Fourier-sor egyiitthatoi most is a 2.162. definicio alapjan szdmoljuk, az integrdldst
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a [—m, 7] intervallumra végezve (k € {1,2,3...}):

1 s
aoz—/ rdx =0,
7T ™

1 s
ap = — rcoskr dr =0,
T N——

" pdratlan
1 [7 2 [T 21 —coskx~
bk:—/ xsinkxdm:—/ xsinkxdx:—[xﬂ} +

s and T Jo Tl k 2=0)

T —T s 2
pdros o
k
2 (™ coskx 2 2 rsinkxq~
— de = (=1 k+1~ “ [ :| _
T /xzo Al S
—_——

=0

%, ha k paratlan.

_ {‘TQ, ha k pdros,
Tehdt a flrészfogjel Fourier-sora:

Qi k+1$1nkx _Qsinx_281n2$+2sin3x_2sin4x+'” (2.6)
k=1

2 3 4

A 2.170. Dirichlet-tétel értelmében

B(x) = f(z), hax# 7+ 2kn, (ke )
0, ha x = 7w+ 2km.

A flrészfogjel Fourier-sordnak elsé néhdny részletésszege a 2.15 dbran, valamint az
animdacion lathato.

2.175. Megjegyzés A 2.27. tétel 2.29. kivetkezménye értelmében a fiirészfogjel Fourier-
sora sem egyenletesen konvergens a [0, 2] intervallumon. Ez most is jol ldatszik az ani-
macion.

A (2.6) sorfejtést az x = 75 helyen kiértékelve most is a 2.175. megjegyzésben szerepld
numerikus sor 0sszegét kapjuk meg.

162


fureszFr_anim.gif
fureszFr_anim.gif
fureszFr_anim.gif

3mn/2

/2

-T

-3m/2
-2n -3m/2 -T /2 0 /2 n 3n/2 2n

2.13. dbra. Az f(x) fiirészfogjel és Fourier-sordanak elsé néhany részletosszege.
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3. fejezet

Tobbvaltozos fiiggvények

3.1. Bevezeto

3.1.1. Véges dimenzios euklideszi tér

Az n-dimenzids valds euklideszi teret R™-nel jeloljiik, elemei rendezett szam n-esek, azaz
n-dimenzids vektorok. Ezeket aldhtizéassal jeloljiik.

z = (r1,29,...,2,) €ER"

3.1. Tétel R"” linedris tér a vektorok osszeadasdra illetve a vektor skaldrral vald szorzd-
sdara nézve.

Ahhoz, hogy egy vektorteret euklideszi térnek nevezziink, sziikséges egy tigynevezett
skaldris szorzat (14sd 2.146. Definicié), amit szokdsosan a kovetkezOképpen értelmeziink

(z]y) =(z,y) = szyl
i=1
Ha nem okoz félreértést, megtehetjiik, hogy egyszerti szorzasként jeloljik: zy.
3.2. Tétel A fenti definicio kielégiti a skaldris szorzat axiomdit.

Euklideszi tér mindig normalt tér is, azaz a bels6 szorzatbdl mindig szarmaztathato
norma, amit szokasosan abszolit értéknek vagy hosszisagnak neveziink. Nevezetesen
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Normaélt tér metrikus tér is, azaz a normabdol mindig szarmaztathaté metrika, amit
szokasosan tavolsagnak neveziink. Nevezetesen

d(z,y) =z —yl=

Az aldbbi vektorrendszert szokasosan R" természetes béazisanak nevezziik.

e; =(0,0,...,0,1,0,...,0) € R, (i=1,2,....n)
- N—— ], —  p—
i—1 db n—i db

Valéban, ezek paronként merélegesek (skaldris szorzatuk 0), igy linedrisan fiiggetle-
nek.

Tovabba, kifeszitik a teret, azaz generatorrendszert alkotnak, ugyanis minden x € R",
z = (x1,29,...,2,) esetén

n
§:x1g+zz2@+~--+:ﬂne_n:z:vig.
i=1
Végill egységnyi hossziak, igy ortonormalt bazist alkotnak. Ezért R™ valéban n-
dimenzios.

3.3. Megjegyzés Két- és hdromdimenzios esetben (n = 2,3) a koordindtdkat sokszor
Jelolyiik xy, xo €s x3 helyett x, y és z-vel, illetve a bdzisvektorokat ey, ey és e3 helyett i,
J €s k-val.

3.4. Definicié Ha D C R", akkor az
f:D—=R
fiigguényt n-vdltozos fiigguénynek nevezziik.

A fiiggvény értékkészlete is lehetne tobbdimenzids, azaz tobbértékii (vektor értéki)
fiiggvényekrdl is beszélhetnénk, de a 3.2.6, 3.2.7 és 3.3.8 alszakaszokat leszamitva, tobb-
nyire csak egyértékii (valos értéki) fiiggvényekrol lesz sz6. A fejezet tobbi részében, ha
méast nem mondunk, f n-valtozés (valés értéki) fiiggvényt jelol.

3.1.2. Néhany definicio és tétel

Kimondunk egy sokszor hasznalhato egyszerii tételt.
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3.5. Tétel Haz,y € R", ésip € {1,2,...,n}, akkor

jio] < max|a| <zl <Y ail,

7

|Zig = Yio| < max|z; —y| < d(z,y) < > o — wil.

1

Fontos elnevezések és jelilések.

o Kornyezet: Minden a € R" és r > 0 esetén a r sugard koérnyezete
K., =K(a,r)={z € R" :d(z,a) <r}.

Ha r-nek nincs jelentésége, roviden K,-val is jeloljiik.

n =1 esetén (a —r,a + r) nyilt intervallum;

n = 2 esetén a kozéppontu r sugari nyilt korlap;

n = 3 esetén a kozéppontd r sugaru nyilt gomb;

n > 3 esetén n dimenzios a kézéppontd r sugaru nyilt gomb.

o Atszurt kornyezet: Minden a € R"™ és r > 0 esetén a r sugard atszurt vagy lyukas
kornyezete

Kow =Ky \{a} ={zeR":0<d(z,a) <r}.

e Belsé pont: A b€ R" az A C R” bels6 pontja, ha 3K}, : K;, C A.

int A: A belseje, azaz A belsé pontjainak halmaza.

e Hatarpont: A h € R"-et az A C R™ hatarpontjanak nevezziik, ha se nem bels6
pontja, se nem kiilsé pontja, azaz ha VK, : K, ¢ A és K, N A # 0.

front A: A hatara, azaz A hatarpontjainak halmaza.
e Kiils6 pont: A k € R™ az A C R™ kiils6 pontja, ha 3K : KN A = 0.

cl A: A lezartja, azaz A bels6 pontjainak és hatarpontjainak halmaza. Mésképpen
azon pontok halmaza, melyek nem kiils6 pontok.

e Torlédasi pont: ¢ torlédasi pontja az A C R™ halmaznak, ha VKQ atszurt kornye-
zetre:

K.NA#0D.

e Nyilt halmaz: A C R” nyilt, ha minden pontja belsé pont, azaz int A = A.
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e Zart halmaz: A C R” zart, ha minden hatarpontja eleme, azaz cl1 A = A.
e Korlatos halmaz: Az A C R™ halmaz korlatos, ha

HKQZACKQ.

e Kompakt halmaz: A C R™ kompakt, ha korlatos és zart.

3.6. Megjegyzés Ha A jeloli A C R™ komplementerét, azaz A = R*\ A, akkor meg-
mutathatoak a kovetkezok:

1. intA=clA.

2. A C R™ pontosan akkor zdrt, ha komplementere nyilt.

3. A C R™ pontosan akkor zdrt, ha tartalmazza minden torldddsi pontjdt.
[gaz a Cantor-axiéma altaldnositasa:

3.7. Tétel R" egymdsba skatulydzott, nem fdires, kompakt részhalmazaibol dallo sorozat
metszete nem ures.

Bebizonyithaté a Bolzano—Weierstrass tétel altalanositasa:
3.8. Tétel R" korldtos, végtelen elemii részhalmazdnak mindig van torloddsi pontja.

e Folytonos ut: Ha a = (ay,...,a,),b = (b1,...,b,) € R" és ¢; € C'[Oaﬁ] ugy, hogy
wila) = a; és @;(B) = b; Vi € {1,...,n} esetén, akkor

gap = {(e1(t), .. on(t)) € R" : £ € [, f]}
egy az a és b pontokat 0sszekoto folytonos 1it.

o Osszefiiggé halmaz: A C R™ 6sszefiiggs, ha barmely két pontja osszekotheté hal-
mazbeli folytonos uttal, azaz

Va, b€ A:3g.p C A

e Szakasz: Ha a,b € R", akkor az
lap={a+t(b—a):t€[0,1]}
az a és b pontokat 0sszekotd szakasz.

e Konvex halmaz: A C R" konvex, ha barmely két pontjat 6sszekoto szakasz a
halmazban fut, azaz
Va,be A:l,p C A
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3.1.3. Pontsorozatok

3.9. Definicié Az z : N — R" fliggvényt n-dimenzids pontsorozatnak, vagy vektorsoro-
zatnak nevezziik.

A szamsorozatokndl megszokott mddon a sorozat k-adik elemére az x(k) helyett az xy,
jelolést haszndljuk, €s ha ez nem okoz félreértést a sorozatot is xy-val jeloljik.

a € R" esetén azt mondjuk, hogy xy konvergens, és hatdrértéke a, ha

Ve >0:3N(e) k> N(e) = ap € K.
Ezt igy s mondjuk, hogy xy tart a-hoz, és az alabbi modokon jeldljik.

lim 2, = a limzy =a  zx —a
k—o0

3.10. Tétel (Koordinatankénti konvergencia) Ha az x; n-dimenzids pontsorozat
k-adik elemének koordindtdira az xyy, Ta, - - . , Ty jeloléseket haszndljuk, ésa = (ay, ag, . .., a,) €
R™, akkor

limz, =a <= Vie{l,...,n}: limzy = q;.

Bizonyitas. e —>: Legyen N(e) az x;, — a pontsorozat konvergencidjanal szerepld,
e > 0-hoz tartozé kiiszob! Ugyanez j6 lesz minden i € {1,...,n} esetén az xy; — a;
konvergencidjandl is e-hoz tartozé kiiszobnek, hiszen a 3.5. Tétel szerint, ha k >
N (e), akkor

|Tg — a;| < d(xg,a) <e.

e <=: Legyen most N;(%) az =-hez tartozé kiiszob, az ry; — a; konvergencidndl, és
legyen N(e) = max N;(£). Ekkor & > N(e) esetén k > N;(£) minden i-re, és igy
a 3.5. Tétel szerint
€
d(xx, a) S;’xki_ai‘ <;ﬁ:€! -

Emiatt a tétel miatt a pontsorozatok konvergenciajat mindig visszavezethetjiik szam-
sorozatok konvergencidjanak vizsgalatara, igy ezzel nem kell kiilon foglalkoznunk.

3.11. Példa Mi a hatdrértéke az

sorozatnak?
105 Megoldas:



3.1.4. Kétvaltozos fiiggvény grafikonja

A vektor valtozés, valés értéki fiiggvények koziil fontos a kétvaltozos fiiggvények vizs-
galata. Ezeket szemléltetni is tudjuk az alabbi mdédokon.

Ahogy az egyviltozos (egyértékil) fiiggvényt egy gorbeként abrazolhattuk, a kétval-
tozds fiiggvényt egy feliilettel szemléltethetjiik, ha elég ’sima’. Ezt a H, feliiletet f
grafikonjanak nevezziik:

Hy = {(2,y,2) € R®: (z,y) € Dy,z = f(x,y)} = graf f.

(a) Egy pont (b) Feliilet

Példaul az f(z,y) = c — £x — 7y fiiggvény grafikonja a z = ¢ — o — 7y feliilet, azaz
x
TP
a b ¢

tehédt egy olyan sikrél van szé, amely az x,y, z tengelyeket rendre az (a,0,0), (0,b,0),
(0,0, ¢) pontokban metszi. Lasd a 3.1 ébra.
Ha megforgatjuk az (x, z) sikban 1évé z = f(x) gorbét a z tengely koriil, akkor a

2= ) = [ (Va7 +3?)

felillethez jutunk. Lasd a 3.2 abra.
Példul a z = 2% + 1 gorbének a z tengely koriili megforgatdsaval a

2
z = <\/x2+y2> +l=a?+9*+1
feliilethez jutunk (forgdsi paraboloid). Lasd a 3.3 ébra.

Az f(x,y) = /2? +y? grafikonja a 2z = /22 + y? feliilet, ami a z = /z gorbe z

tengely koriili forgatasaval keletkezett. Lasd a 3.4 abra.
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T

3.1. dbra. Tengelyeket adott pontokban metszo sik.

(a) (b) r=Va? +y? ()

3.2. abra. Forgasfeliilet

3.1.5. Szintalakzatok

Masik lehetoség tobbvaltozds fliggvény szemléltetésére a szintalakzatok abrazolasa.

3.12. Definicié Szintalakzatnak nevezzik azon Dy-beli pontok halmazdt, melyekhez f
ugyanazt az értéket rendels.

3.13. Megjegyzés Az értékkészlet minden eleméhez tartozik tehdt eqy szintalakzat. Ha
példdul ¢ € Ry, akkor a hozzdtartozo szintalakzat

{z € Dy: f(z)=c}

A fligguény eqy szintalakzaton tehdt dllando.
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y

3.4. dbra.

Kétvdltozds fiigguény esetén a rogzitett z € Ry-hez tartozd szintalakzat a z = f(z,y)
egyenlet megolddsainak halmaza. Ha f elég sima, akkor a szintalakzat egy vagy tobb gorbe
az (x,y) sikon, ezért kétvdltozds esetben a szintalakzatokat szintvonalaknak hivjuk. Ilyet
lathatunk egy domborzati térképen, ldsd a ’http://mercator.elte.hu/ deszter/mapinfogyak’
oldalrol dtvett 5.5 dbran.

Hasonloan hdromudltozos fiigguény esetén szintfeliiletrol beszéliink.

Mivel az el6z6 alszakasz utolsé két fiiggvénye z tengely koriili forgastestet adott, igy
szintvonalaik origd koézéppontu korok lesznek.

z = f(z,y) = 22 +y> + 1 esetén a z = 1-hez tartoz6 szintvonal egyetlen pont,
z < 1-hez nem tartozik szintvonal, mert Ry = [1,00), és z > 1 esetén a szintvonal egy
origd kozépponti kor. A 3.3 és a 3.6(a) abrakon a z = 1,2, 3, 4-hez tartoz6 szintvonalak
lathatok.
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isik L magassagkiilonbség
melszosi 4
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— ~ _4&— alapszintvonal

3.5. dbra. Szintvonal

z = f(z,y) = Vx? + y? esetén a z = 0-hoz tartozd szintvonal egyetlen pont, negativ
z-hez nem tartozik szintvonal, mert R; = [0,00), és pozitiv z esetén a szintvonal egy
origd kozépponti kor. A 3.4 és a 3.6(b) abrdkon a z = 0,1, 2, 3-hoz tartozé szintvonalak
lathatok.

N
7

LN L2
e nE

(b)

3.6. abra. Forgastest szintvonala
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3.1.6. Néhany feliilet

&

r+y+22=6 r+y+22=12
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3.1.7. Gyakorlé feladatok
Abrézolja a kovetkezo fiiggvényeket!

1. 3x+4y — 2z = 2;
2. z = 2x% + 3y
3. z=—2% — 9%
4. 2 =6+ 2%+ 9%
5. 2 =6— 2% —y%
6. z:\/m;

7. 22 =2+ %

xr z
10. &4+ + = =1;

11. 2 =y? — 22

3.2. Hatarérték, folytonossag

3.2.1. Ertelmezés

3.14. Definicié Legyen a torléddsi pontja Dy-nek, és b € R!' Azt mondjuk, hogy f
hatdrértéke a-ban b, ha

Ve>0:30(e) >0:2z€ DsN Kg,g(a) = f(z) € K.
Ezt igy jeloljik:
lim f(z) = 0.
z—a
Legyen a € D! Azt mondjuk, hogy f folytonos a-ban, ha
Ve > 0: 35(8) >0:ze€e DN K%(;(E) =4 f@) € Kf(g)vg.

Az egyvaltozos esethez hasonléan, most is szoros kapcsolat van a hatarérték és a
folytonossag kozott, ami a definicié kozvetlen kovetkezménye.
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3.15. Kovetkezmény Legyen a € Dy torldddsi pontja Dy-nek! f pontosan akkor foly-
tonos a-ban, ha

lim f(z) = f(a).

z—a

3.16. Tétel (Atviteli elv) Legyen a torloddsi pontja Ds-nek! f hatdrértéke a-ban b
pontosan akkor, ha minden Dy \ {a}-beli a-hoz tarté xj sorozatra az f(xy) sorozat tart
b-hez, azaz

lim f(z) =b <

z—a

= a = flzx) = b,
ahol xy tetszdleges Dy \ {a}-beli sorozat.

Legyen most a € Dy! f folytonos a-ban pontosan akkor, ha minden D;-beli a-hoz
tarto xy sorozatra az f(xy) sorozat tart f(a)-hoz.

3.17. Tétel Legyen a belsé pontja Dy-nek gy, hogy f folytonos a-ban, és f(a) > 0.
Ekkor
1K,z € K, = f(z) > 0.

1 Utmutatas: Mint valdsban. Legyen ¢ = f(a) és 6() elég kicsi, hogy K,5 C Dy is
teljesiiljon.
3.2.2. Folytonos fiiggvények

3.18. Definicié Ha A C Dy, és f folytonos minden a € A pontban, akkor azt mondjuk,
hogy f folytonos A-n.
Ha f folytonos D¢-en, akkor f-et folytonosnak nevezzik.

Az atviteli elv segitségével bizonyithatd az aldbbi tétel:

3.19. Tétel (Folytonossag és miiveletek) Ha f és g n-vdltozds fiigguények folytono-
sak az a € Dy N D, pontban, illetve X € R tetszdleges, akkor \f, f4g és f-g is folytonos

a-ban. Ha még g(a) # 0, akkor / is folytonos a-ban.
g
3.20. Példa Mutassuk meg, hogy f(x,y) =y folytonos R*-en!

106 Megoldas: Bdrmely rogzitett (a,b) pontbeli folytonossdg beldthato definicio szerint,
d(e) = € wvalasztdssal. Ugyanis a 3.5. Tétel miatt

|f($7y) - f(aa b)‘ = |y - b’ < d((:@y), (a? b))

Hasonléan ldthatd, hogy az f(z,y) = x is folytonos R?-en, illetve hogy f(x) = z;
folytonos R™-en, 1 =1,2,....n.
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3.21. Megjegyzés A fenti tételbdl kivetkezik, hogy x™, y* valamint z™-y* is folytonosak
és igy ezek konstansszorosai, 0sszegei is folytonosak. Tehdt az n wvdltozos polinomok
 Dml(z)

pr(z)

folytonos, ha a nevezé nem nulla.

folytonosak. Sét, az r(z) (két polinom hdnyadosa) raciondlis tort kifejezés is
3.22. Példa Hol folytonos a
pa(z,y,2) = 2°2 + bayz — 422 + 6y — V2
hdromudltozds, negyedfoki polinom?
107 Megoldas: Az iménti megjeqyzés szerint mindenhol, azaz az eqész R3-on.
3.23. Kovetkezmény A skaldris szorzds folytonos.

2 Utmutatds: Tekintsik az n-dimenzids skaldris szorzdst eqy 2n-vdltozos fiigguénynek
a kovetkezoképpen:

(xlax%"wxnayluy%'"7yn) = T1 +$2y2 + o +mnyn

Ez az elozoek szerint folytonos.

3.2.3. Osszetett fiiggvény folytonossiga
Legyen most f egyvaltozos, mig g tobbvaltozés! Ekkor fog: Dy, C R™ — R fiiggvényt
z€Dpy={z €D, gx) € Dy}

esetén értelmezziik, igy:

(fog)(z) = flg(x)).

3.24. Tétel (Osszetett fiiggvény folytonossaga) Ha g folytonos a-ban, ahol a €
D,, és f folytonos b-ben, ahol b = g(a) € Dy, akkor f o g folytonos a-ban.

Példéul, ha folytonos egyvaltozds fiiggvénybe folytonos kétvaltozds fiiggvényt helyet-
tesitiink, akkor folytonos fiiggvényt kapunk.

3.25. Példa Hol folytonos a sin(x + 2y?) fiigguény?

108 Megoldas: A f(z) = sinz egyvdltozds fiigguényrél kordabbrol tudjuk, hogy folytonos,
a g(z,y) =z +2y?* fiigguényrdl pedig az elébb ldttuk, hogy szintén folytonos. Az dsszetett
fiigguény folytonossagdrol szolo tétel alapjan a

sin(z +2y%) = (f o g)(z,y)

fligguény is folytonos mindenhol, azaz az egész R?-en.
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3.2.4. Sziikséges feltételek hatarérték létezésére

Latjuk, hogy a szokasos fiiggvényekbol zart alakban alkotott fliggvények tobbvaltozos
esetben is folytonosak, igy hatarértékiik vizsgdlata sem nehéz. Més a helyzet a kdvetkezo
fiiggvényekkel.

Az egyszerliség kedvéért, bevezetjiik a kivetkezd jelolést.

3.26. Definicié Ha D C R" és a € R"™, akkor D-nek a-val vald eltoldsa alatt a
{z+acR":z€ D}

halmazt értyik. Erre bevezetjiik a
D+a

jelolést.
Hasonloan értelmezzik a

D—a={z—a€eR":xz€ D}
halmazt is.
3.27. Megjegyzés

D—a={zeR":x+4+a€ D}

3.28. Lemma a pontosan akkor torldddsi pontja Dy-nek, ha O torléddsi pontja Dy — a-
nak.
Tovdbbd, ha Dy = Dy — a, és g(z) = f(z + a), akkor

lim f(z) = lim g(z).

z—a z—0

Ez alatt azt értve, hogy ha az eqyik létezik, akkor a mdsik s, €s ilyenkor egyenliek.

A lemma miatt elég csak origdbeli hatdrértéket vizsgalnunk a kovetkezd tételben (és
altaldban is). Tovabba, a kovetkezd tételt csak kétvéltozds fliggvényre mondjuk ki, de
hasonlét mondhatnank még tobb valtozo esetén is.

3.29. Tétel Legyen Dy C R? dgy, hogy az origd belsd pontja Dy U{0}-nak, azaz EIKQ C
D¢l Ha az f fiigguénynek létezik hatdrértéke az origoban, és ez A € R, azaz

3 lim flz,y)=AER,
oo’ (:9)

akkor a kévetkezok is teljesiilnek:

1. Ellin[l)f(x,y) = lin%)f(:t,()) = A;

y=0
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2. Ilim f(z,y) = lim £(0,y) = A;

y—0
g. 3lim f(z,y) = lim f(z,z) = A;
y=zx z—0
z—0
4. VmeR: 3 lim f(z,y) = lim f(x,mz) = A;
z—0 z—0

y=mx

5. haVx € Ky : lim f(z,y), akkor 3lim lim f(z,y) = A;
y—0 z—0 y—0

6. haVy € Ko : 3lim f(x,y), akkor 3lim lim f(z,y) = A;
z—0 y—0 z—0

3 Utmutatas: 4 4. dllitds azt mondja, hogy barmely m meredekségii eqyenes mentén
tartva az origohoz a hatdrérték ugyanaz marad. Ez az dtviteli elv kézvetlen kovetkezmeé-
nye.

A 2. dllitdsban az egyetlen, a 4-ben nem tdrgyalt eqyenes, a fiiggdleges mentén tartunk
az origohoz. Ez ugyanigy jon az dtviteli elvbdl. Az 1. és a 3. dllitds a 4. specidlis esete
m = 0 illetve m = 1 vadlasztassal.

Az 5. és 6. dllitasban pedig lényegében tengelyekkel pdrhuzamos torottvonal mentén
kézelityiik az origot.

3.30. Példa Hol folytonos az aldbbi fiigguény?

_ Y
flz,y) = 2>+
0, ha (z,y) = (0,0)

109 Megoldas: A 3.21. Megjeqyzésbil kovetkezik, hogy az f figguény minden (z,y) #
(0,0) pontban folytonos, csak a (0,0) pontban kell vizsgdlnunk. Ott az dtviteli elv alapjdn
beldthatd, hogy a hatdrérték nem létezik és igy a figguény a (0,0) pontban nem folytonos.
Ugyanis, az x, — 0, yi = xp origéhoz tartd pontsorozat mentén a figgvény 1/2-hez tart

Yk TpTk 1
T —_= —_= — —

mig az x, — 0, yp = 21 origdhoz tarté pontsorozat mentén a figgvény 2/5-hoz tart

flar,yk) = 2142 5

A hatdrérték nem lehet egyszerre 1/2 és 2/5 is.
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Ezt az okoskodast megfogalmazhatjuk gy is, hogy az [ fligguényt az y = mx mentén
vizsgdalva az eredmény fiigg az m-tol, ezért a limesz nem létezik:

i, f(y) =l flema) =l s = T
(2,y)—(0,0)

valdban fiigg az m-tél. (Az el6bbi meggondolasban m = 1-et, illetve m = 2-t vdlasztot-

tunk. )
3.31. Példa
x2y2
flz,y) = q 3zt +4y*’
0, ha (z,y) = (0,0)

lim x,y) =7
(z,9)—(0,0) fz.y)

110 Megoldés: = =0 (az y tengely) mentén: lir% flz,y) = liH(l) f(0,y) =0, mig
= y—

y—0
x* 1
_ e T Y 1 1 , o
y = x mentén lim f(z,y) lim f(z, x) i o3 7 £ 0, ezért nem létezik

r—0
hatarértéek.

Vagy y = mx egyenesek mentén:

m2z* m?

i o) =l =
(z,y)—(0,0)

fiigg m-~tol, ezért nem létezik hatdrérték.

3.32. Megjegyzés A lin% f(z,y) jelentése, hogy rogzitett y mellett x tart a nulldhoz,
T—>

tehdt a fiigguényt egy z-tengellyel parhuzamos egyenes mentén vizsgdljuk.

9
3.33. Példa lim -~ YT
(,y,2)=0 T — 2+ Y
111 Megoldas:
9 9 9
lim lim lim Y %% i im S %% — i 22 = 9
z—=0z—=0y—0 x — 2 + Ty z—0x—0 1 — 2 z—0 —2
9
lim lim lim 2422 i gim 2 Y i L =1 2,

z—=0y—0z—02 — 2 + Yy z—0y—0 x + Ty z—0
ezért nem létezik a hatdrérték. A fenti, ugynevezett ismételt limeszek jelentése, hogy
a tengelyekkel parhuzamos tordttvonal mentén vizsgaltuk a fiigguényt. FEzért ha azonos
értéket kaptunk volna, abbol még nem kovetkezne a hatdrérték létezése. Példaul az v =
y=z=1t¢ést— 0 egyenes mentén lehetne mas a hatdreérték.
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A kovetkez6 példa mutatja, hogy a 3.29. Tételben szereplo feltételek egyiittes telje-
siilése sem elégséges.

3.34. Példa Van-e hatdrértéke az origoban az

2

__ty
f<x’y)_m4+y2

fiigguénynek?

112 Megoldas: A tételben szereplé mind a 6 hatdrérték létezik, és mind 0, ami alapjdin
a kérdésre lehetne a vdlasz igen, de a hatdrérték csak 0 lehetne.

Vizsgaljuk most az (zx, yx) = (%, k%) sorozatot. Mivel ez tart az origohoz, az dtviteli
elv szerint ha létezne a kérdéses hatarérték, akkor

()
D ()

0 = lim f(xg, yx) = lim

N | =

§|w|§|>—t

adodna, tehdt a hatdrérték nem létezik.
A fenti fiigguény ldthato az animdcion.

3.2.5. Egyéb moddszerek a hatarérték vizsgalatara

Lattunk modszereket arra, hogy ha a hatarérték nem létezik, azt hogyan lehet megmu-
tatni. Ha egy az el6zoekhez hasonld fiiggvénynek van hatarértéke, ezt vagy definicié
szerint bizonyitjuk, vagy néha a kovetkezd modszerrel.

3.35. Példa

229>

flz,y) = 22+ 9%

Folytonos-e f az origoban?

113 Megoldas: Legyen x, = 0,C08 Y, Yn = 0nSing,, ahol g, tetszdleges, 0, — O.
Ekkor (x,,yn) eqy tetszéleges (0,0)-hoz tarté pontsorozat. E mentén vizsgaljuk f(x,,yn)
konvergencidjdt:

203 cos p,, sin” p,,

lim0 5 = lim0 20,, cos @, sin ¢, =0 = f(0,0),
On—> n On—> T ——
entetsz. ¢ pntetsz. —0 Lorldtos

tehdt f folytonos (0,0)-ban.
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3.36. Példa Hol folytonos az

TYz
Zrera ! 0.0.0
f(%y,z): x2+y2+227 a($’y7z>7£<7 9 )7

0, ha (z,y,z) = (0,0,0)

fiigguény?

114 Megoldas: A 3.21. Megjeqyzés miatt az origot kivéve mindenhol folytonos, igy csak
az origobeli folytonossagot kell vizsgdlnunk. Mivel (z,y, z) # (0,0,0) esetén a 3.5. Tétel
miatt

|lzy 2| |z| Y| |2|
|f(x,y,z)|:—:](x,y,z)| S
2?4 y? + 22 (z,y, 2)] [(z,y, 2)] (2, y, 2)]

< |(x,y,z)| -1-1-1= |(Iayaz)|a

ezért

lim x,y,2) =0,
(m,y,z)—>(0,0,0)f( Y )

igy [ folytonos az origoban is.

3.2.6. Tobbértéki fiiggvények hatarértéke és folytonossaga

A szakasz eddigi definicidit és tételeit 1ényegében véaltozatlan formaban megismételhetjiik
tobbértéki, azaz vektor értéki fiiggvényekre is. Mi csak a leglényegesebbeket ismételjiik,
¢és kimondunk egy tételt, ami mutatja, hogy a bizonyitasokat sem kell ismételniink.

3.37. Definici6é Legyen D C R", és f : D — R™ n-vdltozds, m-értéki figguény, a
torldddsi pontja Dy = D-nek, és b € R™! Azt mondjuk, hogy [ hatdrértéke a-ban b, ha

Ve>0:30(e) >0:z€ DN Kgyig(g) = f(z) € Kp.

Ezt igy jeloljik:
lim f(z) = b.

T—a—

Legyen most D C R", és f: D — R™ n-vdltozds, m értéki fiiggvény, és a € D! Azt
mondjuk, hogy f folytonos a-ban, ha

Ve >0: 35(5) >0:z2eDnN K%(;(E) - i(g) € Ki(g),s'

3.38. Tétel (Koordinatdnkénti konvergencia) Legyen D C R", és f: D — R™, f
koordindta-fiigguényeire haszndljuk az fi,..., fm : D — R jelolést, és legyen a torloddsi
pontja D = Dy-nek illetve b = (b1, by, ..., by) € R™. Ekkor

lim f(z) =b < Vie{l,...,m}: hinfz(g) = ;.

T—a—
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3.39. Tétel (Koordinatankénti folytonossag) Legyen D C R", és f : D — R™, f

koordindta-figguényeire haszndljuk az fi, ..., fm : D — R jeldlést, és legyena € D = Dy.

Ekkor -
f folytonos a-ban <= Vi€ {1,...,m}: f; folytonos a-ban.

Az el6z6 tételek mutatjék, hogy a valds értéki fiiggvényeknél kimondott tételek vektor
értéki fliggvényekre is kimondhatdk.

Példaul a folytonossag és a miiveletek kapcsolata igaz marad a skalarral valé szorzas,
az Osszeadas és a kivonas esetében. Szorzasra és osztasra azonban nem mondhatjuk, mert
ekkor vektorokat kellene szorozni illetve osztani. Az Osszetett fiiggvény folytonossagara
vonatkozo tételt megismételjiik bizonyitas nélkiil.

Legyen g : D, C R" — R* illetve f : Dy C R¥ — R™! Ekkor fog: D, C R" — R™
fiiggvényt B -

2 € Dyog ={x € Dy : g(z) € Dy}
esetén értelmezziik, igy:

(fog)(x) = flg(z)).

3.40. Tétel ((")sszetett fiiggvény folytonossdga) Ha g folytonos a-ban, ahol a €
Dy, és [ folytonos b-ben, ahol b = g(a) € Dy, akkor f o g folytonos a-ban.

A 3.23. Kovetkezmény alapjan kapjuk, hogy folytonos vektor értéki fiiggvények
skaldris szorzata folytonos, azaz ha f és g folytonos a-ban, akkor

(f(z),9(z))

is folytonos a-ban.

3.2.7. Topoldgiai tételek

Bolzano-tétele altalanosan tgy szol, hogy Osszefiiggé halmaz folytonos képe Gsszefiiggd.
Ennek egy specialis alakja a kovetkezo.

3.41. Tétel (Bolzano-tétel) Ha Dy dsszefiiggd halmaz, f folytonos, a,b € Dy gy,
hogy f(a) < f(b) és c € [f(a), f(b)], akkor

3 € Dy f(§) =c.

Bizonyitds. Mivel Dy osszefiiggd, ezért dg,, C Dy folytonos it, azaz g : [, 8] — Dy
folytonos, amire g(a) = a és g() = b. Az Gsszetett fiiggvény folytonossagérdl szol6 3.40.
Tétel szerint fog : [, B] — R folytonos. (fog)(a) = f(a) és (fog)(B) = f(b), ezért az
egyvaltozos Bolzano-tétel szerint 3t € [« 8], hogy

(fog)t) =c

Ekkor § = g(t) € Dy és f(&) = c. O
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Weierstrass-tétele altalanosan ugy szol, hogy kompakt halmaz folytonos képe kom-
pakt. Ennek egy specidlis alakja a kévetkezo.

3.42. Tétel (Weierstrass-tétele) Ha Dy kompakt és f folytonos, akkor felveszi mini-
mumdt €s mazrimumdt, azaz

3¢,n € Dy :Vo e Dy f(§) < fz) < fln).

3.43. Definicié Azt mondjuk, hogy f egyenletesen folytonos a H C Dy halmazon, ha
Ve > 0-hoz 39(e) > 0, hogy

d(z,y) <d(e) = d(f(z), f(y) <e  (z,y € H).

3.44. Tétel (Heine-tétele) Kompakt halmazon folytonos fiigguény ott egyenletesen foly-
tonos.

3.45. Példa
.T2y2
— 7 0,0
fog) = i a (x,y) # (0,0),
0, ha (z,y) = (0,0)
l'2y2

g(w,y) = § vt +y*
0, ha (w,y) = (0,0)

1. Folytonos-e f, illetve g?
2. Korldtos-e f, illetve g a H = {(x,y) € R* : 2* + y* < 1} kérlapon?

115 Megoldas: 1. Az origon kivil mindenhol folytonos f és g is, igy csak az origobeli
folytonossdag a kérdés.

0y cos® @y sin® g,

ghIE}O 7z = Qligo 02 cos® p, sin® ¢, =0 = £(0,0),
n n N————
pntetsz. " entetsz. —o korldtos

tehdt [ folytonos (0,0)-ban.

m2z* m?

li = li = .
xl—% g(l.’ y) xlir(l) x4 + mixd 14+ m4
y=mzx

Ez fiigg m-tél igy g nem folytonos (0,0)-ban.
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2. Mivel H kompakt, igy 3.42. Weierstrass-tétele szerint f(H) is kompakt, ezért kor-

latos.

Mivel g nem folytonos, itt nem alkalmazhato Weierstrass-tétele.

A szamtani és mértani kozép kozti egqyenlétlenség miatt /xty* <

w2y? 22y 1 ) )
0< At < 2\/x4_y4 =3 Tehat g korldtos.

3.2.8. Gyakorlé feladatok

10.

11.

x + 2y
im =7
(zvy)%(o’o) 33; - y
22 4y
im — =7
(@y)—(00) % — y?
3/2
lim —— Y _9

(.y)=(0,0) /22 + 12
Vi +y o,

lim
(z,9)—(0,0) 22 4 2y?

sin xy
im — =7
(z.9)—(0,0) 2 + y?

3
Yy o,

1i L A
(e0)2(0.0) 22 + y?

3
Yy o,

Iim —F— =
(2,9)—(0,0) 25 + y?
sin 22y
im —= =7
(z.y)—(0,0) 2 + y?
2,2
lim Yy
(@y)—(0,0) 22y% + (z — y)?
2
7y .

11m =/
(z,y)—(0,0) 24+ y

?

Hol folytonos az
sin 22y
, haxz#0,
flay) =49 a? #
Y, hax =0
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12.

13.

14.

15.

fiiggvény?

Milyen ¢ € R esetén lesz

arct , ha (z, 0,0),
) = 8 (z,y) # (0,0)
c, ha (z,y) = (0,0)
mindeniitt folytonos?
Legyen
Yy
—~——  h 0,0
vy L3t @0 £ 00)
0, ha (z,y) = (0,0),

T pedig az |z| + |y| < 1 négyzet.

Folytonos-e a fiiggvény a T" tartoméanyon?

Legyen
2

LY
oz A L 0,0
f(l'a?/)z 2.1'24—3?/2’ a<x’y)7é( ) )a
0, ha (z,y) = (0,0),
T pedig az |z| + |y| < 1 négyzet.

(a) Folytonos-e a fiiggvény a T' tartomanyon?
(b) Korldtos-e a fiiggvény a T' tartomanyon?

(c) Felveszi-e a fliggvény a T tartomanyon a sup f(z,y) és ( i%fo(w, y) érté-
x,y)e

(z,y)ET
keket?
Vizsgaljuk az .
sin zy
, haxz#0,
fla,y)=q V=
1, haxz =0
fiiggvényt!
(a) Dy ="

(b) Folytonos-e a fiiggvény a T kompakt halmazon?

(¢) Korldtos-e a fiiggvény a T kompakt halmazon?

185



3.3. Derivalt

3.3.1. Parcialis derivalt
3.46. Definicié Legyen a € Dy, és x = a; + h! Konstrudljuk meg a g egyvdltozds
figguényt dgy, hogy
g(z) = gla; + h) = f(a + he;) (heR:a+ he € Dy)
teljestiljon, azaz legyen

g($) = f(a’17 ey i1, T, Qg 1y - - 7an)!
Ha g derivalhato x = a;-ben, akkor azt mondjuk, hogy f parcidlisan derivdlhato az i-edik
vdltozdja szerint a-ban, €s ¢'(a;)-t az f a-beli, i-edik valtozo szerinti parcidlis derivdltjanak
nevezzik.
Ezt tobbféleképpen is jeldlhetyiik, nevezetesen

7 V- A I <7 il I A .
f:ri (Q)v dl‘z ) axz ) dCL’Z (Q)v axz <Q>7

D;f <Q>‘

z=a z=a

3.47. Megjegyzés Ahhoz, hogy a fenti g derivdlhato legyen a;-ben kell, hogy a; belsd
pontja legyen Dg-nek. Emiatt csak olyan a-ban értelmeztik az i-edik valtozd szerinti
parcidlis derivdltat, amire a + he; € Dy, ha |h| elég kicsi. Ha példdul a belsé pontja
D¢-nek, akkor ez a feltétel biztosan teljesil a 3.5. Tétel miatt.

3.48. Megjegyzés A parcidlis derivdltakat kozvetve eqyudltozos hatdrértékként értel-
meztik, iqy

flag,...;a;+h,...;a,) — flar,...,ai ... ap)

! = 1 =
fz(a) T h
_ hm f(CLl, ey A1, Xy Qg 1y e - ,an) — f(CLl, ey A1, Ay Qi1 - e ,an) _
T—a; T — a;
- flathe) = f(a)
= l1im
h—0 h
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Specidalisan, kétvdltozos esetben

P (0 0) = lim 280 = F@orwo) P+ hiyo) = flxo, o)
T—T0 r — Xo h—0 h

f/(xo,yo) — lim f<x07y) — f(.’]fOuZJO) — lim f(xo,yo + ]{;) — f(gjO?yO)‘
Y Yy—Yyo y—yo k—0 k

3.49. Megjegyzés (Geometriai tartalom) z = f(x,y) kétvdltozds esetre: Tekintsiik
a fiigguény grafikonja, és az y = yo sik (ldsd 3.7(a) dbra zold sikja!) metszetét, azaz az
y = o feltételnek eleget tevd feliileti gorbét (lasd 3.7(a) dbra piros gorbéje).
Ez a
{(z, 0, f (@, 90))} = {(z,90,2) : (z,90) € Dy, 2z = f(x,5)}
——

g(x)

ponthalmaz. Legyen o ezen gorbe (xq, yo, f(xo, yo)) pontbeli érintdegyenesének (lasd 3.7(a)
abra kék egyenese) hajlisszoge (az y = yo sikban). Az egyvdltozds figguény derivdltjd-
nak geometriai tartalma miatt: tga = ¢'(xo) = fi(xo,y0), ezért az adott érintdegyenes
irdnydba mutatd vektor: vy = (1,0, fi(x0,Y0)) =t + fo(z0, yo)k.

Most tekintsiik a figguény grafikonja, és az v = xy sik (ldsd 3.7(b) dbra zold sikja!)
metszetét, azaz az x = xq feltételnek eleget tevd felileti gorbét (ldsd 3.7(b) dbra piros
gorbéje).

Ez a

{(x07 Y, f(x07 y))} = {(x()? Y, Z) : (.1'0, y) € Df7 z = f($0,y)}
—

9(y)

ponthalmaz. Legyen B ezen girbe (xo, yo, f(zo,Yo)) pontbeli érintdegyenesének (lasd 3.7(b)
dbra kék egyenese) hajlisszige (az x = xy sikban). Az egyvdltozds figguény derivdltjd-
nak geometriai tartalma miatt: tg 8 = g'(yo) = f, (70, y0), exért az adott érintdegyenes
irdnydba mutaté vektor: vy = (0,1, f, (z0,y0)) = j + f,(z0, Yo) k-

Szdmoljuk most ki a két érintdegyenes dltal meghatdrozott sik egyenletét! Ez a sik
dthalad a Py = (0, yo, f(x0,y0)) ponton és n normdlvektora merdleges vi-re és vo-re is,

tehat
k

i
n=v Xvg=|1 0 fal@o,y0)| = —frlwo, yo)i — f{,(xmyo)i‘f‘k-
0 1 f;(xoayo)

Ennek (—1)-szeresével szoktunk dolgozni, igy ennek a siknak egy egyenlete:

fo(@o, o) (x — o) + f1(w0, %0) (¥ — %o) — (2 — f(w0, %0)) = 0.

Késébb lesz réla szd, hogy milyen feltételek mellett fogjuk ezt a sikot az f fiigguény (o, yo)-
hoz tartozo érintosikjanak nevezna.
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(a) Els6 véltozo szerinti (b) Mésodik véltozé szerinti

3.7. abra. parcialis derivalt

11
A 3.7 dbra az f(z,y) = 1+ 2 +y? fiiggvény a = (xo,y0) = (5, 5) pontbeli parcidlis

derivéltjait szemlélteti.
3.50. Példa Adjuk meg az
flz,y) =y’ + 22" + 3(2y +1)°
fiigguény parcidlis derivdltjait!
116 Megoldas:
fa(z,y) =yPe™ - (=3) + 8%  fi(x,y) =3y ¥ +15(2y +1)* - 2.
3.51. Példa Adjuk meg az
f(z,y) = 22° cosg N T

fiigguény parcidlis derivdltjait!
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117 Megoldas: y # 0 mellett

fl = 622 cos = + 223 - (—sin£>—+2x;
Y

fy = 227 (— sin g) (—%) + 3y°.

3.52. Példa Adjuk meg az

22
fla,y) = %“H& ha (z,y) # (0,0).

3, ha (z,y) = (0,0)
fiigguény origobeli parcidlis derivdltjait!
118 Megoldas:

F(h,0) = £(0,0) 0+2h+3-3

, . . . .
12(0, 0) N }lg% h - }L1—>Hé h 2,
illetve
—4k +3—-3
. f(0,k)— f(0,0) k2 - )
!/ _ — Y = _— =
fy(O, 0) = llcl—r% k - llgtlj k llclg(l) k2 &0

tehat az y szerinti parcidalis derivalt nem létezik.
Vagy g1(x) = f(x,0) = 2z + 3, dgy f,(0,0) = g1(0) = 2, dlletve

4
—+3=—-+4+3, hay#0,
92(y) = f(0,y) = § ¥ y
3, ha y = 0.

Ez a fligguény nem folytonos y = 0-ban, igy ott nem is derivdlhato, ezért f nem
derivdlhato parcialisan az origoban a 2. vdltozo szerint.

3.3.2. Totalis derivalt

Egyvaltozds esetben akkor neveztitk az f fiiggvényt derivdlhaténak az a € int Dg-ben,

ha az
g T B = fle) L flat h})L ~ f(a)

T—a Tr— a h—0

hatarérték létezik és véges. Ez igy tobb valtozos esetben nem megy, mert a nevezdben
vektor lenne. Ezért hasznaljuk az ekvivalens Fréchet-féle alakot

o @) = (@) = A~ a)

T—a |x — al

=0,

189



vagy a linedris approximaciot,
Af=fla+h)— f(a)=A-h+¢e(h)-h,

ahol A fliggetlen h-tol, és }llil% e(h) = 0. Ezek atirhatok vektorokra.
—

Most értelmezziik a derivéaltat a linearis approximéaciéval, egyszeriien szorzatként je-
16lve a skalaris szorzatot.

3.53. Definicié Legyen a belsé pontja Dy-nek! Azt mondjuk, hogy f (totdlisan) deri-
vdlhato a-ban, és a-beli gradiens vektora a G € R", ha 3¢ : Dy —a — R" dgy, hogy
Vh € Dy — a esetén

Af=flat+h)—fla)=G-h+e(h)-h

€s

lime(h) =0
A gradiensvektorra a

gradf(a) = G

jelolést vezetyiik be.

Fontos, hogy e(h) — 0 esetén vektor értékii fiiggvény hatarértékérsl van sz, lasd
3.37. Definicié.

3.54. Megjegyzés A 5.5. Tételt felhaszndlva kapjuk, hogy

Z 81(@) - hy

|§(ﬁ) 'ﬁ’ _ li=t
1 Al

=1 - i=1

3.55. Tétel (A totdlis derivalhatésag sziikséges feltételei) Ha f az a-ban totdli-
san derivdlhato, akkor

1. mindegyik valtozoja szerint derivdlhato parcidlisan, és
f2:(a) = grad f(a);.

2. folytonos a-ban.

190



Bizonyitas. 1. h = hje; esetén
Af = fla+ hiei) = f(a) = gradf(a); - hi + &i(h) - hs,
igy

f(al,...,ai—l—hi,...,az)' — f(aly-.-7a’i7-.-7a/n) — gradf(Q)z _I_gz(ﬁ)

Ha h; — 0, akkor h — 0, ezért e(h) — 0. Ekkor ¢;(h) — 0, és ezért valéban

fg/ci(cl) :}}imof(al""’ai+hi""’a2)_f(al""’ai""’a”) _
i ;

2. fla+h)= f(a)+gradf(a) - h+e(h) - h miatt

lim f(z) = lim f(a + &) = lim (f(a) + gradf(a) - b +e(b) - &) = f(a),

*—a

tehat a hatarérték egyenld a helyettesitési értékkel. O

3.56. Tétel (A totdlis derivalhatésig elégséges feltétele)

Legyen a belsé pontja Dg-nek! Ha f mindegyik vdltozdja szerint parcidlisan deri-
valhato valamely K,-ban, és a parcidlis derwdltak folytonosak a-ban, akkor f totdlisan
derivalhatd a-ban.

Bizonyitds. Kétvaltozos fliggvény esetén, ha h olyan, hogy a + h € K,, akkor

Af=fla+h) - fla) =
= [f(&l + hl, as + h ) — f(a1 + hl, ag)] -+ [f(a1 + hl, ag) — f(al, ag)] .

(- / (. /
-~ -~

A B

Mivel K, konvex, ezért l(a,n,,az),(a1+h1,as+hp) 0 f parcidlisan derivalhaté y szerint, azaz
g2(t) = fla1 + hi,as +1t- hy)
derivélhaté [0, 1]-en. A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint

g2(1) — 92(0)

3 € (0,1) : g5(&2) = -0

azaz

A = fi(ar + hi, a2 + &ha) - ha.
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Hasonléan l(4, a,),(a1+h1,a0)-0 J Parcidlisan derivélhaté x szerint, azaz

gl(t) = f(a1 +1- hl, CLQ)
derivélhaté [0, 1]-en. A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint

91(1) — 1(0)

3 € (0.1) 5 gh(6) = 2 =0

azaz
B = fi(ay +&hy,az) - hy.
Most
er(h) = filar + &by, az) — fr(ar, as)
és
ex(h) = f,(a1 + hi, a2 + &ahe) — [y (a1, az)

vélasztassal, és e(h) = (e1(h),e2(h)) jeloléssel

Af =B+ A=[f(a1,a) +e1(h)] by + [f;(a1,a2) + 62(@)} hy =
= (fz(a), fy(@)) - b +e(h) - h.

Ez éppen f totalis derivalhatdsagat jelenti a-ban, mivel

li h) = 0.
lim e(h) =0

Végiil jegyezziik meg, hogy ketténél tobb valtozo esetén a + h-bdl a tengelyekkel par-
huzamos szakaszok mentén jutunk a-ba, és ezeken a szakaszokon alkalmazzuk a Lagrange-
féle kozépértéktételt, a fentihez hasonlé mdédon. n

3.57. Definicié Azt mondjuk, hogy f folytonosan derivdlhaté a D C Dy C R"™ nyilt
halmazon, ha parcidlis derivdltjai léteznek €s folytonosak D-n.

Jelolés: f € Cp.

Az elégséges feltétel miatt, ha f € Cp, akkor f totalisan derivalhaté D-n. n =1
esetén lattuk, hogy ez forditva nem igaz. Nagyobb n-ekre sem.

3.58. Példa Hol differencidlhatd (totdlisan) az f(x,y) = x* + y? fiigguény? gradf =7

119 Megoldas: f, =2z, f, = 2y mindeniitt léteznek és folytonosak, ezért f mindeniitt
derivdlhato, és gradf(x,y) = 2zi + 2yj = (2z,2y).

Vegyiik észre, hogy gradf mindig sugdr irdnyid. Ez nem véletlen, mert ldtni fogjuk,
hogy grad f mindig merdleges a szintvonalra €s az most éppen origo koézépponti kor.
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Ty /

3.59. Példa Legyen f(z,y) = m.

gradf =7

120 Megoldas:

y(z? + 1)e¥ — xy2ze?
(22 4 1)2e%

fo=

és
z(x? +1)e¥ — zy(x® + 1)ev
(2% 4 1)2e%
mindeniitt létezik és folytonos, ezért f mindeniitt derivdlhatd, és gradf = fii+ f,j =

(f2: f3)-

3.60. Példa Differencidlhatd-e a (0,0) pontban az f(x,y) = /2% + y? fiiggvény?

=

121 Megoldas: Nem differencidlhats, mert nem létezik f,(0,0), f,(0,0), tehdt nem tel-
jesiil az eqyik sziikséges feltétel. Ugyanis példdul:

f(h,0) = £(0,0) Vh? =0 ||

/ BT T 71 Lid]
ROO= = T Tl
ami nem létezik.
3.61. Példa Legyen
sh 2y ha x* +y*> # 0
flay) =4 = +y* ’
0, ha x? + y? = 0!

1. Irja fel fr-et, ahol az létezik!
2. Totdlisan derivdlhaté-e f a (0,0)-ban?
122 Megoldas: 1. f(x,0) =0 és igy f.(0,0) is létezik. Vagy a definicidval:

£1(0,0) = lim N, 0) = 0.0 _ 0y

z—0 T z—0 I

Ha (z,y) # (0,0), akkor nyilvan létezik f.(x,y), méghozzd

y(z? +y%) — a2y - 22 i 21y ha (z.7)
fo(z,y) = (22 +y?) a? +y? ’
0, ha (x,y) = (0,0).

N
—
(=

=
N~—
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2. A figgvény nem folytonos a (0,0)-ban, ezért (totdlisan) nem derivdlhatd itt. Ugyan-

18
202 cos v, sin ©,,
lim sh =2 @2 o sh(sin 2¢,,)
on—0 O,
on tetsz.

fiigg ©n-tol, tehdt P a hatdrérték.

3.62. Példa Legyen

2

feg) =@y "
0, ha (z,y) = (0,0).

Lf(0,00=2  f1(0,0) =
2. gradf(0,0) =7
123 Megoldas: 1.

f(h,0)— f(0,0) . 0-0

! — 11 — _—
12(0,0) = Jim h = =0
. f(0,k) — f(0,0) . 3k—0
/ — ! — _— =
£,(0,0) = Jim K = =3

2. A szikséges feltétel (parcidlis derivdltak létezése, illetve f folytonossdga) teljesiil.
Ellendrizhetnénk az elégséges feltételt, de errdl kiderilne, hogy nem teljestil, igy
a definicid alapjin prébdalkozunk. Azt tudjuk, hogy ha f derivdlhatd a (0,0)-ban,
akkor gradiensvektora csak gradf(0,0) = (0,3) lehet, ezért

2

F(h, k) — £(0,0) — grad f(0,0) - (h, k) :ﬂ+3k—0—(o-h+3~k).

h? + k2
A 3.5/. Megjegqyzés miatt ekkor
h2k
lim NAEY lim —th =

(hB)=>00) VRZF K2 (h)>(00) (h2 4 k2)*/2

kellene, hogy teljesiilion, ami példdul h = k esetén nem teljesil. Tehdt f (totdlisan)
nem derivalhaté (0,0)-ban. Bdr a parcidlisak léteznek, igy formdlisan felirhato
f2(0,0)i + £,(0,0)], de ez # gradf(0,0)-val!
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3.63. Példa Hol differencidlhato az

223y
in ———, h 0,0
fog) - L g ha (@) # (0.0)

0, ha (z,y) = (0,0)

fiigguény?
124 Megoldas:

f(h,0) — £(0,0) . 0-0

/ BT B 0-0_
" f(0,k) — £(0,0) 0—0
/ 1 9 — 3 T —_ _
Igy
2u%y \  Gx?y(a® 4 y*) — 20y - 2w
) , h , 0,0),
Jolay) = ( x2+y2> (@ + 1) a (,y) # (0,0)
0, ha (x,y) = (0,0),
€s 9203 2 3( 2 2) 273 9
' ,  ha(z, 0,0),
f;(w,y) (COS x2 + y2) (x2 + y2)2 (33 y) # ( )
0 ha (x,y) = (0,0).
()] = |eos 20|62 +42) — daty)
x ) x2 +y2 (.TZ +y2)2 -~
<1
<l (o + o)
= y e
(22 +92)° (22 +y2)?
— 1l 2 (ﬂ)ZG( B )( 1] ) ay
N@y)l) (z,y)| (2, )] =
<1 <1 <1
maiatt

lim fl(z,y) =0,
(xvy)ﬁ(O,O)f (:9)

ezért fl folytonos a (0,0)-ban.
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Hasonloan

}f’( )| B 223y || 223 (2 + y?) — dady?
(2, y)| = |cos 5—— SRy
ity (2% 4+ y?)
—————
<1
224 212y?

< |l

- 224 222y? B
2 2\2 2 2\2 < || 2 22+ 2 N2 )
(2 +y?)° (22 +y?) (2 +y2)° (22 +y?)

e <2 (@)” (@”)Q ((Z))) =

[\ [ AN J/

<1 <1 <1
miatt

lim f/(z,y) =0,
(w,yH(o,O)fy( v)

ezért f, folytonos a (0,0)-ban.
Ha z* + y* # 0, akkor f! és [y nyilvan folytonos, igy az elégséges feltétel teljesiil,
vagyis [ mindeniitt (totdlisan) derivdlhato.

3.3.3. Differencial és érintd
Differencial (teljes differenciil, els6rendii differencial)

Legyen a belsé pontja Ds-nek, és f differencidlhaté a-ban, tehat:

Af=fla+h)—fla)= G-h +e(h)-h=

~—
fOrész
= fr(@h1 + fr,(@)ho + - + fi (@)l +e(h) - b,
fézgsz

ahol lim g(h) = 0.
h—0

3.64. Definicié Ha f (totdlisan) derivdlhato a-ban, akkor azt mondjuk, hogy
df(a,h) = fi(@h + fo,(@hs+ - + fo (@hy = > _ fr(a)h;
i=1

az f fiigguény a pontbeli differencidlja h meguvdltozdsndl. (A figguénymegudltozds foré-
sze).

Ez egy 2n-valtozés fiiggvény. Rogzitett a mellett df homogén linedris fiiggvénye h-
nak. Alkalmazasa: A f-et szokas df-fel kozeliteni (Af ~ df).
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Tehat a totalisan differencialhato fliggvény megvéltozasa kozelithetd differencidljaval,
a fiiggetlen valtozok megvaltozasanak homogén linearis fiiggvényével. Példaul hibasza-
mitasnal alkalmazzuk. Egyéb jelolések.

If (z, Ax) Z fr (@) A

If (z, dx) Z o, (z)d;

Indoklds az utébbi jeloléshez: ha az f(xy,x9,...,z;, ..., x,) = x; koordinata fiigg-
vényrél van sz6, akkor df = d(z;) = dx; = 1- Ax;.
Feliilet érintdsikja

A kétvéltozds fiiggvényt feliilettel szemléltettiik, ezért a A f =~ df kozelitésnek kétvaltozds
fiiggvény esetén geometriai tartalmat adhatunk.

Legyen a kétvaltozés f(z,y) fliggvény (totalisan) derivalhaté a Py = (xo, o) pontban!
Tekintsiikk a z = f(z,y) altal meghatarozott felillet Py feletti Py = (o, vo, f(x0,y0))
feliileti pontjat! Az el6zéekben lattuk, hogy

Af = f(zo+h,yo + k) — f(x0,0) =
~ frlwo, yo)h + f, (20, y0)k = df ((x0,v0), (h, k)).

Vagy mas jelolésekkel:

f(xo + Az, yo + Ay) — [ (w0, 90) = f1(w0, yo) Az + f{,(ﬂﬁo; Yo)Ay.

x=x9+ Ax,y = yo + Ay jelolés esetén:

f(@,y) = f(xo,y0) = frlwo,y0)(x — o) + f;(ﬂfo,yo)(y — Yo)-
Tehat

f(@,y) = f(zo,90) + fr(zo, yo)(x — 20) + £, (0, Y0)(y — ¥o)-
Ennek geometriai tartalma, hogy a z = f(x,y) feliiletet a

z = f(20,90) + [12(20,90)(x — x0) + f,(20,%0)(y — Yo)

sikkal kozelitjiik, ha = — x¢ és y — yo kicsi. Tehét az (o, yo, f(x0, yo)) feliileti pont egy
elég kicsiny sugaru kornyezetében f grafikonja kozelitoleg ezzel a sikkal helyettesitheto.
Ennek a siknak a neve érintosik. Atrendezve a sik egyenletét és tsszefoglalva az elozbeket:
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3.65. Definicié A totdlisan derivdlhato f kétvaltozos figguény (zo,vo) ponthoz tartozoé
érintosikjanak nevezzik az

fe(0,y0)( — 20) + f@/,(ifoa Y0)(y — vo) — (2 — f(x0, %)) =0

egyenlettel adott sikot.

Kitéré: Az n = (a, b, c) = ai+bj + ck normélvektord, (xo, o, 20) ponton athaladé sik
egyenlete:

a(x — xo) + b(y — o) + c(z — 2) = 0.

Ezzel 6sszevetve latjuk, hogy az érintdsik atmegy a Py = (xg, yo, f(zo, o)) feliileti
ponton és normalvektora:

n = fo(xo,y0)i + f;(%ayo)l — k= (f1(0,0), f;(l'o, Yo), —1).

3.66. Megjegyzés Mar tudjuk, hogy az érintdsik tartalmazza két feliileti gorbe érinto-
egyenesét. (Ldsd parcidlis derivdltak geometriai tartalmdt!) Az is beldthatd, hogy min-
den, a Py = (xo, Y0, f(x0,y0)) felileti ponton dthaladd, érintével rendelkezd felileti gorbe
érintoegyenese benne van ebben a sikban.

3.67. Megjegyzés Tehdt dsszefoglalva a Af =~ df kozelités geometriai tartalma: n =1
esetén érintoegyenessel valo kézelités; n = 2 esetén: érintosikkal valo kozelités.

3.68. Példa Legyen f(x,y) = y*® és Py = (—1,1)!
1. frja fel az f figguény Py pontbeli gradiensét, ha az létezik!
2. df((—=1,1),(h, k)) =7
3. frja fel a Py ponthoz tartozo érintdsik egyenletét!

125 Megoldas: f(z,y) = y** =¥ (y > 0, x tetszbleges).

1. fi=e*™2Iny = y*2Iny, és f; = 20y, A parcidlisak léteznek és folytonosak
Kp,-ban, ezért létezik gradf(Po) = fo.(=1,1)i + f,(=1,1)j = 0i — 25 = —2j.

2. df((=1,1), (h,k)) = fo(=L, Dh + f (=1, 1)k = =2k
3.
(=L (z—(-1) + f,(-LD(y—1) = (== f(-1,1)) =0,
behelyettesitve

0-(x—|—1)—|—(—2)(y—1)—(z—1):0, azaz 2y + z = 3.
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3.3.4. Iranymenti derivalt

Az értelmezési tartomany a pontjaban az e irdnyban adja meg a fiiggvény valtozasi
sebességét. Feltételezzilk, hogy |e| =1, és e || v jelolés most nem csak a vektorok azonos
allasat, hanem azonos irdnyat is fogja jelenteni. Vagyis, ha v # 0, akkor

ellv <= IN>0:e= Ny,
3.69. Definicié Legyen a belsé pontja Ds-nek és |e| = 1! Ha létezik
iy e tte) = fa)

t—0+ t

€ R,

akkor azt mondjuk, hogy f derivdlhato a-ban az e irdny mentén.
Ekkor a fenti hatdrértéket az f a-beli e iranymenti derivdltjanak nevezzik, és a

df| . of
d_g‘a illetve 8_§‘a

geloléseket hasznaljuk.

3.70. Megjegyzés Mi t jobboldali hatdrértékeként definidltuk, de szokds kétoldali ha-
tarértékként is definidlni. FEkkor a parcidlis deriwvdltak specidlis irdnymenti derivdltak
lennéncek.

3.71. Tétel (Elégséges tétel iranymenti derivalt 1étezésére) Ha f totalisan deri-
vdlhato a-ban, akkor tetszoleges e eqységquektor mentén létezik az iranymenti derivdlt,
és

df

0| = s e

4 Utmutatss: A bizonyitas megeqyezik a 3.55. Tételbeli bizonyitdssal.

3.72. Megjegyzés Ha eqy pontban minden irdnyban létezik az irdnymenti derivdlt, ak-
kor sem biztos, hogy a fiigguény ebben a pontban totdlisan derivdlhato. Példaul az
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Fag) = {1, ha 0 <z = /7,

0, mdaskor

fliggvény az origoban minden irdny mentén derivdlhato, sot minden irdnymenti derivdltja
0, de nem folytonos, igy nem is derivdlhato totdalisan.
Jegyezziik meg, hogy az

Floy) = {x, ha 0 <z =./y,

0, maskor

fiigguény még folytonos is, mégis hidba O minden irdnymenti derivdltja, nem derivdlhato
totalisan.

Specialis képletek:

1. n =2 és e a szoget zar be i = (1,0)-val. Ekkor f(z,y) jeloléssel

e = cosai + sinaj = (cos o, sin a),

gradf = fri+ fui = (fo, f}),

df

de = f2(20,90) - cosa + f, (20, y0) - sin av.

(x()yyo)

2. n =3 és az e vektor tengelyekkel bezart szogei: «, 3,7v. Ekkor f(z,y, z) jeloléssel
e = (cosa, cos 3, cos7y) (irdnykoszinuszok)

és
af

de = [2(Po) -cosa+ f,(Py) - cos B+ fL(Py) - cos .

Py
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3.73. Megjegyzés Geometriai tartalom n = 2 esetén:
Tekintsiik azt a felileti gorbét, melyet a z = f(x,y) felilethdl az (x,y) sikra merdleges
stk metsz ki, melynek nyomwvonala az (xq,yo) ponton dthaladd e iranyi egyenes. E feli-
leti gorbéhez az (o, Yo, f(To,Y0)) felileti pontban hiuzzunk érintéegyenest, ennek irdnydt
jgelolje w! (Irdanyitas olyan, hogy v = (w, €)X hegyesszig legyen.) Ekkor igaz az aldbbi:
fla+te) — f(a) of

J— 1 !/ -
, , tgy = lim tgy = de

tg7' =

(z0,%0)

3.74. Megjegyzés n = 2 esetén az érintd benne van az érintosikban.
Ugyanis: (xg, Yo, 20) pont kézos és n L w megmutathatd.

n= (fa/c(anyO)7fgl/(xD>y0)7 —1),

f ) _
(17072,10)

. 0
w=¢e+tgvk = [ cosa,sina, =—

Oe

= (cos a, sina, fr(xo,yo) cos o + f, (o, yo) sin ) .

fgy valoban nw = 0.

A gradiensvektor tulajdonsagai
(Két- és haromvaltozos esetre, itt geometriai tartalom is van.)
3.75. Tétel Ha f (totdlisan) derivdlhato a-ban, akkor a mazimdlis irdnymenti derivdlt

irdnya gradf(a), értéke: |gradf(a)l.

d
Bizonyitas. 3.71. Tételben mar lattuk, hogy d—f = gradf(a) - e. Ebbél
€la

df
5‘ = |gradf(a)| - |e] - cos p = |gradf(a)| - cos ¢.
. df o .
Igy s maximalis, ha cos p = 1, azaz ha ¢ = 0, tehat e || gradf(a), pontosabban
€lq
gradf(a) . f
e erad (@) és max ac|, lgrad f(a)| -

Tehat a grad vektor irdnyaban elmozdulva né leggyorsabban a fiiggvényérték.
Hasonlé mondhaté minimumra is, azaz a —grad vektor iranyaban elmozdulva csokken
leggyorsabban a fiiggvényérték.
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3.76. Megjegyzés Ha f (totdlisan) derivdlhatd a-ban, akkor a minimdlis iranymenti
derivdlt irdnya —gradf(a), értéke: —|gradf(a)|.

3.77. Tétel Legyen f (totdlisan) derivdlhatd a-ban. Ekkor
1. gradf(a) ortogondlis az f(x) = f(a) szintalakzatra;
2. ha gradf(a) # 0, akkor a novekvd paraméteri szintalakzatok irdnydba mutat.

5 Utmutatas:
df

d_g ) = gradf(a) - e
1. Ha e parhuzamos a szintalakzat érintojével, akkor
d
Af=0= d_i =0= gradf(a) -e=0= gradf(a) L e.

2. Ha a névekvd paraméterd szintalakzat felé mozdulunk el:

df
de

Af>0= >0:>gradf(g)-Q>O:>(gradf(g),g)i<g

a

tehdt gradf(a) is a névekvd paramétert szintalakzat felé mutat.
3.78. Példa
flr,y,2) =2 +y* + 2+ 1, Py=(1,-1,0)
df

&

1. gradf(fp) =7, =7 haellv=(213)

i)

értékét és irdnydt!
Py

2. Adja meg max ﬂ
de

3. frja fel a Py ponton dthalado szintfeliilet eqyenletét és annak Py-beli érintosikjdt!

126 Megoldas: 1. f! = 42?, fy = 493, fl =423, A parcidlisak mindeniitt létez-
nek és folytonosak, ezért a gradiens mindenditt létezik:

2 1 3
Mivel |v| =4+ 1+9 =14, ezért e = i+ Jj+ k és

N radf(Ry) e = (41— 4j) - (
de P =
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2. max —| = |gradf ()| = V32, és irdnya: e = = 1 — =
e, ~ BRIy M Tarad (R VB VR
1
(1,—1,0).

V2
3. A szintfeliilet egyenlete:
f(z,y,2) =c.
Mivel f(1,—1,0) = 3, ezért ¢ = 3, tehat a kérdezetl szintfeliilet:
syt 4 1=3

Mivel a gradiens merdleges a szintalakzatra, az érintdsik normdlvektordra fenndll,
hogy

n || gradf(Py) = 4 —4j —> n =i — j,

és a sik atmegy az adott Py ponton, igy egyenlete:

gradf(Po) (P — Po) = 0,

tehat

(z—1)=(y—(-1)) =0.

Lagrange-féle kozépértéktétel
Lagrange-féle kozépértéktétel egyvaltozds fliggvényre:

J0<d<1: f(”“"”h;_f(x“) = 11(€) = f'(wo + Oh),

azaz

H<I<1: f(afo + h) — f(xg) = f/(ﬂfo + ﬂh) -h= df(.iEo + vh, h)

3.79. Tétel (Lagrange-féle kdzépértéktétel) Legyen Dy konvex, és f (totdlisan) de-
rivalhato, és legyen a belsé pontja Dy-nek. Ekkor ¥ olyan h-hoz, melyre xy+ h € Dy :
40 < ¥ < 1 gy, hogy

flzo + ) — flz,) = Zfa/cl@o +Uh) - h; = df(zy + Uh, h)
i=1
3.80. Megjegyzés x,+ Vh az z, és x, + h pontok dltal meghatdrozott egyenes szakasz
egy pontja, igy a konvewitds miatt x, + Jh € D.
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3.81. Tétel Legyen D C R"™ konvez, nyilt tartomdny! Ha az f : D — R fiigguény
totdalisan derivdlhaté D-ben és df(x,h) =0, akkor f dllandd.

Bizonyitdas. Az eloz6 tétel értelmében Va,b € D-hez van az a és b pontokat 0sszekoto
szakaszon olyan ¢ pont, hogy f(b) — f(a) = df(¢,b — a) = 0 mivel D konvexitdsa miatt
ceD. O
3.82. Példa
Ty
9 9 1 4. 99 ha (l’,y) 7é (070)7
3x? + 4y?
flay) =417 T
?7 ha (I?y) = (070)
1. Mutassa meg, hogy lim  f(x,y) nem létezik!
(z,y)—(0,0)
2. Hol differencidlhato totdlisan az f kétvdltozos fligguény? gradf =7
3. Irja fel a P = (0,1) ponthoz tartozo érintdsik egyenletét!

s d

=74l —
€ (0,1) €

127 Megoldas: 1.

4

=7, hae= 71—1— 7‘1 (e irdnyi iranymenti derivalt).

(0,0)

) 02 oS @, sin @,
lim

. gge—ggz 02(3 cos? @, + 4sin’ p,)

fiigg on-tol, ezért a hatarérték nem létezik.

2. gradf(0) nem létezik, mert f nem folytonos 0-ban. (Szikséges feltétel nem teljesiil.)
Ha (z,y) # (0,0), akkor f, és f, létezik és folytonos = 3gradf = fi+ f,j, ahol

. y(32% + 4y?) — xy - 6z
- (327 + g7

€s
o (32 + 4y*) — zy - 8y
y (322 + 4¢2)?

3. Az érintosik egyenlete:
[0, 1)(z = 0) + f,(0,)(y = 1) = (z = f(0,1)) = 0.
1
Behelyettesitve f1(0,1) = T f,(0,1) =0, f(0,1) = 0, gy
1 1
Z(x—O)—i—O-(y—l)—(z—O):0:>z:Z:U.
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1
4. Jgradf(0,1) = Zlg' +0j = (0,1)-ben barmilyen irdnyban létezik az irdnymenti
d
derivdlt, és Tl = gradf () - e képlettel szamolhatd.
elp,
df I V2. V2 1 V2 V2
- = | -2+0j — i+ -7 - = —
de| 4 = 2 2 T4 2 8
T csak a definicioval vizsgalhato, mivel itt az el6z0 elégséges tétel nem hasz-
e
(0,0)
ndlhato, mert Pgradf(0,0). (A kétvdltozés fiigguény folytonossdga nem sziikséges
feltétele az irdnymenti derivdlt létezésének. Csak az adott egyenes mentén valo
smegfeleld irdnyi” folytonossdg kell, de ezt nem érdemes kiilon vizsgdlni.)
d 0+te)— f(O
df| oy fQ+te) — FO) _
de 00 0+ t
142
TG DR U 7=t S
= lim =lim 2—2—— = lim - =0
t—0+ t t—0+ t t—0+ ¢
3.83. Példa Legyen
. xy
sin—2Y ha (5,y) # (0,0),
flay)=q Vo +y
0, ha (z,y) = (0,0)
1. Hatdrozza meq az f fligguény parcidlis derivdltjait az origoban!
2. Mutassa meg, hogy f-nek létezik az origdban a v = (1,1) irdnyd irdnymenti deri-
vdltja, és értéke nem nulla!
3. Totdlisan differencidlhato-e az [ figguény az origéban?
4. Milyen eldjeli az f fligguény az origo kirnyezetében? Van-e az f-nek lokdlis szél-
sdértéke az origoban?
h,0) — (0,0 0
128 Megoldas: 1. f.(0,0) = lim f(h,0) = /(0.0) = lim — = 0, és a szimmetria
h—0 h h—0 h

miatt f,(0,0) szintén 0.
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2ouv=itjie=—=—it+—]
=l V2 V2T
df _ flo+et)—F0) . Sflgt o5t) = £(0,0)
—| = lim = lim =
de t—0+ t t—0+ t
_ 1 sin%_l_ sin% I 1 0
S = =0
3. Ha f totalisan derivdlhato lenne, akkor
d d
—f:gradf-g miatt 47 = (f2(0,0), f/(0,0)) e =0
de de|, =—L_—~
0 ~ -

lenne minden e irany esetén, igy az elozoek miatt nem totdlisan derivalhato a

(0,0)-ban.
Vagy a definicioval:

Af = f(hk)— f(0,0)=A-h+B-k+¢

hk
sin————-0=0-Ah+0-k+¢
N
(h := 0nCOS y; €s k= o,sinp,) helyettesitéssel
. hik
lim @ — —  lim S VR R —
(hk)=(0,0) vV h? + k2 (hk)—(0,0) \/h2 + k2
sin (g, cos @y, sin )

= lim =
on—0 On

— lim sin (o, cos gpn. sin ¢y,)
on—0 0, COS ©, Sin Y,
N

g

—1

- COS (o, Sin p,, # 0,

igy mem totdlisan derivdlhato.

x x
lim Y = 0 miatt az origo elegendden kis kornyezetében sin Y

4' (z,y)—>(0,0) \/ .TZ + y2 /IQ + y2

eldjele azonos az argumentum eldjelével, ezért f(0,0) = 0 nem lehet lokdlis szél-
séérték, mert (0,0) bdrmely kirnyezetében felvesz pozitiv és negativ értéket is a

_I_

+

fiigguény.
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3.3.5. Magasabbrendii parcialis derivaltak

Az n-valtozés fiiggvény barmely parcidlis derivaltfiiggvénye 1jbol n-valtozés fiiggvény.
Ezért beszélhetiink ennek a fliggvénynek is a parcidlis derivaltjairdl. fgy jutunk el a
méasodrendii parcialis derivaltakhoz.

Példa kétvaltozos fiiggvény esetére:

f(z,y) = e** cos 2y + 2% — y*.

Ekkor
fi(z,y) = 2e* cos 2y + 2, folz,y) = —2e%% sin 2y — 2y,

== o (5) - O _ 4e cos2y+2,

* 9r\ox) 012
.0 (Of\ o )
f;/y = (f;)y = a_y (@_y) = @_yQ = —462 COS 2y — 2,

vz 8 [y, a tiszta mdsodrendfi parcidlis derivéltak.

fa/c/y = (fg/c)/ 0 <3f> O°f = —4€* sin 2y,

v 8_y or) Oyox
1" Y 0 af 82f 2z
- =2 (2L = = —4e¥ sin 2y.
Jua (fy)x Ox (83/) Jyox © s

vy €8 fi, a vegyes masodrendii parcidlis derivaltak.

A masodrendii parcialisak ujra kétvaltozos fiiggvények! Vegyiik észre, hogy a vegyes
masodrendii parcidlis derivaltak megegyeznek, tehat az eredmény nem fiigg a differen-
cidlas sorrendjétol. Ez nem véletlen. Latni fogjuk, hogy elég "szép” fliggvény esetén ez
mindig igy van. (3.87. Young tétel.)

Maésrészt vegyiik észre, hogy most a tiszta méasodrendi parcialis derivaltak Osszege
minden (7,y) pontban nulldt ad, azaz f;, (z,y) + f,, (z,y) = 0. Tehat f megolddsa az
ugynevezett sikbeli Laplace-differencidlegyenletnek:

o [/
Au = uy, + u,, = 0.

Ha ez a tulajdonsag teljesiil, a fliggvényt harmonikus fiigguénynek nevezziik. Tehat a
sikbeli Laplace egyenlet megolddsai a harmonikus fiiggvények. Nagy szerepet jatsza-
nak az ilyen fiiggvények a komplex fiiggvénytanban és a potencidlelméletben. Es most
altalanossagban is definialjuk a masodrendi parcialis derivaltakat!
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0
3.84. Definicié A g(z) = f; . (z) = / n-vdltozos fiigguény x; vdltozd szerinti par-

(9.%1‘ z
cialis derivdlt figguényét az f i-edik és j-edik vdltozdja szerinti mdsodrendd parcidlis
derivdltjanak nevezzik (ha létezik). A kovetkezd jeloléseket haszndljuk:

8af
" dg dx, 0 (Of o f
fxixj 8xj aiL'j (%cl (8:15]) axj&’zcj J Zf Z]f

Magasabbrendii parcidalis derivaltak értelemszerien definidlhatok.
Ha v = j, akkor tiszta, kilonben vegyes masodrendi parcidlis derivaltrol beszélink.

3.85. Definicié Ha f (totdlisan) derivdlhaté valamely K,-ban, és (elsérendi) parcidlis
derivdltjai (totdlisan) derivdlhatok a-ban, akkor azt mondjuk, hogy f kétszer (totdlisan)
derivdlhato a-ban.

Magasabbrendi, derivdlhatosdg értelemszerien definidlhato.

A kovetkez6 példa mutatja, hogy a magasabbrendii parcialis derivaltak definicidjaban
fontos a valtozok sorrendje, ettol fiigghet a vegyes masodrendii parcidlis derivalt.

3.86. Példa Legyen
flay) =9 2>+

Konnyen ldthato, hogy

folz,y) = (22 +y?)?
0, ha (z,y) = (0,0),
éS ( 4 4 2,2 4)
z(z® —4dzy” — vy
/ ,  ha (x,y) # (0,0),
fwy =4 @+ (@9) #0.0)
0, ha (z,y) = (0,0),
igy
f:ﬁ;(oay):_y és f;(.ﬁC,O):l',
ezért

f;ly(0,0) =-1 és f;;(o,()) =1

A kovetkezo tétel azt mutatja, hogy bizonyos feltételek mellett, nem kell a derivalas
sorrendjére figyelni.
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3.87. Tétel (Young) Ha f kétszer (totdlisan) derivdlhatd a-ban, akkor¥i,j € {1,...,n}
esetén

O f
85%’81)1

__of
a N axﬁm]

a

Az r-szeres folytonos derivalhatésagot az egyvaltozds esethez hasonldéan az r-edik
derivélt folytonossagaként lehetne definidlni, de az ehhez sziikséges fogalmakra nincs
szitkségiink, ha a kovetkezo definiciét mondjuk.

3.88. Definicié Azt mondjuk, hogy f r-szer folytonosan derivdlhato a D C Dy C R"

nyilt halmazon, ha r-edrendd parcidlis derivaltjai léteznek és folytonosak D-n.
Jelolés: f e CY.

3.89. Megjegyzés Ha D C Dy C R" nyilt, f € Cp, és a € D, akkor f r-szer derivdl-
hato a-ban.
Ha g <r, akkor C}, C C},.

3.90. Kovetkezmény Ha f € Cy, , akkor f-nek az r-edrendi parcidlis derivdltjai kozil
mindazok megegyeznek, amelyek csak a derivdldsok sorrendjében kiilonboznek egymdstol.
Példdul, ha f kétvdltozds figguény és f € Cy , akkor

femy(@) = fiye(a) = fria(a).
Vagy ha f hdaromudltozds fligguény és f € C}”(Q, akkor
fog=(@) = fily(@) = fia.(a) = fi2(a) = £, (@) = fl.(a).

3.3.6. Magasabbrendu differencialok

Mésodrendii esetben fogjuk latni, hogy a Hesse-matrixot (lasd 3.124.) tekinthetjiik ma-
sodrendii derivaltnak, de ettél magasabbrendii totalis derivalt értelmezése nehézkes len-
ne. Ehelyett a magasabbrendii differencialokkal foglalkozunk.

Az elsérendi differencialt a 3.64. Definiciéban mar lattuk.

Az f a-ban derivalhaté fiiggvény a pontbeli differencidlja a h megvaltozasnal:

df(a,h) = f1,(@)h1 + f1,(@)ha + - + fi (@)hn = _ f1.(a)h; = gradf(a) - h.
=1

Kétvéltozds fiiggvény esetén a = (z,y) és h = (hy, he) jeloléssel

df(a, 1) = fo(@,y)ha + fo(z,y)ho.
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Héromvaltozés fiiggvény esetén pedig a = (x,y, z) és h = (hq, ha, hs) jeloléssel
df(a, h) = fo(z,y, 2)hi + fo(@,y, 2)ha + filz,y, 2)hs.
Példdul f(x,vy,2) = zy> + ryz esetén
df (z,h) = (v* + yz)hy + (32y* + 12)hg + 2Yh3.

Ez egy 2n = 6-valtozos fiiggvény.

Masodrendii differencial

Az elsérendu differencialban rogzitsiik a h vektort! Ekkor ennek az a-t6l fiiggo fiigg-
vénynek is vehetjiik az a-beli differencialjat h megvaltozas mellett. (Természetesen csak
akkor, ha az elsérendii parcialisak differencidlhatok. Ezt tgy érhetjiik el, ha példaul
feltessziik, hogy f mésodrendii parcidlis derivéltjai folytonosak.) Tehat a mésodrendii
differencial az elsérendi differencial elsérendii differencialja.

3.91. Definicié Ha f kétszer (totdlisan) derivdlhatd a-ban, akkor azt mondjuk, hogy

d*f(a, h) = d (df (a, h)) (a, )
az f fligguény a pontbeli masodrendii differencidlja h megudltozasndl.
Kétvéltozds fiiggvény esetén a = (z,y) és h = (hq, hy) jeloléssel
& f(a,h) =
= D (Fay)h + Fiwpha) - b+ 2 (P g+ F( y)ha) - ha =
_axxayl y\ L Y )2 1ayx7y1 y\ L Y )2 2=
= (fg/c/x(x7y)hl + fg;/x(a:? y)hQ) : hl + (f:::/y(xv y)hl + f;ly(xﬂ y)h’2) ' h2 =

"

Felhasznaltuk, hogy 3.87. Young-tétele miatt f,.(z,y) = fr,(z,y).
Ha (x,y)-t rogzitjiik, akkor d?f(a, h) kvadratikus fiiggvénye (csak masodfokd tagok-
bél all6 polinomja) a hy, hy valtozoknak. A kifejezés matrixosan felirva jobban atlathato:

d2f(@7h) _ [hl h2:| |: :%::;v ;/y:| |:h1:| — ETE_h

1!
ye  Jyy ha

H neve: Hesse-féle matrix, lasd 3.124. H szimmetrikus matrix.
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Héaromvaltozds fiiggvény esetén

d2f(@a h) = g (fg/c(xvya Z)hl + f;(mayaz)hQ + f;(xvya Z)hS) ' hl"’

Ox
d / / /

+a_y (fx($7y7 Z)hl + fy(aja Y, Z)hQ + fz(xvya Z)h’?)) - ho+
0 / ! /

+£ (fw(xv Y, Z>hl + fy(x7 Y, Z)hQ + fz(xv Y, Z)hS) . h3 =

" 1 1
xx Ty Tz hl

=[h hy hs] | [y, fry [1.| |h2| = h"Hh

yr vy Yz =

" 1" 7
zx 2y 2z h3

3.87. Young tétele miatt H most is szimmetrikus.

Magasabbrendii differencial
3.92. Definicié Ha f k-szor (totdlisan) derivdlhato a-ban, akkor azt mondjuk, hogy
d*f(a,h) = d (df*"'(a, b)) (a, h)

az [ fiigguény a pontbeli k-adrendi differencidlja h megvaltozdsnadl.

3.3.7. Széls6értékszamitas

3.93. Definicié Legyen a belsé pontja Ds-nek! Azt mondjuk, hogy f-nek lokdlis mini-
muma (illetve mazimuma) van a-ban, ha 3K, C D, hogy

fla) < f(x) (illetve f(a) > f(z)) (z € Ky)

(Nem szigoru szélséértéket definidltunk!)

3.94. Tétel (Lokalis széls6érték sziikséges feltétele)
Legyen a belsé pontja Dy-nek! Ha f-nek lokdlis szélsoértéke van a-ban, és létezik
valamelyik valtozo szerinti parcidlis derivaltja, akkor az 0.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy 3f; (a), és legyen
g9(z) = fla + ze;)!
A parcidlis derivalt definicidja szerint g derivalhato 0-ban, és
g(0) = f;,(a).

Masrészt g-nek lokalis szélstértéke van 0-ban, igy az egyvaltozods fiiggvényeknél tanultak
szerint

g'(0) =0. 0



3.95. Megjegyzés Ugyanezt irdanyment: derivdltakra is elmondhatjuk.

3.96. Kovetkezmény Ha f-nek a-ban lokdlis szélséértéke van, és ott (totdlisan) deri-
vdlhato, akkor

gradf(a) = 0.

Bizonyitdas. A 3.55. Tétel szerint f-nek minden parcidlis derivaltja 1étezik, az el6zo tétel
miatt ezek mind 0-k, igy ismét a 3.55. Tétel szerint

gradf(a) = (0,0,...,0) = 0. 0
A kovetkezo példa azt mutatja, hogy a feltétel nem elégséges.

3.97. Megjegyzés Tekintsiik az
fla,y) = (y — 2°)(y — 227)
fiigguényt!

folzyy) = =22(y — 22%) —da(y —2°),  fi(z,y) = (y — 22°) + (y — 2?)

Mivel mindketté folytonos, f (totdlisan) derivdlhatd, és gradf(0) = 0, mégis f-nek nincs
lokdlis szélséértéke (0,0)-ban, mert f(0,0) = 0, ugyanakkor a figgvény a (0,0) pont
minden kornyezetében felvesz pozitiv és negativ értéket is.

Ugyanis az y = 2x% parabola feletti pontokban f(x,y) > 0 (y > 222 > 2?). Az
y = x? parabola alatti pontokban szintén f(x,y) > 0 (y < x? < 22%). A két parabola
kozott (2 <y < 22?) wviszont f(x,y) < 0.

Annak ellenére, hogy ennek a kétvdltozos fligguénynek az origoban nincs lokdlis sz€lso-
értéke, mégis, ha a feliletbdl az x,y sikra merdleges, az origon dtmend sikokkal kimetsziink
feliileti gorbéket, akkor f-nek minden ilyen felileti gorbe mentén lokdlis minimuma van.
Ugyanis a metszetgorbe pontjaiban a fiigguényérték pozitiv, legaldbbis az origo eqy dtszirt
kornyezetében.

Az egyvaltozés fiiggvényeknél latottakhoz képest most mas esetek is lesznek. Ahhoz,
hogy ezekrdl beszéljiink, gondoljuk végig a kovetkezot. Egy n-valtozos fiiggvény masodik
derivaltja a 3.124. Megjegyzés szerint a Hesse-matrix lesz. Ez megfelel egy linedris
operatornak, ami egy vektort egyrészt egy nemnegativ szammal szoroz, mésrészt pedig
forgat. Ha minden vektor esetén a forgatds szoge hegyesszog, akkor a matrixot pozitiv
definitnek, ha mindig tompaszog, akkor negativ definitnek nevezziik. Vagyis a szog
koszinuszanak el6jelét vizsgaljuk, ami megegyezik a vektor és képe skaldris szorzatanak
el6jelével.
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3.98. Definicié Az A € R™" kvadratikus mdtrivot pozitiv (negativ) definitnek nevezzik,
ha minden z € R™ \ {0} esetén

(.42) >0 ((zAz) <0).

Ha a > (illetve <) helyett > (illetve <) szerepel, akkor pozitiv (illetve negativ) sze-
midefinitnek nevezziik a mdtrixot.
Végiil azt mondjuk, hogy a mdtrixz indefinit, ha nem szemidefinit.

3.99. Megjegyzés A € R™" pontosan akkor indefinit, ha 3x,y € R", amire
(z, Az) <0 < (y, A4 y).

Az egyvaltozos esethez hasonldéan adunk elégséges feltételt lokalis széls6értékre. Va-
l6jaban ez most egy sziikséges feltételt is tartalmaz.

A tétel bizonyitasahoz itt nem ismertetett eszkozokre lenne sziikség, ezért a tétel
bizonyitasat mell6zziik.

3.100. Tétel Legyen f kétszer (totdlisan) derivdlhatd a-ban!

Ha gradf(a) = 0 és a Hesse-mdtrixz pozitiv definit, akkor f-nek a-ban lokdlis mini-
muma van.

Ha gradf(a) = 0 és a Hesse-mdtrixz negativ definit, akkor f-nek a-ban lokdlis mazi-
muma van.

Ha a Hesse-mdtrix indefinit, akkor f-nek a-ban nincs lokdlis szélsdértéke.

A kovetkezo, a definitség eldontéséhez jol hasznalhaté médszerhez sziikséges a sarok-
minor fogalma.

3.101. Definicié Az A € R™" mdtriz k-adik sarok determindnsa a bal felsé k X k-s
aldetermindns, amit Dy val jelolink.

3.102. Tétel Az A € R™™ madtriz pontosan akkor pozitiv definit (illetve szemidefinit),

ha minden sarok determindns pozitiv, azaz Dy > 0 (k =1,...,n) (illetve ha minden
sarok determindns nem negativ, azaz Di, >0 (k=1,...,n)).

Az A € R™" mdtriz pontosan akkor negativ definit (illetve szemidefinit), ha a sa-
rok determindnsok wvdltakozo eléjeliiek, azaz (—=1)*Dy > 0 (k = 1,...,n) (illetve ha

(—1)*Dy >0 (k=1,....n)).

A fenti tétel konnyen megjegyezhetd, ha felhasznaljuk, hogy a Hesse-matrix szim-
metrikus, igy van sajatvektorokbol all6 ortonormalt bazisa, amiben a matrix diagonalis,
atléban a sajatértékekkel. Ha csupa pozitiv (illetve nem negativ) sajatérték van, akkor
Dy-k mind porzitivak (illetve nem negativak). Ha csupa negativ sajatérték van, akkor
Dy-k valtakozo elGjeliiek.
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3.103. Példa Van-e lokdlis szélséértéke az
flz,y) =y

fiigguénynek?

129 Megoldas:

01
=[] gl =-1<0

ezért f"(x,y) indefinit, igy sehol sincs lokdlis szélséérték.

Az

egyenletrendszer megoldasa az origo, igy a sziikséges feltétel csak itt teljesiil, tehat csak
itt lehetne lokalis széls6érték. Azokat a pontokat, ahol az els6 derivalt 0 szokéas extremalis
pontoknak hivni, vagyis az f(z,y) = xy fiiggvénynek az origd extremalis pontja. Azokat
az extremalis pontokat, ahol a masodik derivalt indefinit nyeregpontnak hivjuk, tehat az
f(x,y) = zy fiiggvénynek az origd nyeregpontja. Ezt mutatja a 3.8 dbra, és az animacion.
3.104. Példa Keressiik meg az
flx,y,2) =2 +9* +2° 30 -3y —32+1

fiigguény lokadlis szélséértékhelyeit.
130 Megoldas:

fi =32 -3, f =3y =3, fl=32-3

A fiigguény mindendiitt értelmezett, és parcidlisan derivalhato mindhdrom vdltozo szerint,
igy ahol lokalis szélsoérték van, ott

fi=fy=1=0
kell legyen. Az egyenletrendszernek 8 megolddsa van, nevezetesen
(£1,£1,+1).
Csak ebben a 8 pontban lehet szélsoérték.
few=0x, [y, =0y, [flz=6z ¢ f,=fl.=fr=1.=/.=/,=0
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3.8. abra. f(z,y) = zy

A masodrendi parcidlisak mind folytonosak, igy f mindeniitt kétszer (totdlisan, sét foly-
tonosan) derivdlhatd, és a Hesse-mdtrix

6z 0 0
f(x,y,2) =10 6y 0
0 0 62

Ez szerencsénkre éppen diagondlis mdtriz. Pozitiv definit az (1,1,1) pontban, itt lokdlis
minimum van. Negativ definit a (—1,—1, —1) pontban, itt lokdlis mazimum van. Indefinit
a mastk 6 pontban, igy ezekben nincs lokdlis szélsoérték.

Az el6z6 példaban 6 darab nyeregpont volt.
A 3.100. Tétel kétvaltozds fiiggvény esetében a kovetkezot adja.

3.105. Tétel Legyen (x,y) belsé pontja Ds-nek tgy, hogy f kétszer (totdlisan) derivdl-
haté (z,y)-ban, és jelolje H az f Hesse-mdtrivdt a-ban!
Ha f'(z,y) = 0 és det(H) > 0, akkor itt van lokdlis szélséérték, méghozzd ha
" (x,y) >0, akkor lokdlis minimum
" (z,y) <0, akkor lokdlis mazimum.
Ha det(H) < 0, akkor itt nincs lokdlis szélséérték.
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3.106. Megjegyzés A Hesse-mdtriv szimmetridja miatt ha det(H) > 0, akkor f;, =0

. s - 17 ’ 17 7 1
nem lehet, tovabbd ilyenkor f;, és [, azonos eldjeli.

Ha f"=0 és det(H) = 0, akkor a tétel alapjan nem deril ki, van-e szélséérték.

3.107. Példa Keresse meg az f(x,y) = 2% — 2w+ y> — 3y fiigguény lokdlis szélséértékeit!
131 Megoldas:

fi=22-2=0=1=1, fi=3-3=0=y==L

P, = (1,1) és P, = (1, —1) pontokban lehet lokdlis szélséérték.

" "
zz Ty
"

yx vy

2 0
D(1,1) =12 > O és fr(1,1) > 0, gy P, = (1,1) lokdlis minimumhely, a lokdlis
minimum f(1,1) =
D(1,-1)=-12< O, igy Py = (1, —1)-ben nincs lokdlis szélséérték, ez eqy nyeregpont.

3.108. Példa Hatdrozza meqg az f(x,y) = x%y> lokdlis szélséértékeit!

132 Megoldas: f;, = 2zy® = 0 és f, = 32°y*> = 0 miatt © = 0 vagy y = 0. Tehdt az
(x,0) és a (0,y) pontokban lehet lokdlis szélséérték

293 6xy?

_ 2,4 _ 2.4 _ o2, 4
6oy 622y = 122%y" — 3627y 24x%y

D(z,y) =

D(z,0) =0 és D(0,y) = 0, igy nem tudunk donteni.

+ |+

Az x tengely pontjaiban nincs lokdlis szélsoérték A figguényérték itt 0 és e pontok
bdrmely kornyezetében a fligguény felvesz pozitiv és negativ értéket is. Az y tengely pont-
jaiban (az origdt kivéve) van lokdlis szélsdérték:

(0,vy),y > 0 pontokban lokdlis minimum van.

(0,9),y < 0 pontokban lokdlis mazimum van.

3.109. Példa f(x,y) = y*(1 — 22 — y?)

1. Hatdrozza meq a lokdlis szélséértékhelyeket!
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2. Hatdrozza meg a fiigguény minimumdt és mazimumdt — ha létezik — az 2® +y* < 1
tartomdnyon!

133 Megoldas: 1. f. =y*(—22)=0= 2 =0 vagy y =0
fy=2y(1— 2?2 —y?) = 2y® = —4y® + 2y —2yx? = 0. Hax =0, akkor 2y(1 —2y?) =
1
0= y=0wvagyy = iﬁ. Ha y = 0, akkor 0 = 0 azonossag, tehdt ekkor x
tetszoleges.

Tehdt a sziikséges feltétel teljesiil: P, = (0, 2=), Py (0, — =), Ps(x,0) pontokban.

%)
v v

2

|2y —4xy
Day) =1 gay 129242 22

D(O,:I:\/ii) =4 >0 ésitt fI!. <0, igy P, és P3 pontok lokdlis mazimumhelyek,

1
1yt . ,
f(0, j:%) =7 lokdlis maximum.

Az x tengely mentén: D(x,0) = 0 kérdéses.

” | Q
—t + + R4
e
(x,0), |x| <1 lokdlis minimum (értéke: 0).
(x,0), |x| > 1 lokdlis mazimum (értéke: 0).
(1,0) 4ll. (—1,0) pontokban nincs lokdlis szélséérték.

2. f folytonos a kompakt halmazon, igy 5.42. Weierstrass-tétel miatt létezik minimum
és maximum.

Lokdli A5G értéh: +ly_1
okalis szélséérték:  f(0, \/i) i min = 0,

f(2,0)=0
Hatdron: f=0

max = }1.
3.110. Példa f(z,y)=2*+y> -z —vy
1. Hatarozzuk meg a lokdlis szélsdértéket!
2. Létezik-e f-nek legnagyobb és legkisebb értéke az
A={(z,y) 2,y e RO<y<1-5;0<z <1}

tartomdanyon? Ha igen, keressiik meg!
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134 Megoldas: 1. A fiigguény mindeniitt derivdlhatd. (A parcidlisak léteznek és foly-

tonosak.)
_ 9.2 _ 41 _ 9.2 _ !

f;—Sx—l—O:x—i%, f;—?)y—l—O:y—:I:Tg.

2 " 61‘ O

D(x,y) = | | = ‘ = 36y

o Jpl 10 6y
D(\/ig, %) >0, és (% %) > 0, tehdt f( ) = —ﬁg lokdlis minimum.
D(—\/Lg, —%) >0 és ;’x(—\%,—%) < 0, tehat f(—\%,—\%) = ﬁg lokdlis mai-
mum.
D(—\/Lg %) < 0 nincs lokdlis szélsoérték, nyeregpont.
D(\/ig, —%) < 0 nincs lokalis szélsoérték, nyeregpont.

2. A tartomdny korldtos és zart (kompakt halmaz), f folytonos, igy 3.42. Weierstrass
tétele miatt van minimuma és mazximuma.

Hol lehet a tartomdnybeli szélsoérték?

e ahol f nem derivdlhaté (most ilyen hely nincs).

o ahol lokdlis szélséérték lehet (mem kell ellendrizni az elégségességet, ha tudjuk,
hogy 3 a minimum és maximum) Most a lokdlis szélséértékhelyek nem esnek
a tartomadnyba.

e a tartomdny hatdran (1 dimenzidval alacsonyabb szélséértékszamitasi feladat).
—oi(y) = f0,y) =y’ —y, yel01]

(Zdrt intervallumbeli feladat)

P=3rF-1=0 = y:i\/ig

f(oa\/Lg) = _\/lg

A wvégpontok: f(0,0) =0; f(0,1) =0.
— f x-ben és y-ban szimmetrikus. Fzt kihaszndlva:
f(\/ig, 0) = —\%, f(1,0) =0 (Végpont; a mdsik mdr szerepelt.)
— @3(z) = f(z,1 —x) =2+ (1 — )3 —x—(l—x) = =32 3x
sy =60 —-3=0 = x—% y—l—— = %; f(%,%) :—% (Végpontok
mar voltak.)
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A kiszamolt értékek kozil kell valasztani.

Osszefoglalva: f(0,0) = £(0,1) = f(1,0) = 0 mazimum L f(O,\/ig) = f(\/ig,()) =

2 . .
3 mnimum.

3.3.8. Tobbértéki fiiggvények derivilhatésaga (derivaltmatrix)

A differencidlhatésag definicidjaban a fiiggvény megvaltozasat linearis fiiggvénnyel koze-
litettiik. Most is ilyen lesz a definicid, ezért meg kell érteniink, hogy melyek a linedris
vektor-vektor fiiggvények. A vektor-vektor fiiggvényeket szokas leképezésnek, operator-
nak vagy transzformacionak is nevezni.

3.111. Megjegyzés P : R" — R™ leképezést linedarisnak nevezziik, ha Va,b € R™ és
VA € R esetén
Pla+b) = P(a)+ P(b)  (additiv)

P(Xa) = A\P(a) (homogén).

A P :R"™ — R™ linedris leképezéseket mdtrixszal lehet megadni:
P(a) = Pa,
ahol P € R™*" azaz P-nek n darab oszlopa és m darab sora van.

3.112. Megjegyzés Ebben a részben mdtrizokat szorzunk oOssze, ezért nem mindegy,
hogy sor- vagy oszlopmatrixrol van-e szo. Megdllapodunk, hogy x € R™ wvektort oszlop-
mdtrizként értelmeziink, azaz R® = R™! és R #£ R™" ha n # 1. Ennek megfeleléen
az 27 (x transzpondltja) pedig sormdtriz.

3.113. Megjegyzés FEgy f : R" — R™ leképezést differencidlhaténak nevezink az a
pontban, ha K, s-ban a figguény meguvdltozdsa linedris figguénnyel “jol” kézelithetd.

Ez a valds értéki figguényekhez hasonldan (3.53. Definicid) is definidlhatd lenne, de
most

Af=flat+h)— fla) = Ah+e(h)h
adodna, ahol }llirr(l) e(h) = 0. It egy matrizszal kellene a nullmdtrizhoz tartani, amit mi
h—0= =
nem definidltunk. Bdr definidlhatndnk, de mi inkabb a Fréchet-féle definiciot vdlasztjuk.

3.114. Definicié Legyen D C R", f: D — R™ és a belsd pontja D-nek!
Azt mondjuk, hogy f (totdlisan) derivdlhaté a-ban, és a-beli derivdltja az A € R™"

mdtriz, ha
. |f(z) = fla) — Az — a)]
im

z—a |z — a

=0
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teljestil.
A derivdltra (derivdltmdtrizra) az

flla)=A
jelolést vezetjiik be.

3.115. Megjegyzés Ugyanez a definicio m = 1 esetén ekvivalens a 5.53. Definicioval,
A =G" mellett, azaz f'(a) = grad” f(a).
Ha bevezetjiik az f = (f1,..., fm) jelolést, ahol f; : D — R Vi-re, akkor

[ derivdlhaté a-ban <= f; derivdlhaté a-ban (it=1,...,m).

Tovdbbd, ekkor f'(a) i-edik sora fj(a), aminek transzpondltja gradf;(a), azaz

on 0h o]
/ dT 85(:1 8902 al'n
SHE
A= S & ‘ | = |0z, 0y T Oz
fu@]  leadfn], \of. af.  ofn
_a—xl 8_1-2 axn-g

Ha n = m, akkor az f fiigguény az n dimenzios euklideszi teret énmagdba képezi
le. (Ldsd 1j vdltozék bevezetése tibbes integrdlok esetén!) Ilyenkor a derivdltmdtrizot
Jacobi-matriznak nevezziik, determindnsat pedig Jacobi-determindnsnak.

Ertelmezhetnénk tobbértéki fligguény parcidlis derivaltjait, aminek eqy pontbeli értéke
eqy vektor lenne, nevezetesen a k-adik vdltozo szerinti parcidlis derivdlt a derivaltmdtrix
k-adik oszlopa lenne.

Sot irdnymenti deriwvdltat is értelmezhetnénk, és itt is igaz, hogy ha f : D C R" — R™
(totdlisan) derivdlhatd a-ban, akkor ott minden e irdny menti derivdltja is létezik, és

df

| = "(a) - e

a

Példdul, ha n = m = 3, akkor [ : R3? — R3 transzformécié esetén a Jacobi-méatrix

Jor 0 0z
A |08 Oh Oh| 0t ff)
= Jr 0Oy 0z oNw,y,z) |,
L 0x Oy 021,

mig a Jacobi-determindns det A = [A|.
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3.116. Megjegyzés A fenti [ divergencidjinak és rotdcidjanak nevezzik rendre az A
Jacobi-matriz divergenciajat és rotaciojdat, melyeket a kévetkezd modon jeldlink, és az
alabbi képletekkel értelmeziink.

0fr [ 0f2  Ofs

divf =divA = — s o —|—E
o (M OB, (05 OB\ (05 oh
roti—roté_(ay Gz) +(az 8;U)l+(8:1: 02>E

AV = (%, %, %) (ejtsd: nabla) szimbdlum segitségével

divf =V/, rotf =V x f

alakban irhato, és konnyebben megjegyezheto.

3.3.9. Osszetett fiiggvény derivilhatésiga (ldncszabaly)

3.117. Tétel Legyen g : Dy C R" — RF, illetve f:DyC RF — R™, és a belsd pontja
Dgy-nek, illetve g(a) belsd pontja Dy-nek. Ha g totdlisan derivdlhaté a-ban, és derwdltja
g’(g) = Ay, illetve f totdlisan derivdlhaté g(a a)-ban, és derivdltja f'(gla)) = Ay, akkor
zo g: Dyog CR™ = R™ totdlisan derivdlhato a-ban, és derivdltja itt o

(fog)(a)= fgla))d (a),
azaz Agog = Ay - Ag.

Tehat az osszetett fliggvény derivaltja egyenld a kiilso fiiggvény derivaltja szorozva a
belsé fiiggvény derivaltjaval. (A méatrixok szorzasanél a sorrend fontos!)

3.118. Példa Ha a kiilsé fiigguény R*-bol R-be képez (m = 1), akkor derivdltmdtriza,
azaz a gradiensvektor transzpondltja

"= (gradf)",

€s az osszetett fligguény derivdltmdtriza:

(fog) = (gradf)”

Alkalmazzuk az x = (11, ... xy,) jelolést g vdltozdjdra, ésy = (y1,...,yx) = (91(2),..., g(2)) =
g(x) jelolést f vdltozdjdra.
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Ekkor

(091 091 O]
(31‘1 ng o %xn
Go G2 92
(fo )/(a):[ﬁﬁﬁ} . 8_:101 3_1‘2 Oz,
= Oy1 Oy Y g(a) -
O9x Ogr 9
[0y Ovy  Oxa],

Ekkor az dsszetett figguény derivdltjanak (ez egy sormdtriz) i-edik eleme az dsszetett
figguény parcidlis derivdltja az i-edik vdltozoja szerint. Ez mdtrixok szorzasaként

0(]"09)‘

8951-

= f'(gla))g’ (a), i=1,2,...,n,

=x;

vektorok skalaris szorzataként

d(fo
%xig) L =gradf(g(a)) - ¢, (a), i=12,....n,

illetve részletezve

a(fog)) _of

al’i a 83/1

8(Ei a

of

. . 99;
Oy,

g(a) O

a Ay, a ‘
Az osszetett fligguény parcidlis derivdltjait felirva rendre 1 = 1,2, ..., n esetén, meg-
kaphatjuk a f o g gradiensét is:

g(a) g(a)

gradf - gradg,

gradf - gradgs
grad(f o g) = ]

gradf - gradgy
3.119. Példa frjuk fel az el6z6 lancszabdlyt n = 1 és tetszbleges m esetére. Alkalmazzuk
az x jelolést g vdltozdjdra, és y = (y1,..., ) = (q1(x),...,ge(x)) = g(v) jelolést f
vdltozojdra.
Ekkor

(fo9) (a) = f'(g(a))g'(a)
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eqy oszlopmdtriz, nevezetesen

) _ [ & a 1 / -
T 2\ oy, 4
oy Oyp Oy ! " o
oh of b B IS (on] g
oy Oys O : 2: = | j=1 Yilg(a ’

i ot on| o] |,

_83/1 (93/2 3yk 4 g(a) Z (a_m . gé((l))

=1 \ Y g ]

3.120. Példa Az eldz6 példdk alapjin, ha n = m = 1, tehat az f(y1,...,yx) kiilsé
figguénybe az y; = g;(a) (j = 1,...,k) belsé fiiggvényeket helyettesitjiik, akkor f o g
derivdltja

) 4
/ of  of } go(a of /
og)(a)=|=—...=— . ) = — ~gi(a) | .
(f g)( ) [ayl ayk g(a) : jzl <6y] g(a) g]( )
gr(a)
3.121. Példa Legyen most k = 1 és n és m legyen tetszéleges! Alkalmazzuk az x =
(z1,...,2,) jelolést a g vdltozdjdra, ésy = g(z) jelolést az f vdltozdjdra. Ekkor
=
, f3(9(a dg 99 Og
(FogV@ =" .[axla@_”axja_
fm(9(a))
[ 99| 4 99 / 99 | T
(o) 52| Rlo@)- g R)- 52
, ag | dg | , dg |
B gl Ao gl ) gl
, dg , dg , dg
_fm(g(g)) oz, , m(9(a))- 5~ . m(9(a)) - 5 - R

Feliileti gorbék

Ha az © = x(t),y = y(t),z = 2(t), t € [t1,ts] térgorbe ("it”) illeszkedik a z = f(z,y)
feliiletre, akkor

2(t) = f(e(),y(1),  telttl].



Ha f totalisan differencidlhaté valamint 2/(t), v/ (t) és 2/(t) folytonosak, akkor a ldncsza-
bély szerint
Z(t) = f7'(t) + fLy' (1),
azaz
fod'(t) + fuy'(t) = 2(t) = 0.

Tehét a feliileti gorbe (2/(t),y'(t), 2/ (t)) érintévektora és az érintdsik (
vektora merdlegesek egymésra (skaldrszorzatuk nulla).

Osszefoglalva azt kaptuk, hogy ha f totalisan differencidlhaté, akkor minden folyto-

nosan differencialhato feliileti gorbe érintéegyenesei valéban a z = f(x,y) feliilet egy-egy
érintosikjaban haladnak.

/ /

2> fy> —1) normél-

Sikgorbe mint kétvaltozds fiiggvény szintvonala

(Implicit megadési gorbe)

Azon (z,y) pontok Gsszességét, amelyek kielégitik az F(z,y) = ¢ egyenletet, az F
fliggvény c-hez tartozé szintvonaldnak nevezziik. Tehét, ha y = f(z) = y(z) az F
fiiggvény c-hez tartozo szintvonala, akkor F(z,y(x)) = c.

Ha F f totalisan derivalhatd, akkor mindkét oldalt x szerint derivalva és a lancsza-
balyt alkalmazva kapjuk:

F,+F,-y,=0.

Ha F) # 0, akkor /
f, =iz

3.122. Példa

1. Hatdrozzuk meg az F(x,y) = xye? figguény P = (1,—2) ponton dtmend szintvo-
naldnak az egyenletét!

2. frjuk fel ennek a szintvonalnak az xo = 1 pontbeli derivaltjdt!

2
135 Megoldas: 1. zye¥ = c a szintvonalak egyenlete. Most xye¥|, = —— = ¢, ezért
e
a keresett szintvonal egyenlete:

2
_ -2 _
rye¥ = —2e 7 = =

(Most x-et tudnank kifejezni mint az y figguényét konnyedén.)
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2. Felhaszndlva, hogy
F! = yeY, F/(P) = —2¢72, F, = xze¥ + xye”, F)(P)=—e?
kapjuk a keresett derivdltat:

F! B yey

_ Y

!
1) =
y() P T+ xy

= —2.

P

COF| T zeY + zyev
Flp rey + xye

Természetesen az iy értékét az I. félévben ldatott mddon is megkaphatjuk, felhasz-
ndlva az dsszetett fiigguény derivaldsi szabdlydt:

1
rye! = —— = ye' +ay'e’ +aye’y =0 =
(&
= ye!. Y
xeY + xyey T+ axy

Feliilet mint 3 valtozds fiiggvény szintfeliilete

(Implicit megadés feliilet)

Azon (x,y, z) pontok Osszességét, amelyek kielégitik az F'(x,y, z) = ¢ egyenletet, az
F fiiggvény c-hez tartozoé szintfeliiletének nevezziik.

Tehét, ha z = f(x,y) az F fiiggvény c-hez tartozé szintfeliilete, akkor

F(%y,f(f%y)) =C, V(.T,y) - Df

Ha a z = f(x,y) totélisan differencidlhaté és kielégiti a fenti egyenletet, valamint F'
is totdlisan differencidlhat6 és még feltessziik, hogy F! # 0, akkor F(z,y, f(z,y)) = ¢
mindkét oldalat derivalva a lancszabaly értelmében rendre x, illetve y szerint kapjuk:

OF
oF oF of . of g
or 0z Or or 3_F’
0z
oF

oF 0OF Of of y
_ —_— = 0 _ — = ——=
ay 9z oy oy = OF
0z
Tudjuk, hogy a z = f(x,y) felillet P-beli érintésikjanak norméalvektora parhuzamos az
(fas [ —1)‘P vektorral. Ezért
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2l G fy =0 (- m1) = ull (L ELE)
= x) Jy Fz,v FZ/’ —= Yy Tz pe

Tehét grad F'(P) merdleges a P-n athaladé szintfeliiletre. fgy a P-n athaladé szintfeliilet
P-beli érintésikjanak normélvektora gradF(P), azaz az F(x,y, f(x,y)) = c szintfeliilet
P = (x0, 90, 20) pontbeli érintésikjanak egyenlete:

0_F
ox

(e =)+ O
Pl’ ZTo ay

OF

(Y — %) + o=

) P (z —29) = 0.

P

3.123. Példa
F(z,y,2) = 2> —y* + 227 P=(1,1,-1)

1. frjuk fel F-nek a P ponton dthalado szintfeliiletének az implicit eqyenletét!

2. frjuk fel a P ponton dthalado szintfeliilet P-beli érintésikjinak az egyenletét!
136 Megoldas: F(x,y,z2) = 2> —y*+22> P = (1,1,—1) ponton dtmend szintfeliilete:

-y 4222 =2 (c=2),
n = gradF(P) = [2z, -2y, 4z]p = 2i — 2j — 4k = (2, -2, —4).

Az érintosik egyenlete:

2 —1)—-2(y—1)—4(z+1) =0.

Masodrendi totalis derivalt

3.124. Megjegyzés Legyen most f n-vdltozés valos értékii fliigguény, amely a-ban két-
szer totalisan derivalhaté. A fentiek szerint ekkor

f'(a) = grad” f(a) € R™™.

Mivel RY™™ egy n-dimenzids vektortér (ami izomorf R™-nel), ezért f kétszeres derivdl-
hatésaga miatt f' derivdlhatd valamely K,-n, igy f' itt értelmezve van és azonosithatd
K, C R"-t R"-be képzo fiigguvénnyel. Ennek koordindtafiiggvényer [ parcidlis derivdlt-
jai, melyek f kétszeres derivdlhatosdga miatt totdlisan derivdlhatok a-ban, igy 3.115.
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Megjegyzés szerint f' is totdlisan derivalhaté a-ban. Ekkor f' derivdltja a-ban (azaz f’
Jacobi-matriza)

i 0% f o*f 0% f
8_:B% Or1ze  OxyTy,
o0 f 0*f 0*f
f"(a) = | Ozom: (9_1;3 T Oxexy,
0% f 0% f 0% f
| Oxpxy Orpxy 022 |,

Ezt f Hesse-matrizdnak hivjuk, ami a 3.87. Young-tétel miatt szimmetrikus.

3.3.10. Gyakorl6 feladatok

2_
e 2y

-
2. f(x,y) = Va2 +12  fulzy) =7
3. fley) = V222 +yt,  f1(0,0) =2, f;(0,0) =7
4 flry)=Va¥+3, filzy) =7

2xy
5. f(z,y) = 2432 +3z, ha (z,y) # (0,0),

0, ha (z,y) = (0,0)

() filey) =7, file,y) =7
(b) Folytonos-e f a (0,0) pontban?

L f(x,y) folz,y) =2, fi(z,y) =7

(x+ 1)y?
6. flz,y) =4 22142 ha (z,y) # (0,0),

0, ha (z,y) = (0,0)

7. Melyik &llitas igaz? A hamis allitasokra keressen ellenpéldat! Az igaz allitdsokhoz
keresse meg a megfelel tételt! (A feladatok most csak kétvaltozés fiiggvényekre
szolnak, de hasonlé allitdsok tobbvaltozds esetre is megfogalmazhatdk.)

(a) f folytonos (xg,yo)-ban = f totélisan differencialhaté (xg, yo)-ban;
(b) f folytonos (z¢, yo)-ban <= f totdlisan differencialhaté (z, yo)-ban;
(c) f folytonos (wo,yo)-ban == 3f; (0, y0) és f,(z0,Y0);
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(d) f folytonos (g, yo)-ban <= 3f; (o, o) és f, (w0, v0);

(e) f totdlisan derivdlhatd (o, yo)-ban == 3f;(z0,y0) és f,(z0,v0);

(f)

(2) 3fs, f, és folytonos Ky, ,0)-ban == f totdlisan derivalhaté (ro,yo)-ban.

[ totélisan derivdlhat6 (zo, yo)-ban <= 3f;(zo,y0) és f, (0, v0);

8. Legyen f(x,y) = 2% + 2y + 3!

(a) Tekintsiik azt a térgorbét, melyet a fenti fiiggvény altal meghatarozott feliilet-
bol az y = 1 sik kimetsz. Irja fel ezen gorbe x = 2 értékhez tartozé pontjaban
az érintOegyenes egyenletét!

(b) Az eléz6hoz hasonléan az x = 2 sik altal kimetszett feliileti gorbe y = 1
pontbeli érintéegyenesét irja fell

(¢) Irja fel a (2,1) ponthoz tartozé feliileti pontbeli érintésik egyenletét!

9. Legyen g elegendéen sokszor folytonosan differencidlhaté egyvaltozos fiiggvény!

(b) u(x,y) = g(a*+¢*),  u),=7u, =7

(c) u(x,y) = g(2?y), u, =1, =7, uy, =0, uy, =1 uy, =7, uy, =7

10. Helyettesitse be az u(x,y) = g(xy?) fiiggvényt az

" 2.1 2.1
TYUyy — Y Uy, + 207Uy,

kifejezésbe és hozza egyszeriibb alakra, ha g kétszer folytonosan differencidlhaté
egyvaltozods fiiggvény, melynek valtozdja helyére az xy? kifejezést helyettesitettiik.

11. g1(x) és ga(x) kétszer folytonosan differencialhaté egyvaltozds fiiggvény (g1, go €
Cﬂ%)7 h(l’,y)zl’gl(y—Q?)—Fng(.’L‘—y), ((L’,y)GRQ.
Hozza egyszeriibb alakra a  hj, + 2hj, + hy, kifejezést!

12. Hozza egyszeriibb alakra az
Ty, + 2y, + Yy, — vu, — yu, =0

differencidlegyenlet bal oldalat, ha u(z,y) = g(t)|,_,, , ahol a g egyvéltozés fiigg-
vény kétszer folytonosan differencidlhaté! Az egyszeriisitett kifejezés alapjan adja
meg azokat a g fiiggvényeket, melyek azonosan kielégitik a differencidlegyenletet!

13. Hatdrozza meg az F(z,y, 2) = e**y+xe¥ ™ fiiggvény P = (1, —1,0) ponton dtmend
szintfeliilete érintdsikjanak az egyenletét!
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2% + 3y
4o + dy

14. Hatérozza meg az f(z,y) = fiiggvény P = (1, —1)-hez tartozé érintésik-

janak az egyenletét!

15. Hol differencialhaték az alabbi fiiggvények? Ahol differencialhatdk, ott irja fel a
gradiens vektort!

(a) flz,y) = wsin(z+y?),
(b) flz,y,2) = /2% +y* + 22,

(c) f(z,y) = arctg 15,

———. ha(a,y) # (0,0)
d) f(z,y) =4 V22 +9? (z,y
0 ha (z,y) = (0,0),
———, ha(a,y) # (0,0)
(e) flz,y) = \/m Y
0 ha (z,y) = (0,0),
Izy

0 fay = T B @D #0.0)
0 ha (z,y) = (0,0),

16. Legyen f(z,y) = €™’ + cos (x +y3)! gradf =7, df ((z,y), (h,k)) =?
17. Legyen f(z,y) = 2% + 2% + 2! d*>f((e, —1), (h, k)) =7

18. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények iranymenti derivaltjat az adott pontban és az
adott iranyban!

(a) f(x,y):x2—2xy+sh(x—|—y), P0<_271>7 223@_27
(b> f(x>y>:ar(3tg§7 P0(17_1)7 2231_4j7

2

() flz,y,2) =e V" — 2z  Py(1,0,1) wv=4i— 3k,

2zy
2242 ha (z,y) # (0,0), . o
(d) flz,y)=q3 Y Py=1(0,0), v=1i+3j, ill. v=
57 ha (l’,y) = (070)7

L,
(e) flz,y,2) =22 +y*+ 22, Fo(0,0,0), v=3i+4j.

19. Hatérozza meg az alabbi fiiggvények maximalis iranymenti derivaltjanak értékét
és annak iranyat a megadott pontban!
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(8) fzy) = ay? + ¢, Py=(0,1),
(b) f(x,y)zxfz, Ry = (1,-1),

T

(C) f(x,y,z) 267127?/2 —Z, P0<1,0,1)

20. frja fel az alabbi — z = f(z,y) egyenletii — feliiletek érintésikjainak egyenletét a
megadott Py ponthoz tartozé feliileti pontjukban!

(a) z=a3+y3—92%, Py=(1,-1),

(b) = = r+1

—\ Fy=1(0,1).
2y_17 0 (7)

21. Hatdrozza meg az u = f(x,y,z) figgvény Py ponton &thalad6 szintfeliiletének
egyenletét és irja fel a szintfeliilet Py-beli érintésikjanak egyenletét!

(a) f($7y72> :3$2+y2—|—222, P0<1727_1)7

(b) flz,y,2) = /a2 +y2+ 22, Py(1,0,-1).

2$2y2

22. f(x,y) = x?+ 92
0, ha 22 +y* =0

+ 6z, haa®+y*#0,

(a) Hol folytonos a fiiggvény?
(b) falw,y) =7, fi(z,y) ="
(c) Totalisan hol derivalhat$?
(d) Irdnymenti derivélt a v = 3i + 4; irdnyban a
i. Pi(0,1),
ii. P,(0,0)
pontokban?
(e) Irja fel a Py(0,1) pontbeli érintésik egyenletét!

23. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények lokalis széls6értékeit!

=13 + y3 — 3wy,

) f(z.y)

) f(x,y) = o* —do + 2y* — 2y,
c) fz,y) = e = Wiy,
) f(z,y)
) f(z,y)
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24. Legyen f(z,y) = 2°y(2 —x — y)!
Keresse meg az f fliggvény legkisebb és legnagyobb értékét az x = 0, ; y = 0 és
x + y = 6 egyenesekkel hatarolt zart halmazban!

25. Legyen f(z,y) = y*(1 — 2% — ¢?)!
(a) Hatérozza meg a lokalis széls6értékhelyeket!
(b) Hatérozza meg a fiiggvény minimumadt és maximumat, ha létezik, az 2% +y?* <
1 tartomanyon!
26. Legyen f(z,y) = (x —y)3(z + y — 2)z!

(a) Teljesiil-e az y = x pontjaiban a lokalis szélséérték 1étezésére vonatkozd sziik-
séges feltétel?

(b) Az y = x egyenes mely pontjaiban van lokalis maximuma, illetve lokdlis mi-
nimuma a fiiggvénynek? (A lokalis széls6érték definiciéja alapjan adja meg a
vélaszat!)

3.4. Integral

3.4.1. Kétvaltozos fiiggvények integralja
3.125. Megjegyzés Kcétvdltozos fiigguények integraljat kettos integralnak is nevezziik.

Két dimenzidéban téglanak olyan téglalapokat neveziink, melyek oldalai tengelypéarhuza-
mosak. Ilyenen az integralt az egyvéltozos esethez teljesen hasonléan értelmezziik.

A tovabbiakban feltessziik, hogy a < b és ¢ < d, illetve f : Q — R korlatos, ahol
I=[abCR J=[c,d CRé6Q=1xJCR.

Néhdany tovdabbi definicio.

e Osztépontok: (zx,y;), ahol k =0,1,... pilletve I =0,1,...,q gy, hogy a = 2 <
T <--<xp=billetvec=yo <y <--- <y, =d.

o [ =[xy 1,z illetve J, = [y,_1, yi]jelolésekkel a k,l-edik résztégla I), x J; mértéke
(teriilete) Ag = (zx — 2p—1)(yy —yi—1) > 0, ahol k=1,...,p, I =1,....,q.

o [ xJ egy felosztasa F' = {xg, x1,...,2p} X {yo, ¥1, ..., Y,} az osztépontok halmaza.
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(w5, y7)

Lix(h

(x[)? ?Jo)

~

o Alsé kozelit6 osszeg, vagy alsé osszeg (F felosztashoz tartozik)

P q
SF = sz“Akl’ ahol myy = inf{ f(z,y) : x € I,y € Ji}.

k=1 l=1

e Felsé kozelité Osszeg, vagy fels6 osszeg (I felosztdshoz tartozik)

P

q
Sp =YY MuAy, ahol My = sup{f(z,y) : @ € I,y € Ji}.

k=1 I=1

Az egyviéltozos esethez hasonld tételeket is kimondhatunk. Ezek bizonyitdsa meg-
egyezik az ottaniakkal.

® Sp S SF
.FICF2:>SF1§SF2§SF2§SF1-
o F és F, tetszoleges felosztasok esetén sp, < Sp,.

e Jh =sup{sp} € Rés IH = inf{Sr} € R. Ezeket rendre als¢ illetve felsé Darboux-
integralnak nevezziik.

o h < H.
3.126. Definicié Legyen f : Q = I x J — R korldtos fiigguény. Azt mondjuk, hogy

f Riemann-integralhato Q-n, ha h = H. Ezt a kozds értéket az [ fligguény Q-n adott
Riemann-integrdljanak (réviden integrdljanak) nevezzik és

[ 1w
Q
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illetve
/f vagy /f(x,y)dd(%y) vagy //f vagy //f(fv,y)dd(:r,y)
Q Q Q Q
modon jeldlyiik.
Most is igaz a kévetkezo.

3.127. Tétel Ha f : Q =1 x J — R folytonos, akkor Riemann-integralhato QQ-n.

Az integral kiszamolasa. Kettds integral kétszeres integralla alakitasa.

3.128. Tétel (Fubini-tétel téglan) Legyen f: Q = IxJ — R korldtos, ahol I = |a, b
és J = [c,d|! Ha f Riemann-integrdlhaté Q-n, és minden x € I esetén azy — f(x,y)

d
Riemann-integralhaté J-n, akkor g(x) = /f(m,y) dy is Riemann-integrdlhato I-n, és

[[ - [sorar

Q a
//f—/b ey e
Q z =c

—a

Tehdat ekkor

3.129. Megjegyzés Ha f folytonos, akkor minden feltétel teljestil, igy ekkor igaz a tétel
allitdasa, sot ekkor forditott sorrendben is igaz, azaz ekkor

//fz/b df(x,wdy dxz/d /bf<x,y>dx dy.
o) t=a Vy=c y=c \e=a

Ha az y — f(x,y) Riemann-integralhato J-n nem teljesil minden x-re, akkor helyette
az also vagy a felso integrdllal szamolhatunk, vagyis ekkor

b d b d

//fz/ /f(x,y)dy dw:/ /f(x,y)dy dz,
Q r=a =c r=a =c
lletve - L
d b d b
J[i= [ [tena|aw=[| [remd |
Q y=c \z=a y=c \z=a
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f Riemann-integrdlhatésaga Q-n ilyenkor is feltétel, de ebbdl kovetkezik példdul g(x) =
d

/f($, y)dy Riemann-integrdalhatosaga I-n.

y=c

3.130. Példa Legyen I =[0,1], J =[1,2] és T = I x J! Hatdrozzuk meg az

ESCY)

T

integralt, ha létezik!

137 Megoldas:

e

x
Mivel az integrandus folytonos, ezért az integrdl létezik, és alkalmazhato a Fubini-
tétel.

1 2 1

9 2
// Bwe™"d(x,y) = / /3966“/ dy | dz = —3/62:’5 —e dr = s3-2ete 222+ ¢
T

0 1 0

3.131. Példa Legyen I = [1,2], J =[1,3] és T = I x J! Hatdrozzuk meg az

[ weos2ayita.)

T

integralt, ha létezik!
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138 Megoldas: Mivel az integrandus folytonos, ezért az integral létezik, és alkalmazhato

a Fubini-tétel.
2 3

//ycos 2xyd(z,y) :/ /ycos 2zydy | dx
T 1 \1

Ez y szerint parcialis integral, probdljuk meg a mdsik sorrendet.

3 /2 3
1 2
// y cos 2xyd(x,y) = / /ycos 2eyde | dy = / {5 sin Qxy] =
=1
T 1 \1 1

1 [cos? 4y7°
/sin4y—sin2ydy =3 [COSQ y COZ y}
1

1
2
1
B 2cos6 —cosl2 + cos4d — 2cos 2
N 8

3.132. Kovetkezmény Ha g: I — R, h: J — R folytonos, és f : QQ = I x J — R gy,

hogy f(z,y) = g(x)h(y), akkor
é |- / g J/ h

Bizonyitds. Legyen I = [a,b] és J = [c,d]. Ekkor

] - /b /d g(x)h(y) dy | dz = /b 9(x) /d hy)dy | do = /b g(z) d /d h(y) dy.
SA ARV J : J )

Az els6 egyenloség a Fubini-tétel miatt igaz.
A masodik azért mert g(z) nem fiigg y-t6l, azaz konstans szorzé, igy kiemelhetd az

integralbdl.
d

Az utolsé pedig azért, mert / h(y)dy nem fiigg x-tél, azaz konstans szorzd, igy

kiemelhet6 az integralbol. ’ O]

A kovetkez6kben hasznaljuk a dT" jelolést a d(x,y) helyett, ami a teriileti integralra
utal.

3.133. Példa Legyen T = [0, 1] x [—2,0]! Hatdrozzuk meg az

/ / 2yt AT

integrdlt, ha létezik!
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139 Megoldas: Mivel T tégla, és az integrandus folytonos, ezért integrdlhato T-n, és

alkalmazhaté Fubini-tétele. S6t, mivel az integrandus (xe3®) (y692>, ezért

1 0 1

2 2 [ et e3® e’ "
// rye®™ TV dT = /Q;e3”‘" dx/yey dy = x—} —/—dx —| =
3,7 3 2
' _

0 -2 0

Most definidljuk az integralt tetszoleges korlatos halmazon.

3.134. Definicié Legyen T C R? korldtos halmaz, és f : T — R korldtos fiigguény.
Ekkor léteznek I,J C R kompakt intervallumok, hogy T C I x J. Terjessziik ki f-et,
azaz legyen

_ ) f@y), ha(zy) e,
9(:y) = {O, ha (x,y) ¢ T!

Ha g integrdlhato I x J-n, akkor azt mondjuk, hogy f integralhato T'-n, és a most definidlt

integrdl értéke a g integrdlja lesz.
=]
T

IxJ

3.135. Megjegyzés Kinnyen ellendrizhetd, hogy az integrdl (és az integrdlhatésdg)
nem figg I és J valasztasdtol.

3.136. Definicié A T' C R? tartomdnyt normdltartomdnynak nevezziik, a kovetkez6 két
esetben.

e 1 tengelyre vonatkoztatott normaltartomany

I = [a,b] C R kompakt intervallum, c¢,d : I — R folytonos figgvények gy, hogy
c(x) < d(x) minden x € I esetén és

T={(z,y) eR*:x € I,c(z) <y<d)}

e y tengelyre vonatkoztatott normdltartomany

J = [e,d] C R kompakt intervallum, a,b : J — R folytonos figguények gy, hogy
a(y) < b(y) minden y € J esetén és

T={(z,y) eR*:y € Jaly) <z <by)}.
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()
0« b 0

(a) z tengelyre vonatkoztatott (b) y tengelyre vonatkoztatott

~

+

3.9. dbra. normaltartomany

3.137. Megjegyzés A gyakorlatban akkor alkalmazhatok a kévetkezokben kimondott té-
telek, ha a definicioban szerepld a, b, ¢ és d fiigguények elég ‘szépek’.

Most is igaz a kdvetkezo.

3.138. Tétel Ha T C R? normdltartomdny f : T — R folytonos, akkor Riemann-
integrdalhato T-n.

Normaltartomanyon vett integralra is kimondhaté Fubini-tétele.
3.139. Tétel (Fubini-tétel normaltartomanyon) A definicio jeliléseivel:

1. Ha f integradlhato a T x tengelyre vonatkoztatott normadaltartomanyon, akkor

//f=/b 7) f(z,y)dy | dz,
T x —c(x)

feltéve, hogy a belsé integral is létezik minden x € [a,b] esetén.

2. Ha f integrdlhato a T y tengelyre vonatkoztatott normdltartomanyon, akkor

//fz/d b/(y) f(z,y)dz | dy,
T y=c \z=a(y)

feltéve, hogy a belsé integral is létezik minden y € [c,d] esetén.
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3.140. Megjegyzés Folytonos fiigguényre alkalmazhato a Fubini-tétel.

3.141. Példa Legyen T = {(z,y) € R* : 0 < z,2% <y < 2 — x}! Hatdrozzuk meg az

// 2zy AT

T

integralt, ha létezik!

140 Megoldas:

T x tengelyre vonatkoztatott normdltartomany, és az integrandus folytonos, igy az
integrdl létezik, és alkalmazhatdé Fubini-tétele. Mivel az x* és 2 — x gorbék metszete
x = 1-nél van, ha x > 0, ezért

12— 1

3
//Z:EydT:/ /2xydydmz/4x—4x2+a:3—x5dx:Z
T 0

x=0 y:xz

3.142. Példa Legyen T az y = 2y/T és az y = 2x* gérbék dltal hatdrolt korldtos tarto-
many!

1. frjuk fel mindkét tipusi normdltartomadnyként T-t!
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2. Hatdrozzuk meg az

//x+2ydT

T

integralt, ha létezik!

141 Megoldas: 1. A gérbék metszeteihez a 2/x = 22% egyenletet kell megoldani.
Ennek megolddsai az x = 0 és az x = 1, amikhez rendre azy = 0 és az y = 2
tartozik, vagyis a két metszéspont a (0,0) és az (1,2).

x tengelyre vonatkoztatott normdltartomany:

T:{(a:,y)€R2:0§x§1,2x2§y§2\/5};

y tengelyre vonatkoztatott normadltartomadny:

2
T:{(w,y)€R2:0§y§2,yZ§x§\/7}.

N
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T normaltartomadny, és az integrandus folytonos, igy az integral létezik, és alkal-
mazhato Fubini-tétele.

1 2z 1
3
//:L'—l—deT:/ /:c—|—2ydT:/295\/5+4x—2:c3—4x4dx:5
T

=0 y:2x2 0

3.143. Példa Legyen T az A = (0,0), a B = (5,0), a C = (4,6) és a D = (3,6) pontok
daltal meghatdrozott trapéz!

1. frjuk fel mindkét tipusi normadltartomanyként T-t! Alakitsuk kétféleképpen kétsze-

res integradlld az
/ / S AT
T

2. Hatarozzuk meg az integrdlt, ha létezik!

kettds integrdlt!

142 Megoldas: 1. x tengelyre vonatkoztatott normdltartomanyként: T normdltarto-
many, €s az integrandus folytonos, igy az integrdl létezik, és alkalmazhato Fubini-
tétele.

6 5-y/6
// ST AT = / / S drdy =
T y=0 m:y/?
3 2 4 6 5 30—6z
= / 5 dy da + / / 5" dy da + / / %Y dy da
=0 y=0 =3 y=0 z=4 y=0

y tengelyre vonatkoztatott normaltartomanyként: T normdltartomdny, és az integ-
randus folytonos, igy az integrdl létezik, és alkalmazhato Fubini-tétele.

6 5—y/6
// STV AT = / / ST dx dy
T y=0z=y/2
2. Most az utdbbival érdemes szamolns.
6 5-y/6 6
6x+ 62+ 1 30 4 50 , 1— G
e AT = e dedy =~ [ e —3%dy =€ +
6 24
T y=0 Z:y/2 0
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3.144. Példa Az integrdlas sorrendjének felcserélésével hatdrozzuk meg az

1 1
//\/4+x3dxdy
0 vy

integralt!

143 Megoldas:

<

I

Z )

22

1 1 1
//\/4+:U3dxdy://\/4+x3dydx:/x2x/4+x3dx:
0 00 0

VY

—_

(V755

Nl ]

3.145. Megjegyzés Normdltartomdanyok esetén az integrdalds sorrendje kétott. Kivil
a hatdrok dllandok, csak a belsé integrdal hatdrai lehetnek fiigguények, és csak a kiilso
integral valtozajatol fiigghetnek. A sorrend felcserélése a hatdrok dtalakitdasdval jdr.

Végiil, bar nem definidljuk, mutatunk két példat kétvaltozds improprius integrélra.
Megjegyezziik, hogy tébbes integral esetén az improprius integrél alkalmazhatosagat csak
ugy tudjuk eldonteni, ha ismerjiik a Lebesgue-integrdlt, ami ebben a jegyzetben nem
szerepel. Lebesgue-integrdl esetén a tartomany és a fiiggvény korlatossdganak nincs
jelentosége.

3.146. Példa Hatdrozzuk meg az

// rEs vyl

integralt, ahol
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1. T az elso siknegyed,
2. T=(-1,0?!
144 Megoldas:

1. A tartomdny nem korldtos, ilyenkor bizonyos esetekben alkalmazhato a kovetkezo.

/ / _aT = / du 1
x+1)2 y+ x+1)2
0 0
2. Most a fiigguény nem korldtos.
0 0
1 1 1
dl'= | ———d ——d
// (z+12(y + 1) /(:c+1>2 x/<y+1)2 !
T 1 -1

Mivel mindkét egyvaltozos improprius integral divergens, ezért a kétvdltozos is di-
vergens.

3.4.2. Tobbvaltozos fiiggvények integralja

A tovabbiakban feltessziik, hogy a; < b; minden i = 1,...,n esetén, illetve f : Q — R
korlatos, ahol I; = [a;,b;] C R, és Q = I} x Iy x --- x I, C R"™ tégla.
Néhdany tovabbi definicio

e Osztépontok: (T1x,, Toky, - - -, Tnk, ), ahol mindeni =1,... neseténk; =0,1,..., p;
ugy, hogy a; = xjg <z < -+ < Ty, = b;.

o [y, = [Tir,—1, Tir,] jelolésekkel a k = (ky, ..., k,)-edik résztégla I, = Iy, X+« X Ly,
mértéke Ap = (L1, — T1gy—1) - - - (Tuk, — Tok,—1) > 0.

o Q=1 x---x1I, CR" egy felosztasa
F = {[Ew,[[‘u, . J]lpl} X e X {Ino,l’nl, R xnpn}
az osztépontok halmaza.

o Alsé kozelits osszeg, vagy alsé osszeg (F' felosztashoz tartozik)

p1 Pn
Sp = Z . Z mAg, ahol my, = inf{f(z) : x € I;.}.

k1=1 kn=1
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e Felsé kozelits osszeg, vagy felsd osszeg (F felosztdshoz tartozik)

Pn

p1
Sp = Z . Z M Ay, ahol My = sup{f(z) : z € I}.}.

ki1=1 kn=1

Az egyvaltozds esethez hasonld tételeket is kimondhatunk. Ezek bizonyitasa meg-
egyezik az ottaniakkal.

o sp < Sp.
o 1 C Iy = sp <sp < Sp <Sp.
o F) és F, tetszOleges felosztasok esetén sy, < Sp,.

e Jh =sup{sp} € RésIH = inf{Sr} € R. Ezeket rendre als¢ illetve felsé Darboux-
integralnak nevezziik.

o h < H.

3.147. Definicié Legyen f : Q = I; x --- x I, — R korldtos figgvény. Azt mondjuk,
hogy f Riemann-integralhato QQ-n, ha h = H. FEzt a kozos értéket az f fligguény Q-n
adott Riemann-integrdljdnak (roviden integraljanak) nevezzik és

/ f vagy / f(z)dz
Q Q
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modon jeldlyiik.
Most is igaz a kévetkezo.

3.148. Tétel Ha f : Q = I, x--- x I, = R folytonos, akkor Riemann-integrdalhato QQ-n.

Az integral kiszamolasa. Tobbes integral tobbszoros integralld alakitésa.
3.149. Tétel (Fubini-tétel téglan) Legyen f: Q = I, x --- x I, — R korldatos fiigg-

vény. Ha [ Riemann-integralhaté Q-n, és minden (xq,..., T, 1) el x---x1I,_1 ese-

tén az x, — f(x) Riemann-integrdlhato I,-n, akkor g(x / f(z)dx, is Riemann-

an

integrdalhato I, X -+ X I, _1-n, és

/f = / g(x)d(xy,. .., Tpo1).

Q (:L'l ,,,,, (Enfl)GIlX”-XIn,l

3.150. Megjegyzés Ha f folytonos, akkor minden feltétel teljesiil, igy ekkor igaz a tétel
allitasa. Sot ekkor n — 1-szer alkalmazhatjuk a Fubini-tételt, igy kapjuk, hogy

/f_/ 7 7f(g)dxn . das | day.

r1=a1

3.151. Példa Legyen V =[0,1]3 az egységkocka! Hatdrozzuk meg az

///x+y+zd(x,y,z)

145 Megoldas: Mivel az integrandus folytonos, ezért az integrdal létezik, és alkalmazhato
a Fubini-tétel.

integrdlt, ha létezik!

1 /1
///x+y+zd:r;y,) / / /x+y+zdz dy | dz =
0 \0
22 1

= xz+yz+2 dy | dx = :U+y—|——dy dr =

0 =0 0 \o
1 1 .2 s
xy+—+ r+1ldr = ——l—x = _
2 1o 2

0 0
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Most definidljuk az integralt tetszoleges korlatos halmazon.

3.152. Definicié Legyen T C R"™ korldatos halmaz, és f : T — R korldtos fiigguény.
Ekkor létezik @ C R™ tégla, hogy T C Q. Terjessziik ki f-et, azaz legyen

~Jf(@), hazeT,
gla) = {0, ha x & T!

Ha g integrdalhato QQ-n, akkor azt mondjuk, hogy f integrdlhato T-n, és a most definidlt
integrdl értéke a g integrdlja lesz.

fi=]s

T Q

3.153. Megjegyzés Kinnyen ellendrizhetd, hogy az integrdl (és az integrdlhatdsdg)
nem fiigg Q) vdlasztdsdtol.

Az n dimenziés norméltartoméanyt rekurziéval definialjuk.

3.154. Definicié T} C R egydimenziés normaltartomany, ha kompakt intervallum.
T, C R"™ n-dimenzios normdltartomany, ha

T,={z€R":(v1,...,201) € Thor,a(x,. ., 0p1) <@ <b(1,.. 0, T01)}

valamely T,_; C R*" ! n — 1 dimenzids normdltartomdny, és a,b : T,_; — R folyto-
nos fiigguények esetén, melyekre minden (x1,...,2,—1) € T,y esetén a(xy, ..., xp_1) <
b(xl, . ,l’n,1>.

Most is igaz a kévetkezo.

3.155. Tétel Ha T C R? normdltartomdny f : T — R folytonos, akkor Riemann-
integralhato T'-n.

Normaéltartomanyon vett integralra is kimondhaté Fubini-tétele.

3.156. Tétel (Fubini-tétel normaltartomanyon) A definicid jeloléseivel: Ha f in-
tegralhato a T, normdltartomdnyon, akkor

bn(xlr’wxn—l)

/f(&)d£=/ / fl@)day | d(zy, ... 20-1),

n—1 \an(T1,-sTn—1)

feltéve, hogy a belso integrdl is létezik.
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3.157. Megjegyzés Folytonos fiigguényre alkalmazhato a Fubini-tétel akar n — 1-szer
15. Ekkor a kovetkezo képletet kaphatjuk, ahol T C R™ normdltartomdny, f : T — R
folytonos fiiggvény.

b1 b2 (1) b (€1, yTr—1)
/fz / / / flz)dz, | ... dzy | da;.
T z1=a1 \zgo=az(z1) Cn=0an(Z1,....Tn—1)

Most is fontos az integralds sorrendje. Valamely integral hatarai csak a téle kijjebbi
integralok véltozoitdl fiigghetnek.

A kovetkezd példékban hasznéljuk a dV jelolést a d(z,y, z) helyett, ami a térfogati
integralra utal.

3.158. Példa Legyen V = {(z,y,2) € R : 0 < z,y,2z ésx +y + 2 < 1}! Hatdrozzuk

meqg az
ﬂ/x Y :
\4

integrdlt, ha létezik!

146 Megoldas:

Mivel az integrandus folytonos, ezért az integrdl létezik, és alkalmazhato a Fubini-
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tétel.
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3.4.3. A Jordan-mérték és a Riemann-integral tulajdonsagai

Kezdjiik annak megjegyzésével, hogy szokasos mértékelméleti szempontbdl a Jordan-
mérték nem mérték.

3.159. Definicié A T C R" korldtos halmaz. Ha a konstans 1 fiigguény integrdalhato
T-n, akkor a T halmazt Jordan-mérhetonek nevezziik, az integral értékét a T Jordan-
mértékének hivjuk, és J(T')-vel jeloljiik.

3.160. Megjegyzés Roviden

J(T) = / L
T
ha létezik.

3.161. Megjegyzés Kinnyi megmutatni, hogy minden tégla Jordan-mérhetd, és Jordan-
meértéke az eqy csucsbol indulo n €l hosszdnak szorzata. fgy példaul eqy szakasz 2 dimen-
2108 Jordan-mértéke 0.

Az alszakasz elején felsorolt definiciokban szerepld Iy, résztégla mértékét Ag-val jelol-
tik. Ez éppen J(Ig).

Kicsit nehezebben, de szintén beldathato, hogy minden normaltartomany is Jordan-
mérheto.

3.162. Megjegyzés A kétdimenzios Jordan-mérték a teriilet dltaldnositdsa. Ha példdul
f:[a,b] = R* folytonos, akkor azy =0,z =a, x =b ésy = f(x) dltal hatdrolt korldtos
stkidom Jordan-mértéke

f(z) b b

J:/b/ldydm—/y]g(m)dx:/f(x)dm.

a a a



3.163. Megjegyzés A definiciobdl kivetkezéden J(T) = 0 azt jelenti, hogy Ve > 0
p

esetén 3Q1, Qs ... Q, tégldknak olyan véges rendszere, melyre ZJ(Qk) <eg ésT C
k=1

Ehhez hasonloét jelent a Lebesgue-mérték szerinti nullmértékiiség is.

3.164. Definiciéo Azt mondjuk, hogy a T C R™ halmaz Lebesque-szerint nullmértéki,

ha Ve > 0 esetén 3Q1, Qs . .. tégldknak olyan (végtelen) sorozata, melyre Z J(Qr) <&,
k=1

ésT C U Q.
k=1

3.165. Tétel (Lebesgue-kritérium) Egy T C R"™ korldtos halmaz pontosan akkor
Jordan-mérhetd, ha hatdara Lebesgue-szerint nullmértéki.

Ha T C R™ Jordan-mérheto halmaz, f : T — R korldtos, akkor f pontosan ak-
kor Riemann-integrdalhato T-n, ha T-beli szakaddsi pontjainak halmaza Lebesgue-szerint
nullmértéki.

3.166. Megjegyzés A tétel elso felében a Lebesque szerinti nullmértékiséget kicserél-
hetnénk Jordan szerintire, azaz eqy T C R™ korldtos halmaz pontosan akkor Jordan-
mérhetd, ha J(front T') = 0.

A tétel mdsodik felében azonban nem. Példiul « H = Q N [0,1] halmaz Lebesgue-
szerint nullmértéki, de Jordan-szerint nem, ugyanis nem Jordan-mérheté. Van olyan
fiiggvény, ami pont a H pontjaiban szakad, de nincs olyan halmaz aminek a hatdra éppen
H lenne.

3.167. Tétel (A Riemann-integral monoton) Ha T C R" korldtos és f,g: T — R
Riemann-integralhaté T-n dgy, hogy f(z) < g(x) minden x € T esetén, akkor

jrs)

3.168. Kovetkezmény (A Jordan-mérték monoton) Ha Ty,T, C R" Jordan-mér-
hetéek gy, hogy Ty C Ty, akkor

J(T) C J(T3).

248



3.169. Tétel (A Riemann-integral linearis funkciondl) Ha T C R"™ korldtos és
fyg : T — R Riemann-integralhato T-n, akkor f + g is Riemann-integrdlhato T-n,

) /(f+g)=/f+/g-

T T
Ha még o € R, akkor af is Riemann-integralhato T-n, €s

J@n=alr

3.170. Tétel (A Riemann-integral a tartomdany szerint additiv) LegyenT),T, C
R™ korldtos gy, hogy int(Ty) Nint(Ty) = 0! Ha f Riemann-integrdlhatd Ti-en és Ty-n,

akkor Ty U'Ty-n s az, €s
T T

TiUT,

3.171. Kovetkezmény (A Jordan-mérték additiv) LegyenTy,T, C R™ Jordan-mér-
hetd gy, hogy int(Ty) Nint(Tz) = 0! Ekkor Ty U Ty is Jordan-mérhetd, és

J(UTy) =J (M) + J(Tz).

Az integral-transzformécio segitségével a Jordan-mérték eltolas-invarianciajat is be-
lathatjuk.

3.172. Tétel Ha T C R™ korldtos és f : T — R integrdlhaté T-n, akkor |f| is integrdl-

hato T-n, és
[1< [
T T

3.4.4. Integral-transzformacio

Az egyvaltozés fiiggvényeknél tanult helyettesitéses integralt szeretnénk altaldnositani.
Emlékeztetaiil.

3.173. Tétel (Helyettesitéses integral) Legyen a < b, g € Cp,,, és f € CYp,y)-

FEkkor
g(b) b

f@ﬂxz/ﬂmmymw.

g(a) a
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Az els6 fontos valtozés, hogy a tobbvaltozds esetre kiterjeszthetd alaknal nincs iranyitva
az integralasi tartomany.

Ha ¢ szigorian monoton novo, akkor ez semmilyen valtozast nem jelent, mert ekkor
g(a) < g(b), azaz ekkor g(|a,b]) = [g(a), g(b)]. Ha viszont szigortian monoton csékkend,
akkor g(a) > ¢(b), azaz ekkor g([a,b]) = [g(b),g(a)]. Viszont ekkor ¢'(t) < 0, ezért

altaldnosan a formula
/ f(z)dz = / f(g (t)| dt

9([a;b)) [a,b]

alakba irhatd szigorian monoton, azaz kolcséndsen egyértelmii g esetén.

n-véltozés esetben [a,b] helyett irhatunk A C R"™ kompakt halmazt (ilyen példdul
egy normaltartomany), és ekkor g : A — R™ kolesonosen egyértelmii, folytonosan deri-
vélhaté transzformécié. Ekkor g derivaltja a Jacobi-métrix, a képletbe pedig a Jacobi-
determingns abszolit értékét frjuk.

3.174. Tétel (Integral-transzformacié) Legyen E C R" nyilt halmaz, g : E — R”
folytonosan derivdlhato, kélcsonds egyértelmi leképezés, melynek Jacobi-determindnsa
sehol sem nulla! Ha A C E kompakt és f : g(a) — R folytonos, akkor a kévetkezd

integrdlok léteznek és egyenliek.

/ f(z)dz = / F(g(0)) |det g/(2)] dt.
g(A) A

A Jordan-mérték eltolas-invaridns.

3.175. Kovetkezmény Ha T' C R™ Jordan-mérhetd és c € R™ tetszoleges, akkor T + ¢
18 Jordan-mérhetd, és

J(T+¢)=J(T).

6 Utmutatas: A g(x) = z + ¢ eltolds Jacobi-mdtriva az egységmdtriz, igy Jacobi-
determindansa 1.

3.176. Megjegyzés A Tételben elég f Riemann-integrdlhatésdga g(A)-n a folytonossdg
helyett.

3.177. Példa Hatdrozzuk meg az xy = 1 és xy = 2 hiperboldk, és az y = x és y = 2x
eqyenesek dltal hatarolt H korlatos tartomdny teriiletét.

T:/L

H

147 Megoldas: A teriilet
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Mindkét tengely szerinti normaltartomanyként sok szamoldssal jarna az integrdlas. Ugyan-
18 az integrdlt két kozos belso pont nélkili normdltartomdnyon vett integrdl dsszegeként
szamolhatndank ki.

V22/x 1 V2
1 2
T://1dydx+//1dydx—/2w——dx+/——xdx:
x x
Vv2/21/z V2/2 1

1 22]V?
T2
— [x —lnx}ﬁ/2+ {21nx—5}1

—(1-Inl)- (%-m?) +(2mv2-1) - <21n1—%> :1%2.

Oldjuk meg a feladatot masképp is. Alkalmazzuk az integral-transzformdciot. Legye-

nek az uj vdaltozok u(zx,y) = zy és v(x,y) = =.
x

N
?

W

Ekkor g(u,v) = (z(u,v),y(u,v)) = (\/E, Vuv), a Jacobi-determindns
= v

\/ 4uv \/ 4@3 1
~ o
4u 41}

A=g (H)=[1,2]"

s
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Ekkor
2 2

Tz/ld(x,y): 1d(:1:,y):/21 //idudv_

H g(A A

2
1 S| 1 1
— _ = — = 1 =—-—In2——-Inl==-1n2.
/[%ulev / dv = [ nv]1 5 n 5 n 5 n
1

A feladat megoldédsa kozben nem ellendriztiik az integral-transzformacio feltételeit,
de teljesiilnek. Az aldbbiakban harom gyakori transzforméciot vizsgalunk.

Mv

Polartranszformacio

Tegyiik fel, hogy a T" C R? korldtos halmazon szeretnénk integralni. Legyen R € R*
olyan, hogy z% + 3?> < R? ha (z,y) € T, és legyenek az 1ij valtozék r és ¢ gy, hogy
r =rcosp ésy=rsing, ahol r € [0, R| és ¢ € [0,2n], azaz A = [0, R] x [0, 27] és

g(r,p) = (‘;E: 3) - (Zﬁfﬁg) '

Ekkor a Jacobi-determinans

I
rxga_

Yr Y,

cosp —rsing

det g'(r, ) = sing  1cos

‘ =rcos’p+rsin®p=r.

Lasd 3.10 &bra.

27-‘—/\ A

/\ T
< | 9”

+

(a) (b) () (d)

3.10. dbra. Polarkoordinatak

3.178. Megjegyzés A télel feltételei nem teljesilnek. Nevezetesen g(r, ) = (1 cos @, rsin @)
nem kolcsondsen egyértelmi, ugyanis g(x,0) = g(x,2n), illetve gZO ) = (0,0) min-
den @-re. De a [0, R] x {0} kétdimenzids Jordan-mértéke 0, igy ez nem okoz gondot.
(Valdjdban az integrdl-transzformdcicban, ha A Jordan-mérhetd, akkor elég feltenni a
kolcsonisen egyértelmiséget A belsején.)
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3.179. Példa Legyen T = {(z,y) e R? : x < 0,2% +y* < 9}/

/cosx +y*)dT =?
T

148 Megoldas: T most normdltartomdny, de az integrandus problémas, ezért alkalmaz-
zunk poldrtranszformdciot.

"3 3_71—/\
2
T
> I A
2 |
T
-3 3
3 3m/2 3
/cos(x2+y2)dT: / / coer-rdgodr:/ cos 12 ?:/jmdr:
T r=0p=n/2 0

3 )
. 2 3
9 sin r“m T .
= [ cosrrndr = = —sin9.
2 0 2
0

3.180. Példa Legyen T = {(z,y) € R?: 0 < y,1 < 2? +y? < 4}/
1
——dT =7
/ (@2 + 2)2
T

149 Megoldas: T most normdltartomdny, de az integrandus problémas, ezért alkalmaz-
zunk poldrtranszformdciot.

A A

M

1 2
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3.181. Példa Legyen T = {(z,y) e R?: 0 < % <y, 1 <a?+4y? <4}/

/ 4y dT =?

T

150 Megoldas: Alkalmazzunk poldrtranszformdciot.

9
e 1
1 T >~ g A
b S
s 6\| \l 3\ I I N
1 2 1 2
w/2 2 w/2 6 9
/4xy3 dT' = / / 47 cos pr? sin® pr drdp = / {4 cos psin® @El dp =
T p=m/6r=1 p=m/6 =1
w/2
. 4 w/2
315
=42 / cos psin® ¢ dp = 42 [sm 90] = —.
oon/6 32
p=m/6

3.182. Példa Legyen T = {(z,y) e R*: 0 <y < w, 2> + y* — 22 < 0}/

/Q—I—ydT:?

T

151 Megoldas: Alkalmazzunk poldrtranszformdciot.
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$ 7 % T~
]_ -7 - qg ™ AN
Ny — 4m
1 2 ’ 5 ’

T e /4 T‘S 2 cos ¢
/2+ydT:/ /(2+rsin<p)rdrdg0:/[7’2—1—38111@1 dy =
T =0 r=0 =0 r=0

w/4
= /4COS2¢+§COS3sosinsod90= {290+sin2<,0—ﬁcos4cp] :W; .
=0
=0 ®

Végiil mutatunk egy példat arra, hogy bizonyos esetekben improprius integral esetén
is alkalmazhato a polartranszformacié. Ez a példa fontos a valdszintiségszamitdasban.
Ujra megjegyezziik, hogy tobbes integral esetén az improprius integrél alkalmazhatosédgéat
csak dgy tudjuk eldonteni, ha ismerjiik a Lebesgue-integralt.

3.183. Példa Mutassuk meg, hogy

/e‘m2 dr = g!

0

152 Megoldas: Az e’ primitiv fligguénye sajnos nem elemi fligguény, igy nem tu-
o0

dunk ezzel szamolni. Mivel x > 1 esetén e < e és /e_m dx konnyen ldthatoan
1

konvergens, ezért a feladatban szerepld improrius integral is az. Jeloljik értékét I-vel.

Ekkor - - o s
I* = /exz dav/ez”2 dy = //e‘”zey2 dy dx.
0 0

0 0
Alkalmazzuk most Fubini-tételét forditva, azaz kétszeres integralt alakitsunk kettds integ-
rdalla! Ehhez jelolje T az elsd siknegyedet!

]2 = // e~ @) qr
T

255



Most alkalmazzuk a poldrtranszformdciot!

oo /2 0 2
122//6_T2ng0d7”= /e_TQTdr:g[—eZ ] :%

r=0 ¢=0 0

NN

Mivel tudjuk, hogy I > 0, ezért I = g
3.184. Megjegyzés Aze " egyik primitiv fiigguényének konstansszorosdt szokds Gauss-
féle hibafiigguénynek nevezni.

2 xr
erf(z) = ﬁ/e_t2 dt
0

Az eldz0 példa szerint

Ilggo erf(z) = 1.

Henger koordinatak

Tegyiik fel, hogy a T' C R? korldtos halmazon szeretnénk integrélni. Legyen R € R¥ és
21,2 € R olyan, hogy 22+ y? < R? és 21 < 2z < 2y, ha (z,y,2) € T, és legyenek az 1j
véltozdk r, ¢ és z gy, hogy x = rcosp, y =rsiny és z = z, ahol r € [0, R], ¢ € [0, 27]
és z € [z1, 29|, azaz A = [0, R] x [0, 27] X [21, 22] és

I(Ta@ﬂ«’) rcos
g(r7 12 Z) - y(7°> 2 Z) — ?"Singp
Z<T7 ®, Z) z
Ekkor a Jacobi-determinans
/ / / . .
, | T T jeosp rsing O
detg'(r,p,2) = |y, Y, y.|=|sinp rcosp 0=
Z. Z, 2z, 0 0 1

=1-(rcos®p+rsin®p)+0+0=r.

Tulajdonképpen a Fubini-tétel alkalmazasival, az integralt egy z szerinti, és egy (z, y)
szerinti integralbol rakjuk 6ssze, majd utébbit polarkoordintatazzuk. Lasd 3.11 abra.

3.185. Példa Legyen V = {(z,y,2) e R3: 1 <22+ 9> <4,0< 2 <8 — 22 — y?}/
///;ﬁdv 7
J

256



3.11. abra. Henger koordinatak
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153 Megoldas:

2w 8—r2 2

2 2
///x2dV—// / r COSQ<prdzd<pdr—// 3 cos? <pz o dgodr—
v 1.0 0 10
2 27 ) 5 2 020127
://(8r3—r5)—+cos Sodgodr:/ (8r3—7"5)£+sm Ld dr =
2 2 S P
10 1

2
6 2

= /(87“3 —rP)rdr = [(27’4 — r_) 7T:| 397r
6 —1 2

1

3.186. Példa Legyen V = {(z,y,2) e R3: 2 <a? + 2 < R 1<z <e}!

/V// e

154 Megoldas:

R 27w e 1 R 21 e
ot ] s [ ]
V3 0 1 /3 0 1
R R ,2 R
/ [((e—1)r 27: dr:/27r(e—1)r_3d7“: 27r(e—1) =
@70 -9 V3
V2 V2

Gombi koordinatak

Tegyiik fel, hogy a T' C R? korldtos halmazon szeretnénk integralni. Legyen R € R*
olyan, hogy z% + y*> + 22> < R? | ha (z,y,2) € T, és legyenek az 0j véaltozok r, ¢ és ¥
ugy, hogy = = rcospsind, y = rsinpcosv és z = rsind, ahol r € [0, R], ¢ € [0,27] és
v € (0,7, azaz A = [0, R] x [0,27] x [0, 7] és

z(r, 7, p) 7 COS ¢ cos U
2(7"7797 ©)= | y(r,d,¢) | = | rsinpcos?d
z(r, 9, p) rsin v

A véltozdk sorrendjét azért cseréltiik fel, hogy a Jacobi-determindns pozitiv legyen. Fz
csak esztétikai kérdés, hiszen nekiink tgyis a Jacobi-determinans abszolit értéke kell. A
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Jacobi-determinans

det ¢'(r, 9, ) = |u,

Lasd 3.12 4bra.

I,/

~=

/

2y

/ /

Ty T, cossiny rcospcosty —rsinpsind
Yy Y,| = |sinpsind rsingcosd  rcospsind | =
zg 2, cos —rsind 0

= cosU(r? cos? psin ¥ cos ¥ 4 12 sin? @ sin ¥ cos ) —
—(—rsind)(rcos® psin® 9 + rsin® psin® ) + 0 =
¥ ¥

= r?sin¥ cos® ¥ + r? sin ¥ sin® ¥ = r? sin 9.

3.12. 4bra. Gombi koordinatak
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3.187. Példa Szdmitsuk ki az R sugard gomb térfogatdt!

155 Megoldas: Legyen V' az origo kdzépponti R sugari gomb, azaz
V={(z,y,2) € R®: 2” +9* + 2* < R*}

A keresett térfogat

2w 2

R R
///ldV:///T smz?dﬁdcpdrz// —r 00519 19  dpdr =
1% 0 0 00

27

R
P31E R3
://27’2 dgpdr:/élm’ dr = l47r—] =4dr—
31, 3

00

0

3.4.5. Gyakorlé feladatok

L [[eviar =

[0,1]2

// ye™dT =7

[0,1]x[—1,0]

sl ()

[—1,2]x[~1,0]x[0,2]
J[ Vicyeszar= w<a<])
[0,a]%[0,1]
5. Legyen T"az y =z, y = v +a, y = 0 és y = 3a egyenesekkel hatarolt korlatos

tartomany! /x2 + 2 dT =7

T

6. Legyen a > 0és T = {(z,y) € R? : 22 + y* < a}! //:EQ—i—yZdT:?

,0 <y < +2px! //xy2dT =7
T

7. Legyen p > 0¢és T = {(z,y) e R?: 0 <z <

wl@
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

cLegyen T = {(z,y) e R2: 0< 2 < 1,22 <y < V/z}! //x2+ydT:?
T

Legyen T = {(z,y) e R*: 0 <z <y < 7 }! //Cos(x+y)dT:?
T

Legyen V azx =0,y =0, 2 = 0 és z+y+2z = 1 egyenletii sikok altal meghatarozott
1
tetraéder! / dV =7
(1+z+y+2)?

v

Legyen R > 0és T = {(z,y) € R?: 2* + y* < R?*}! // et AT =7
T

Legyen R > 06sV = {(z,y,2) € R®: 22 +y* +¢y* < R?}! ///x2+y2+z2dV =7
v

Szamitsa ki az xy = 4 és az x + y = 5 gorbékkel hatarolt korlatos sikidom Jordan-
mértékét!

Legyen a > 0! Szdmitsa ki az 2y = a® ésaz v +y = ga gorbékkel hatéarolt korlatos
sikidom Jordan-mértékét!

Legyen p,q > 0! Szdmitsa ki az y?> = 2px + p? és az y?> = —2qx + ¢* gorbékkel
hatérolt korldtos sikidom Jordan-mértékét!

Legyen 0 < a < b és 0 < ¢ < d! Szamitsa ki az 22 = ay, 2° = by, 2% = cy? és az
2% = dy? gorbékkel hatérolt korldtos sikidom Jordan-mértékét!

Szamitsa kiaz=14+2+y, 2 =0, x4+y =1, =0 ¢é az y = 0 feltételekkel
hatérolt korlatos test Jordan-mértékét!

Szémitsa ki a z = 22 + y?, y = 2%, y = 1 és a z = 0 feltételekkel hatarolt korlatos
test Jordan-mértékét!

Legyen R > 0és a > RV2! Szamitsakiaz+y+z=a, 22 +y>*=R>, 2 =0,y =0
és a z = 0 feltételekkel hatarolt korlatos test Jordan-mértékét!
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4. fejezet

Komplex fiiggvénytan

4.1. Bevezetés

Kiilonb6z6 miveletekre valo zartsag igénye a szamhalmazok fokozatos bovitéséhez vezet:

Mivelet N ¢ Z ¢ Q ¢ R c C
+, - v v v v v

— 0 v v v v

/ 0 0 v v v
lim 0 0 0 v v
SO0 0 0 0

A komplex szamok halmaza (C) a valés szdmoknak a j imagindrius egységgel valo
bovitésével kaphato meg;:

4.1. Definicio A C komplex szamsik vagy Gauss-féle szamsik:
C=R+ R, ahol §% = —1.

A komplex szamok aritmetikajat ismertnek tekintjiik. Tomoren Osszefoglaljuk a leg-
fontosabb jeloléseket, azonossagokat.

A komplex szamok megadasai

e Algebrai (kanonikus) alak: z=z+jy

r=Rez, y=Imz, |z|=vVa2+y?, |2])=2Z
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e Trigonometrikus alak: 2z =7 (cosp + j siny)

r=lzl=va2+y? p=arcz (f6érték: —m < < 7)

SRS

x
tgp=~—, ctgp=—
Y

e Exponencidlis alak: 2z = re/¥
FEuler-féle dsszefiiggés (p szogl egységvektor):
/¥ = cos p + jsin .

4.2. Megjegyzés Sok kinyvben az imagindrius eqységet i-vel és a z komplex szdm szogét
(argumentumdt) arg(z)-vel jelolik. Ebben a jegyzetben a mérnoki korokben elterjedt j és
arc(z) jelolést hasznaljuk.

Miiveletek komplex szamok korében

e Osszeadas, kivonas:

21 & 29 = (21 + jy1) £ (22 + Jy2) = (21 £ 22) +J (Y1 £ 2)
—_—— N —r
Re(z1t22) Im(z1t+22)

Re(z £ 29) = Rez; = Re 2o, Im(z; £ 29) = Im z; & Im 2.

o Szorzas:

. 7

21 -z = Ty PR — (7172 — Y1y2) +J (2132 + Y172)

TV
|2122] Re(z122) Im(z122)
|z122] = |21] - |22, arc(z1z9) = arc z; + arc 2.
e Osztas: (23 #0)
AT i) _ T +Iy1 T Yl | — Tl + %
DU - . 2 2 2 2
29 72 To + JY2 T3+ Y3 T3+ Y5
~~~ N ~~ ~~
|21/ 22| Re(z1/22) Im(21/22)
Z1 ’21’ Z1
—| ==, arc [ — | = arcz; — arc zs.
Z2 |22 Z2
e Konjugalas:
z=1x+ jy=re?, Z=x—jy=re’¥
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e Gyokvonas:

2 =re?, Yz = Y- el/ntkn/n) (n=1,23..., k=0,1...n—-1)
4.3. Példa Hatdrozzuk meqg a z = ;”_L—Z? szdm valos és képzetes részét!

156 Megoldas: A nevezd konjugdltjdval bévitjik a tortet:

142) 3445 _(1-3-2.4)4j2-341-4) _ 1 2
z = . = = —= —1.
3_4; 314j 32+ 42 5 57

4.4. Példa Hatdrozzuk meg a z = —1 + /35 szdm otodik hatvdnydt!

157 Megoldas: Célszert eldszor datirni z-t exponencidlis alakba:

3 2
|z =V12+3 =2, arc(z)zﬁ—arctg\/T_:?ﬂ.

P =20 6%F =32. 0795 = —16—j- 16 V/3.

4.5. Példa Hatdrozzuk meg a 23 = % egyenlet megoldasait!

158 Megoldas: FEldszor meghatdrozzuk a jobboldal szégét és abszolutértékét:

=1-j = |wl=V2, arc(w):—%.

A megolddsokat legkénnyebben z = r - €% exponencidlis alakban irhatjuk fol:

T 2 T T 157
7“1:7“2:7“32\6/5, 901:—5, 90223—5:57 SOSZE-

A komplex szamsik lezarasa

Sok esetben (példaul hatarértékek vizsgalatakor) célszerti a komplex szamsikot egy idedlis
elemmel, a oo-nel béviteni, melynek szoge tetszoleges, nagysaga minden hataron tidl no.
Az igy kapott C* = C U {oo} halmaz a Riemann-féle szamgomb.

A oo szimbolummal a kovetkezo szamoldsi szabalyok szerint szamolhatunk:

24+ 00 =00

00+ 2z = 00, ha z2#0
?zoo, ha zZ # 00
%:oo, ha z#0
i:(), ha z # 00
00
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De vannak hatarozatlan alakok is:

0
000 =? = =7 = =7
(0.9 3 0

4.6. Megjegyzés Mig a bovitett valos szamegyenesen kiilonbséget tehetiink +oo és —oo
kozitt, a Riemann-féle szamgombon ez nem teheté meg.

Abrazolas

A C komplex szamsik és a C>* Riemann-féle szamgomb elemei kézott az 4.1 dbra illetve
animacio szerinti sztereografikus projekcié teremt kapcsolatot.

_P(c0)

4.1. abra. A P sztereografikus projekcio a Gauss-féle stk A pontjdhoz a Riemann-féle
gomb P(A) pontjét rendeli. A végtelen tavoli, idedlis pont P(co0) képe a gomb északi
polusa.

4.2. Komplex tagu szamsorozatok, szamsorok

A komplex szdmsik pontjait a C 3 z = x + jy & (z,y) € R? megfeleltetéssel azo-
nosithatjuk a kétdimenziés euklideszi sik pontjaival. Ez a megfeleltetés normatarto,
|z] = ||(z,y)]| = /2% + y?, ezért ebben a fejezetben lényegében minden &llitds kozvetle-
niil kovetkezik az R"-ben tanult megfelel6 tételbdl.

4.2.1. Szamsorozatok

4.7. Definicié A z, komplex szdmsorozat hatarértéke zq, azaz

lim z, = z,
n—oo
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ha Ve > 0 esetén AN (g), melyre
|zn — 20| <€, han > N(e).
4.8. Definicio A z, komplex szdmsorozat hatarértéke végtelen, azaz

lim z, =00, ha |z,] = .
n—o0

4.9. Lemma FEqy komplex szdmsorozat pontosan akkor konvergens, ha a sorozat valds,
illetve képzetes része tart a hatarérték valos, illetve képzetes részéhez, azaz:

(Zn:xn‘i_jyn — ZOZ$0+ij7éOO) — ((xn — .%0) A (yn — yO))

4.10. Lemma FEgy komplex szamsorozat pontosan akkor konvergens, ha Cauchy-sorozat,
azaz:
(zn = 20) <= (zn) Cauchy-sorozat.

Most is igaz a végtelen geometriai sorozat hatarértékére vonatkozo, valésban megis-
mert formula.

4.11. Lemma Legyen zy tetszéoleges komplex szam. Ekkor:

0, ha |zo| < 1,

nh—>n§o 20 =11, ha zo =1,

B (divergens) egyébként.

4.2.2. Szamsorok

Hasonléan a val6s szamsorokhoz, most » _,_  zx jeldl egy komplex tagi végtelen sort, és
Sn = > 1o 2k ennek részletosszeg-sorozatét.

4.12. Definicié A Y ";° 2 komplex tagu sor sszege:

Tehdt az s = Y .-, 2z komplex sor pontosan akkor konvergens, ha a z, = xy, + jyi
tagok valds és képzetes részébol képzett sorok is konvergensek, és ekkor

o0 o0
Res = E Tk és Ims = E Y-
k=0 k=0
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4.13. Tétel (Cauchy-kritérium) A >"°  z sor pontosan akkor konvergens, ha Ve >
0 esetén IN(e) € N, melyre

[tk — Snl = |2Zna1 + 2Znae + -+ 2nak| <&, ha n> N(e) ésk eN.

4.14. Tétel (Konvergencia sziikséges feltétele) Ha a Y .z, sor konvergens, ak-
kor lim,,_yo zn, = 0.

4.15. Tétel Ha egy sor abszolit konvergens, akkor konvergens, azaz
Z | 2] < 00 = Z 2, konvergens.
k=0 k=0

4.16. Lemma (Geometriai sor 6sszege) Végtelen geometriai sor dsszegét a valdsban
megismerthez hasonlo formula adja meg:

k-1 __ 1
0

lim (1+z0+z§+---+zg—1):1Lm oAt = =1
n—oo — 0

n—o0

Z
1

n oo
)
k=1 k=

ha |zo| < 1, eqyébként pedig a sor divergens.

4.3. Komplex fiiggvények folytonossaga, differencia-
lasa
Ebben és a tovébbi fejezetekben az f : Dy — C (Dy C C) komplex fiiggvény fiiggetlen

valtozdjat z = x + jy = ref?-vel, értékét f(z) = w = u+ jv = pe’’-val jeloljiik, ahol u-t,
v-t, p-t és 0-t kétvaltozds valds fiiggvényeknek tekintjiik:

w = f(z) =ulz,y) + jo(z,y) = p(r,¢) el 0(re)

Az f : C — C fiiggvény megadasa ekvivalens a valds és képzetes részének, azaz az
u,v 1 R? — R kétvéltozos valds fiiggvénynek a megadédsival. Sokszor érdemes az f
fiiggvény tulajdonsagait ,atfogalmazni az u és v fliggvények ,nyelvére”.

4.17. Példa Az f(z) =22 = (v +jy)? = 2% — y* + j 22y = r?e’?? (kétrétid) leképezés
esetén:

u(z,y) = 2° =y, v(x,y) = 2y,
p(r, @) =17, 0(r,0) = 2.
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4.2. dbra. Az f(z) = 2% kétréti leképezés az origébdl kiinduld, fels6 félsikon levd o', ¥/, ¢,
d' illetve az alsé félsikon levé a”, b”, ¢, d’ félegyeneseket a képsik a, b, ¢, d félegyeneseire
képezi. A leképezés a z félsikokon berajzolt félkoroket a w sikra berajzolt korokre képezi.

Valés fiiggvénytanban a fiiggvényeket sokszor grafikonjukkal szemléltetjiikk az x —
y sikon. Komplex fiiggvénytanban erre nincs mdd, azonban sok esetben célszeri a z
fiiggetlen valtozo sikjan folvett specidlis halmazok, gorbék képét abréazolni a w = f(z)
fiigegd valtozd sikjan.

4.18. Példa Abrcizoljuk az origobol kiindulo félegyenesek valamint az origé kozépponti
korok f(z) = 22 figguény dltali képét!

159 Megoldas: Az origdtol r tdvolsdagban, a ¢ szégi félegyenesen levd z = rel® pont
képe w = 2% = r2e¥¥, tehdt a pont a 2¢ szégi félegyenesre keriil. Az f leképezés
a 4.2 dbran ldthato modon ,legyezdszerien szétnyitja” a komplex szamsik also és felso
félsikjdt is, és mindkettét a teljes sikra képezi. Ext réviden 1igy mondjuk, hogy a z — 22
leképezés (az origo kivételével mindenditt) kétrétii. Minden w # 0 képpontnak pontosan
két dsképe van.

Az r sugari, origd kdzépponti kir képe r* sugari (kétszer korbejdrt) kor.

Latvényos dbrakat kaphatunk, ha az f(z) = f(x + jy) = u(z,y) + jv(z,y) komplex
fiiggvény esetén kiilon abrazoljuk az u(x,y) és v(x,y) kétvéltozds fliggvényeket. Az
elézéekben targyalt f(z) = 22 leképezés valds és képzetes részét a 4.3 dbra mutatja.

Még érdekesebb a tobbértékii relacidk esetén a hasonld abrazolds. Példaul a kétértékii
V/z reldcié valds és képzetes része a 4.4 dbran lathatd.

268



=2Xy

Im (x+jy)2

Re (x+jy)2=x2-y2

ey
]

=

0

e

7777

S

277

e

27

e

227

2

27

7%

TSI
ZRIATSL

Z7
27

e
LT
RIZL

7

7

77
7Y

7/

.7

’

épzetes része. Animdacio.

7

k

16s és

7

bra. Az f(z) = 2? fiiggvény va

. a

4.3

Re (x+jy)2

—
S

02

L
R

A\

=

\\§§{\\et

s

acio.

Anim3

épzetes része

’

k

16s és

ekt relacio va

z kété

4.4. dbra. Az f(z)

269


z2uv_anim.gif
sqrtz_anim.gif

4.3.1. Hatarérték, folytonossag

Komplex fiiggvények hatarértékére, folytonossagara vonatkozé definiciok, tételek a va-
16s fiiggvénytanbdl megismert fogalmak kozvetlen atfogalmazasai, és 1ényegében semmi
,ujdonsagot” nem tartalmaznak.

4.19. Definici6é (Fiiggvény hatarértéke) Legyen zy a Dy belsd pontja! Az f fiigg-
vény hatérértéke a zo pontban wy, azaz lim,_,,, f(z) = wy, ha Ve > 0 esetén F6(e) > 0,
melyre

|f(2) —wo| <, ha 0 < |z — 20| <d(e).

4.20. Tétel (Atviteli elv) Legyen f komplex fiigguény, zy pedig értelmezési tartoma-
nydnak eqy torloddsi pontja. Ekkor:

lim f(2) =wy <= Vz, =2 -ra (2, € Dy, 2, # 2) lim f(z,) = wo.
2—20 n—00
A kovetkezo tétel értelmében komplex fiiggvény hatarértéke szamolhaté kiilon a valos
és képzetes rész hatarértékeként.

4.21. Tétel Legyen zy = xg + Jyo, wo = ug + jvo. Fkkor

lim  wu(x,y) =up és

hm f(Z) = Wy — (%y)—f(ﬂ?o,yo)
Z—20 hm U(l‘, y) _ UO
(ajvy)ﬁ(woﬂJO)

A folytonossag definiciéja megfelel a valés fliiggvénytanban megismerttel.

4.22. Definicié Az f figguény folytonos az értelmezési tartomdny zo belsé pontjdaban,
ha

lim  f(z) = f(2).

zZ— 20

4.3.2. Derivalhatésag, regularitas

Bar a komplex fiiggvények differencialhanyadosat formalisan ugyantgy értelmezziik, mint
a valds fliggvényekét, a komplex értelemben vett differencidlhatésag joval erésebb meg-
szoritast jelent egy fiiggvényre, mint a valds differencialhatosag. Ez a komplex fiiggvény-
tan egyik sarkalatos pontja, melynek messzemend kovetkezményei vannak.

4.23. Definicié (Komplex derivalt) Legyen zy a Dy belsé pontja! Az f figgvény
differencialhato zg-ban, ha létezik

f(z0 + Az) — f(20)

Aliglo Az = [(=) €C.
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4.24. Példa Az f(z) = 23 komplex fiiggvény derivdltja:

A 3 _ .3 2A A 2 A 3
() = lim (20 + A2)° — 25 _ i 70 z 4 320(Az)* + (Az)

= 3z7.
Az—0 AZ Az—0 AZ

4.25. Példa Az f(z) = Z figguény komplex értelemben nem differencidlhato, ugyanis:
/ — | m— 3 E_ : —j2arcAz __
fleo) = fim == = dmy R, — dme T =R

(A hatarérték fiigg ¢ = arc Az értékétdl.)

A kovetkez6 harom tétel és bizonyitasuk is analog a valds fiiggvénytanban megismer-
tekkel.

4.26. Tétel A valds fiigguényekre tanult differencidldsi szabdalyok — beleértve az dsszetett
és az inverzfiigguényre vonatkozo differencidldsi szabdlyokat is — érvényesek a komplex
valtozos fligguényekre is. Ugyancsak érvényes marad a L’Hospital szabdly is.

4.27. Tétel (Sziikséges és elégséges tétel differencidlhatésagra) Az f : C — C
komplex fligguény akkor €s csak akkor differencidlhato az értelmezési tartomdny zy belsd
pontjaban, ha

Af = f(zo+Az) — f(z0) =D - Az +e(Az) - Az,

ahol D = f'(zy) figgetlen Az = Az + j Ay- tdl, az e(Az) = e1(Az) + j ey (Az) mennyi-
ségre pedig fenndll, hogy lima, ,oe(Az) = 0.

4.28. Tétel Ha az f komplex fiigguény differencidlhato zo-ban, akkor f folytonos zy-ban.

A kovetkezo tétel, melyet be is bizonyitunk, a komplex fliggvénytan egyik alaptétele.
A 4.3 fejezet elején lattuk, hogy az f komplex fiiggvény egyenértékii két kétvaltozos
valds fiiggvény, u = Re f és v = Im f ismeretével. Most f differencidlhatésagara adunk
sziikséges és elégséges feltételt az u és v fliggvények ismeretében.

4.29. Tétel (Sziikséges és elégséges feltétel derivalhatésagra) Az f(z) = u(x,y)+
ju(x,y) komplex fiigguvény akkor és csak akkor differencidlhatd az értelmezési tartomdny
20 = To + jyo belsé pontjdban, ha u és v totdlisan derivdlhatd (xg,yo)-ban és parcidlis
derwadltjaikra ugyanitt teljesiilnek az

W = u, (g, y0) = %Oy’y()) = v;(xo,yo),
au xo, , aU Zo, /
(a—oyyo) = (20, o) = _% = (@0, %)

ugynevezett Cauchy—Riemann féle parcidlis differencidlegyenletek. FEkkor

I'(20) = uy (o, yo) + J vi (0, Yo)-
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Bizonyitds. Tegyiik fol, hogy f differencialhaté zp-ban, és a differencialhanyadost jelolje
D = D1 +]D2 = f/(Z()). Ekkor

Af=f(z)— f(z0) =D - (2 —20) +¢- (2 — 20); lim ¢(Az) =0,

Z—r20

ahol
z—zp=0Az=(x—x0)+Jj(y—w) =Ax+jAy, é e=¢e1+ jeo.

Mindkét oldalt felirjuk algebrai alakban. A bal oldal:
Af = (U(.T, y) - U({L‘(), yO)) +] (U(I’, y) - ’U({L‘[), yO))
A jobb oldal:

(D1 +j Da2)(Az + j Ay) + (61 + je2)(Ax + j Ay) =
= (DlAa: — DAy 4 e1Ax — 52Ay) + j(DgAx + DAy + esAx + glAy)

Az egyeztetésbol:

Au=u(x,y) —u(ze,yo) = D1 Az + (—D3) Ay+e Az + (—e2) Ay

T T
Av =v(z,y) —v(xo,y0) = Do Az + Dy Ay+es Ax+e1 Ay
T T
vl vy

Tehat u-nak és v-nek totalisan derivalhaténak kell lenni (g, yo) -ban és

r_ . A o
u, = D1 = vy; u, = Dy = v,.

Vagyis
f'(20) = D1+ jDy = u}(20,y0) + J v, (0, Y0)-
A bizonyitas gondolatmenete megfordithaté, igy visszafelé is igaz. m

4.30. Megjegyzés A Cauchy-Riemann egyenletek miatt az f'(zo) derivdlt még hdarom
mas modon is kefejezheto u és v parcidlis derivdltjaival:

['(z0) = D1+ j Dy = ul(xo,y0) + Jj (—U;(xoayo)) =
= v, (0, 90) +Jj (—U;(%,Z/O)) =
= v, (%0, Y0) + J (w0, Yo)
4.31. Tétel (Elégséges tétel f/(zg) 1étezésére) Ha az f(2) = f(z+jy) = u(z,y) +
ju(z,y) komplex fiigguény esetén
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o u és v parcidlis derivdltjai léteznek és folytonosak az (xo,y0) pont eqy Ky o) kor-
nyezetében, és
e o Cauchy—Riemann egyenletek teljesiilnek az (xo,yo) pontban,
akkor f differencidlhato zy = xo + jyo-ban, azaz létezik f'(zp).

Bizonyitds. A bizonyitas a tébbvaltozos fiiggvények totalis derivalhatésdgara tanult elég-
séges feltételbdl (3.56. tétel) és az el6z6, 4.29. tételbdl kovetkezik. O

4.32. Definicié (Regularitas) Az f figgvény reguléris zp-ban, ha 3 § > 0, hogy f
differencidlhato K, s-ban.

4.33. Definicié (Szingularitas) A zy pont az f komplex figguény szingularis pontja,
ha f nem requldris zo-ban.

Komplex fiiggvénytanban sokszor hivatkozunk tsszefiigg6 nyilt halmazokra, ezért be-
vezetjiik a kovetkezo két fogalmat:

4.34. Definicié (Tartomany) A T C C halmazt a komplex szamsik egy tartomanya-
nak nevezziik, ha T 0sszefiiggd és nyilt.

4.35. Definicié (Egyszeresen Osszefiiggd tartomany) A T C C egyszeresen Ossze-
fiiggd tartomany, ha T tartomdny, és benne minden zdrt gorbe folytonos deformdcicval
eqy pontta zsugorithato.

Szemléletesen, a T' tartomany egyszeresen Osszefiiggd, ha nem ,lukas”.
4.36. Definiciéo Az f figgvény regularis a T tartomanyon, ha minden pontjdban requ-
ldris.
4.37. Megjegyzés (Holomorf fiiggvény) Ha egy T C C tartomdnyon értelmezett

komplex fligguény T minden pontjiban requldris, akkor szokds azt is mondani, hogy a
fiigguény holomorf.

4.38. Példa Tekintsiik az
f(2) =2 = (x4 jy)* = 2® — ¢ + j2uy
fiigguényt! Megmutatjuk, hogy f mindeniitt differencidlhato:

2.2
u(z,y) =" —y }parcidlis derivadltak mindentitt léteznek és folytonosak

v(z,y) = 2zy
I I I /o
u, = 27 u, = —2y v, = 2y v, =2y
Igy az u, = v, és u, = —v, Cauchy-Riemann egyenletek mindeniitt teljesiilnek =
[ mindeniitt derivalhaté = [ mindenditt reguldris, és  f'(z) = ul, + jvl, =

2z + j 2y (= 22).
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4.39. Példa Tekintsiik az
fle) =222 =(22)2 = |2 2 = (2* + ) (v + jy) = («® + 2®) + j (2%y + o)
fiigguényt! Ekkor
u(z,y) = 2> + 29, v(z,y) = 2%y + >
Az u és v parcidlis derivdltjai mindentitt [éteznek és folytonosak, és

=32+ 9% v =2+ 3%

i ; ul, v; : 22° =27 — |z| = |y|
= 2wy, vl = 2xy; w, =—v,: xy=0 — 2=0V y=0
Mindkét feltétel teljesiil, ha
(lzl=1Jy|) N (zr=0U y=0) = f csak z = 0-ban derivdlhato.
Igy f sehol sem requldris.

4.40. Definicié6 (Harmonikus fiiggvény) A g € C% kétvdltozds fiigguény harmoni-
kus a H C R? halmazon, ha kielégiti a

"

Ag =gy + gy, =0
Laplace-féle parcidlis differencidlegyenletet.

(Itt A a Laplace-operatort jeloli, ami a masodrendi, tiszta parcidlis derivaltak Ossze-
ge.)

A kovetkezd két tétel arra mutat rd, hogy egy komplex fiiggvény regularitdsa valéban
er0s megszoritas. A 4.41. tétel értelmében egy regularis fiiggvénynek sem valds, sem
képzetes része nem valaszthaté meg tetszolegesen, a 4.43. tétel értelmében pedig e két
rész barmelyike konstans erejéig egyértelmiien meghatarozza a mésikat.

4.41. Tétel Ha f = u+ jv requldris K, s-ban (vagy eqy T tartomdnyon), akkor ott
valos €s képzetes része harmonikus fiigguény.

Bizonyitds. Az f(z) = u + ju fiiggvényre felirjuk a Cauchy—Riemann egyenleteket, és
ezek alkalmas parcidlis derivaltjait osszeadjuk, illetve kivonjuk:

— (1)

/
© Y

/ /

y —v (2>

u
u T
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vy~ Vyy

or TT yx ay
0 0
a_y<2) : u/y/y = _U;:/y a_,]}<2) : UZI = —ng
+ —
Felhaszndltuk, hogy a regularitds miatt f (ésigy w és v is) akdrhdnyszor differencidl-
hatd, amit késébb bizonyitunk (4.132. tétel 4.133. kovetkezménye). O

4.42. Definicié Ha f(z) = u+jv reguldris K,,s-ban, akkor v ésv harmonikus tarsak.

4.43. Tétel Ha u harmonikus K, 5-ban (Au = 0, x+jy € K, 5), akkor 3 v
harmonikus fiigguény (harmonikus tdrs) 1igy, hogy

f(z) = u(z,y) + jo(z,y)
requldris fligguény.
A tételt altaldnosan nem bizonyitjuk, azonban a 4.47. példabdl latszik a konstrukcid.

4.44. Megjegyzés A tétel egyszeresen dsszefliggd tartomdnyon is igaz.
4.45. Megjegyzés Hasonloan v = Im f -hez is talalhato uw = Re f harmonikus tars.
4.46. Példa Hatdrozzuk meg o € R értékét gy, hogy az

u(z,y) = 2° + ay?

egy regularis, komplex valtozos f fiigguény valds része legyen! Hatdrozzuk meg ekkor az
f' (14 3j) derwaltat is!

160 Megoldas: Ha f reqularis, akkor u harmonikus. Tehdt Au = 0 -nak kell teljestil-
nie!

u = 2z, uy, =2, w, = 2ay, Uy, =2

Tehat

Uy, + Uy, =242 =0 —  a=-1,  wagyis  u(z,y) =" -y’

Az ' meghatdrozdsahoz elegendd u ismerete, hiszen van olyan képletiink, melyben csak
u parcialisar szerepelnek:

f(1435) = u,(1,3) —ju;(l,?)) = 2—j(—6) =2+ j6.
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4.47. Példa Igazoljuk, hogy a
v(x,y) = 2° — 2% — 3z y? + 3

fiigguény lehet eqy komplex vdltozos, reqularis f - fiigguény képzetes része, és irjuk fel az
f fligguényt!

161 Megoldas: A v fiigguény harmonikussdgdt kell ellendrizniink!
r 2 2 "o r "o
v, = 31" — 22 — 3y°, Uy = 6 — 2, v, = —6zy + 2y, Uy = —67 + 2

Tehat Av =0, v mindenditt harmonikus. fgy létezik harmonikus tdrsa. A két fligguényt
a Cauchy-Riemann parcialis differencidlegyenletek kapcsoljak dssze, vagyis

= v, = —6xy + 2y, (1)

U
w, = —v, = =3z + 2z + 3y°. (2)

Az (1) egyenletbdl:
u(x,y) = /(—ny +2y)dz = —32%y + 22y + C(y).
Ennek y szerinti parcidlis derivdltjdt behelyettesitve (2)-be:

—32% 4+ 22 + C'(y) = —32° + 2z + 3y° == Cly) = /3y2dy:y3+K.

Tehat
u(z,y) = —32°y + 22y + y* + K (K eR),
19y a keresett f fiiggvény
f(z) = =32y + 22y +v* + K +j (:)33 — 2% —3xy? +y2) :

(Kénnyen ellenérizhetd, hogy f(z) = j2* — j2* + K.)

4.3.3. A differencialhanyados geometriai jelentése

A kovetkez6é lemmaban azt mutatjuk meg, hogy a komplex értelemben differencialhaté
fiiggvények egy zp pont ,kicsiny kornyezetét” egy forgatassal és nyujtassal viszik at a
wo = f(z0) pont ,kicsiny kornyezetébe”. Az f’(zy) derivalt abszolit értéke és szoge
éppen ezt a forgatva nyuijtast jellemzi.

4.48. Lemma Legyen f differencidlhato K, -ban, f'(z0) #0.  Ekkor
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|f'(20)] : a zo pontbeli nyijtasi egyiitthatd;
arc f'(z9) :  a zo pontbeli elforduldsi szdg.

Bizonyitds. Legyen w = f(2)!

® @ [Fw
/

C wo

/Z *
o 2 C
. \

7 / \

B =a+arcf'(z)

Ekkor Aw =~ f'(29)Az (=differencidl) (Aw =w —wy, Az = z — zp).
Ezért |Aw| = |f'(z0)] |Az]

|w — w| _ |Aw|
|z — 2| |Az|

~ [ f'(20)l;

tehat kozelitoleg allandod, vagyis fiiggetlen a konkrét C-tol.

©O) @

Wo
+

Tehat egy elegendden kis sugaru kor képe ,lényegében kor”.
Masrészt Aw ~ f'(z9) Az miatt:

A

arc Aw = arc f'(z9) + arc Az.
Ha z — 2z, akkor w — wq és

lim arc Az = a, lim arc Aw = .
2—20 w—wo

Tehat
lim arc Aw = = arc f'(20) + a.

w—rwo

Vagyis az elfordulds minden, a z; ponton atmend gorbére ugyanaz.
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4.4. Konform (konformis) leképezés

A konform” sz6 arra utal, hogy ,,a format valtozatlanul megtart6”. A preciz matematikai
definici6 a kovetkezo:

4.49. Definiciéo Az f komplex fiigguény dltal Iétesitett leképezés a zy pontban lokalisan
konform, ha ott

e irdnytartoan szogtarto,

o kismértékben aranytarto.

@ <2 ‘@

Z1 Wo

,Lényegében” (lokalisan) hasonldsagi transzformécio.
Vagyis 2920214 = wowowi £ és

[wa — wo| w1 — wo

|22—Zo| - |21—2’0|'

4.50. Tétel Az f reguldris komplex figguény akkor és csak akkor képezi le a z sik
valamely zo pontjdnak eqy kornyezetét a w sik wo = f(z9) pontjinak egqy kirnyezetére
kolcsondosen egyértelmien és konformisan, ha f'(z9) # 0.

A bizonyitashoz az 4.48. lemmat kell folhasznalnunk.

4.4.1. Tartomanyon konform leképezések

Elevenitsiik fol a tartomdny (4.34. definicid) és az egyszeresen dsszefiiggd tartomdny
(4.35. definicid) fogalmét!

4.51. Definicié Az f komplex fiigguény dltal létesitett leképezés a T tartomanyon kon-
form, ha annak minden pontjiban konform.

A kovetkezd — bizonyitas nélkiil kozolt — tételek a konform leképezések elméletének
igen mély és fontos tételei.
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4.52. Tétel (A tartominy megmaraddasanak elve) Ha az f komplex fiigguény nem
konstans, és reqularis, akkor a tartomany képe tartomdny. (Hatdrpontokat hatdarpontokba
visz.)

4.53. Tétel Ha az f komplez figgvény eqy T tartomdnyon eqyrétd, requldris és f'(z) #
0, akkor a T tartomdnyt kélcsondsen egyértelmiien és konform mddon képezi le eqy T
tartomdnyra.

Az el6z6ek megforditasa:

4.54. Tétel Ha T és T* egyszeresen dsszefiiggd tartomdny, akkor 3f(z), mely kélcso-
nosen egyértelmiien és konformisan leképezi T-t T™-ra.

4.55. Tétel (Keriiletek iranyitdsa) A T és T* tartomanyok kolcsondsen egyértelmi
és konform leképezésénél keriileteik koriljardsi irdnya vdltozatlan marad. FEnnek kévet-
kezménye: hogy ha a T tartomdny keriletének koriljardsdndl a tartomadny példdul balkéz
felé esik, akkor a T™ képtartomdny keriiletének azonos iranyi kériljardsdndl T™ is balkéz
felé esik.

A kovetkezo alfejezetekben specialis, az egész Riemann-gémbon értelmezett konform
leképezésekkel, az ugynevezett linearis tortfiiggvényekkel foglalkozunk részletesen.

4.4.2. Néhany alapfogalom

4.56. Definicié Linedris egész fiiggvénynek nevezziik a
w=az+ b, a,beC

alaki leképezéseket.

4.57. Definicié Linedris tortfiiggvénynek nevezzik a

az+b

m, a, b,c,dE C (41)

alaki leképezéseket. (c =0 esetén linedris egész figguényrdl van szd.)
4.58. Megjegyzés Mindkét fiigguénycsoport természetes modon kiterjesztheté C* —
C leképezéssé. Linedris egész fiigguény esetén oo +— oo. A /.1 formuldval megadott

. .. .. .. . . . a 4 d
linedris tortfiigguény esetén pedig oo — S, €8 —C > 00.

A kovetkezokben sziikségiink lesz a komplex szamsikon az egyenes és a kor egyenle-
tére.

279



Egyenes komplex egyenlete:

zZ+7z
ar + fy+v=0, T=—0 y =
Behelyettesitve:
%(Z—i—?)—i—%(z—z)—i-”y:
a B a B

fgy az egyenes komplex egyenlete:

az+az+c=0 vagy az+az=c.

Kor komplex egyenlete:

-alf=r? (@ a0+ (- ) =r?)

(z—20)(2 — z) = 7

fgy a zp kozéppontu, r sugara kor egyenlete:

2Z — Zgz — 20Z + 2070 — 12 = 0.

4.4.3. Linearis egész fiiggvény

Ebben a részben a

(4.2)

w(z) =az+b=gyr el leteo) g a,b e C adott, a = gye’?°

linedris egész fiiggvény (4.56. definicid) legfontosabb tulajdonsigait vizsgaljuk meg.

4.59. Lemma A w leképezés kolcsondsen eqyértelmi a teljes z és a teljes w sik kozott.

(w(o0) = o0)

4.60. Lemma A w leképezés hasonlosdgi transzformdciot létesit a teljes z sikon.
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Bizonyitds. A leképezés az

— nyijtas vagy zsugoritds (o)
— forgatds (po O)
+b — eltolas

szuperpozicidéja. Tehdt a z sik barmely T tartomanyat a w sik egy hozza hasonlo T™
tartomanyara képezi le, amely a T-bdl nagyitassal (vagy kicsinyitéssel), elforgatassal és
parhuzamos eltolassal jon létre. O

4.61. Lemma A w leképezés kortarto a teljes z sikon.

A fentiek miatt w kort korbe, egyenest egyenesbe visz at.
4.62. Lemma A w leképezés konform a teljes z sikon.
Bizonyitds. w'(z) = a # 0 = mindeniitt konform. O
4.63. Lemma A w leképezés fix (helyben maradd) pontjai:

z =00, iletve (z=az+b-bdl:) == o ha a # 1.
4.64. Példa Mibe viszi dt a w = —z + 1 4 7 leképezés az

a.) Imz<0 b.) Imz=0 c.) Imz>0

ponthalmazt?
162 Megoldas: a) 1. megoldds:

Imz=9y<0 —z=¢7. 2 Imw>1

[° Sl g
i e e

2. megoldas:
w=u+jv=—(r+jy)+1+j — u=—-a+1,v=1-y
Imz=y<0 — —y>0 — Imw=v=1—-y>1

x tetsz. — u = —x +1 tetsz.

b)Im 2 =0 képe Im w =1 (hatdrt hatdrba visz).

c) Az el6zéek miatt: Im z > 0 képe Im w < 1.
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4.65. Példa Hatdarozzuk meg azt a w = az + b linedris egész fligguényt, amely a z sik
bejelolt tartomdnydt a w sik bejelolt tartomdnydba viszi!

A A@

> >
'

5 i

ENE

163 Megoldas:

I fey @

o WM

w; = 0p & 2 (00 >0) w=w —2j

— w=gp T 2 — 2 00 € RT

4.4.4. Reciprok fiiggvény
A w(z) = 1/z fiiggvény egy igen egyszerii linedris tortfiiggvény (4.57. definicid).

4.66. Lemma A w = % fligguény kolesonosen egyértelmi a teljes z és a teljes w sik
kozitt. (Kiterjesztés ehhez: w(0) = oo, w(oo) = 0.)

4.67. Definicié (Inverzid) Legyen adott eqy K kor, melynek kozéppontja zo, sugara
R. Ekkor a z pontnak a K alapkdrre vett inverzié dltale képe az a ( pont, mely a zy-bol

wdulo, z-n dthalado félegyenesen helyezkedik el, és

|z — 20| |¢ — 20| = R*.
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A zy kézéppont inverze legyen oo.

4.68. Lemma A w = % leképezés a |z| = 1 egységkorre vald inverzid és a valds tengelyre
vonatkozo inverzid (tikrozés) eqgymdsutdanga.

Bizonyitas.

| =

w = Wiy, ahol wy; =
——

{

inverzi6 a valds tengelyre . S .
inverzio a |z|=1 korre

A mi esetiinkben:

1 1 1 jarcz
MW =—-—=—F—"—7"=—¢€ .
z ’Z’efjarcz ‘Z‘
Tehat zop = 0, R = 1 mellett
a.) [wn|[e] = |wy — 0] |2 — 0] = 17 Inverzié a |z| = 1 korre
b.) arcw; = arcz '
Az egységkor (|z| = 1) pontjai helyben maradnak. ]

4.69. Lemma A w = % leképezés konform a z sik minden pontjaban.

Bizonyitds. A figgvény derivaltja: w' = (%)/ = —Z% # 0, ha z # oo. (A z = O-ra és

z = oo-re is kiterjeszthetd a fogalom.) O

4.70. Lemma A w = % leképezés kogyenes” tarto leképezés, azaz kor képe egyenes vagy
kor, és eqyenes képe egyenes vagy kor

Roviden ,kortartd” leképezésnek nevezziik az ilyen leképezést.

Bizonyitds. Felhasznaljuk az egyenes és a kor komplex egyenletét (4.2 és 4.3 egyenletek).

a) Kort korbe vagy egyenesbe visz:

gl

S

I
ISE

Y

I
S

2Z — 202 — 202 + 2020 = 7“2;
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1 1 1 _ 9 o
— — 22— —Zo— + 2% =T / - ww
ww w w

1 — zow — ZoW + 20ZoWW = r’*ww

(r* — 20%0) WW + 20w + ZoW = 1
Ha r? — 20Zo = 0, vagyis 2Z — 207 — Zoz = 0 volt az egyenlet, tehdt origdn atmend kor:
Zow +Zow =1 egyenes a képgorbe
Ha 12 — 29Z9 # 0:

5 — 5 — W = : kor
e — Zpko e — Zpko
N e NS g

(r? — 29Zg valds)

b) Egyenest kirbe vagy egyenesbe visz:

__ , 1 _ 1
az+az=c (cvalés); z=—, Z=—
w w
1 _1 _
a—+a—=c /- ww
w w
cww—aw—aw =0

Ha ¢ = 0 (origdn dtmend egyenes):

aw +aw =0 : egyenes a képgorbe (szintén origén dtmeno)

= 2
aa a
Ha c¢# 0 : mindkét oldalhoz — = u -t hozzdadva és c-vel végigosztva az egyenle-
c c
tet:
_a_ a  aa_|a? L .
WU — —W——-w+—F = — origon atmend kor =
c c c c
1 . . . .
4.71. Lemma A w = - leképezés fix pontjai az 1 és —1 pontok.
Bizonyitds. A z = %, azaz 2% = 1 egyenlet megolddsairél van szo. O]
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4.72. Példa Hatdrozzuk meg a w = % leképezésnél az alabbi gorbékhez rendelt képgorbék

jellegét!
©,
| ® [ ®
1 2
a) 5 b) - c) 5
a ©) E/{ - % %
d) e) f)

164 Megoldas: A leképezés kortarto, tehdt kor vagy egyenes képe minden esetben kor
vagy egyenes.

a)

, 1 1
|z2|=1 és w=- = Ju|l=—=1
2 2|
Tehdt az origd kizépponti eqységkor képe dnmaga. (De nem pontonként.)
Vagy exponencidlis alakot haszndlva, w = W = é‘ e JaCz gy
lw| = —, arcw = — arc z.
2|

(Az utobbi képletbdl ldtszik — amz’t persze tudunk —, hogy a kér a valds tengelyre tikrozitt.)
Mibe viszi dt a leképezés a | <1 tartomanytg

2| <1 |

b) Az origo kozépponti, 2 sugari kor képe az origd kozéppont, % sugarid kor (tikrozve).

© ©)
@}2 B .
|z| =2 w /



c¢) Origon datmend kor képe origén dat nem mend egyenes.

Mivel z = 0 rajta van az dsképen, ehhez w = % a co-t rendeli, ezért a képgorbe csak

egyenes lehet (kor nem). A z = oo pont nincs rajta az ésképen, igy az egyenes nem megy

at az origon.

(v=mu+b;, b+#0)

d) Origon dt nem mend kor képe origdn dt nem mend kor.

z = 0 nincs rajta — a képgdorbe kor
z = 00 nincs rajta — a kér nem megy dt az origon

@@ﬁ%@

e) Origon dtmend egyenes képe origon dtmend egyenes.

z =0 rajta van = egyenes (w = oo rajta van)
z = 00 rajta van = w = 0 rajta van

f) Origon dt nem mend egyenes képe origon datmend kor.

z = 0 nincs ragta = w # oo (kor)
z = 00 rajta van w = 0 rajta van

R
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4.73. Példa Hogyan kaphato meg a w = % leképezésnél a képgorbe egyenlete, ha adott a
kiinduldsi gorbe egyenlete (x ésy kozti dsszefiiggés)?

165 Megoldas: a) Az (w =)u+ jv = xjjy (: é) osszefliggésbol megkaphato, hogy

U —v
r=—— Y= ——.
u? + v?’ u? + v?

Ezt behelyettesitve az 0skép egyenletébe megkapjuk a keresett egyenletet.

(4.4)

b) ,,3 pontos médszer”: Ha a kiinduldsi gorbe kor, akkor hdarom pontjinak a képe megha-
tdrozza a képgorbét, ami szintén kor.

4.74. Példa Hatdrozzuk meg az y = mx egyenesnek (m € R) a w = % leképezés dltali

képét!
166 Megoldas: A (4./) egyenleteket haszndljuk:
—v u B
e AU e e = v = —mu.

Az egyenes tikrozddik az imagindrius tengelyre.

® @

y = 3x v=—3u

4.75. Példa Hatdrozzuk meg az y = mz + b egyenesnek (m,b € R) a w = % leképezés
daltali képét!

167 Megoldas: Mot is a (4.4) egyenleteket alkalmazzuk:

—v

=m +b rendezve
u? 4 v? u? 4+ 0?2
o m 5 1 o P
u” + ZU +v° + EU =0 origon atmend kor
4.76. Példa Hatdrozzuk meg az x* + 2x + y* + 6y = 0 kérnek a w = % leképezés dltali

képét!
168 Megoldas: Mivel a kér atmegy az origon, egyenest vdrunk, mely nem meqgy dt az
origon. Behelyettesitve:
u? u v? 6v
2 22 43 2 T2 22,2 2
(u? + v?) w2+ 02 (W2 +0?)? w4
Beszorozva a nevezovel és rendezve:

(u? +v*)(1+2u—6v) =0 = 1+ 2u—6v=0.

=0.
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4.4.5. Altalanos linedris tortfiiggvény

Az el6z6 alfejezetekben a linearis egész fiiggvényekrol és a reciprok fiiggvényrdl lattuk
be, hogy kortartd. Ezek segitségével egyszertien lathatd, hogy az altalanos linearis tort-
fiiggvények (4.57. definici6) is hasonlé tulajdonsdgiak.

4.77. Lemma A w(z) = zis linedris tortfigguények kortarto” leképezések.

Bizonyitds. Ha ¢ = 0, akkor linearis egész fiiggvényrol van szé. Ha ¢ # 0, akkor:

az+b Lzt K.
= < dCZK1+ 2 )
cz+d z4 ¢ z+ K3

tehat a z — w leképezés a kovetkezo egyszertibb leképezések kompozicidja:

w =2+ Ks: eltolas;
Wy = wil : inverzié egységkorre és a valos tengelyre;
wsg = Kows : forgatas 4+ nyujtas (zsugoritas);
w=K; +ws: eltolas.
Mivel ezek egyenként kortartoak, ezért kompozicidjuk is az. O

4.78. Példa Hatdrozzunk meg egy olyan leképezést, mely az A halmazt a B halmazra
képezi le!

o) A=z ol <r). B:{w;\w\z%}
b) A={z: |z| <r}, B=Aw: |w| >ry}
c) A={z: |z—a|l <r}, B={w: |w—0b] >r}
d) A={z: |z—a|l >r}, B={w: |w—-0b <ry}

169 Megoldas: a)

® A

SRS >7 %
A={z: <1} 5= {uw: ul>1]

r
Tehdt az w = % leképezés megfelel. (De példdul a w = e#° - 1 is jé.)
b) A leképezést két részre bontjuk, kozbilsd lépésként az eldz6 pont eredményét haszndljuk

fl.
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HII

A={z:]z| <r}

/ W = rrawq
—
W
W = r1raWq

=

B =A{w:|w| >r}

Tehat w = 7“17“2% eqy ilyen leképezés.

c) A leképezést most is tobb 1épésbil rakjuk dssze:

o &0

={z |z—a|<r1} wy=z—a

7

wl

A

W3 = I1Tra2W2

’LU:U)3+b

Eqgy megfeleld fiigguény:

d)
@

A={z : |z—a| >n} B={z:|z—0b <ry}
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Ez ugyanaz, mint az elozo:

+b.

w =TT

4.79. Példa Mibe viszi dt a w = = fiigguény a |z| < 2 tartomdanyt?

170 Megoldas: Linedris tortfigguényrol van szo, tehdt a leképezés kort korbe vagy egye-
nesbe visz. A |z| = 2 koron kijelolt hdrom tetszdleges pont képe meghatdrozza a |z| < 2
tartomdny képének hatdrat.

2 242 4+4f 1

1
-9 — . _ — T4
“ s s R W S PIEE s S
1
29 =27 Wy = 00 Rew§§
) 1
Z3:—2 W3 = == —7J=

AImz Imw 4 Wy = OO

4.5. Elemi fiiggvények

4.5.1. Trigonometrikus és hiperbolikus fiiggvények
4.80. Definicié Legyen z = x + jy € C tetszbleges komplex szam! (z,y € R) Ekkor:

e® :=e"(cosy + jsiny),

) el — e 2 el? e I?
sin z := — CoS 2 1= —
J
shz = —, chz = —
2 2
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4.81. Lemma Tetszdleges z, 21,20 € C komplex szdmokra teljesiilnek a kivetkezd (va-
ldsban mar megismert) dsszefiiggések:

1. e* . e = i1t
2. 2™ =e* (e* 2mj szerint periodikus)
3. sin?z+4cos?z=1

. T
4. 8inz =cos (= —z

2

sin(z; £ z5) = sin 21 cos 23 £ cos 21 sin 29
cos(z1 & 2z3) = €OS 21 COS 29 F sin 27 sin 2o

sh(z + 2z9) = sh z; ch zp + ch z; sh 29

RS =

ch(zy & 29) = ch z; ch z5 £ sh 2 sh 2y
Bizonyitds. Az azonossagok a definicidk felhasznélasdval konnyen belathatoak. m
4.82. Lemma Tetszileges z € C komplex szamra teljesiilnek a kovetkezé azonossagok:

a) sinjz = jshz, b) shjz=jsinz,
c) cosjz=chz, d) chjz=cosz.
Bizonyitds. a) bizonyitasa a szinusz fliggvény definicidjaval:

sm]z:2—j:

e —¢° e
2

1
J
~~
=—j

A t6bbi hasonléan lathato be. O
4.83. Példa cos(2 — jm) = cos2cos jm + sin2sin jm = cos2ch 7 + jsin2sh .

4.84. Példa Irjuk fel
u(r,y) + jo(z,y)

alakban a sinz, cosz, shz, chz figgvényeket!
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171 Megoldas:
sin z = sin(x + jy) = sinx - cos jy + cosx - sin jy = sinx chy + jcos x shy.
Tehdt
u(z,y) =sinx - chy, v(x,y) = cosz - shy.
Hasonloan megmutathato, hogy

cos z = cos (x + jy) = cosxchy — jsinzshy
shz =sh(x + jy) =shaxcosy+ jchzsiny
chz =ch(z+ jy) =chzcosy+ jshxsiny.

4.85. Példa A Cauchy—Riemann féle parcidlis differencidlegyenletek segitségével vizs-
galjuk meq az
e®, sinz, cosz, shz, chz

fuigguényeket differencialhatésag és reqularitds szempontjabol!
172 Megoldas: Mivel € = e” cosy + je* siny, ezért

u

x,y) = e’ cosy } totalisan derivalhatok, mert a
v

x,y) =e"siny parcialisok léteznek és folytonosak.

NN

/

/ x /

= e” cos ul, = ,
v Yoo L N voY, Y(x,y) esetén.
= —e” siny vl =e” siny Uy, =

/I __ LT

u, = e” cosy v
/
Uy

Tehdat mindeniitt derivdlhato = mindeniitt reqularis.
(e*) =/ + jv. = e*cosy + je"siny = e*

Hasonloan belathato, hogy

sin z) = cos z

(sin z)

(cosz) = —sinz : . .
(shz) = chz mandenditt reqularisak.
chz) =shz

(

Az utobbi derivdltak a fiigguények definiciojabol a lancszabdly segitségével is levezethetok.
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Re eXtlY=eX cos y Im eX*Y=eXsin y

4.5. dbra. Az e* fiiggvény valds és képzetes része. Jol lathatd, hogy a fiiggvény 27 szerint
periodikus.

4.5.2. Exponencialis fiiggvény

A komplex exponencidlis fiiggvényt a 4.80. definiciéban adtuk meg. Barmely z = x+jy €
C komplex szam esetén (z,y € R)

e =e"(cosy + jsiny),

tehat

le*| = e”, és arc (¢*) = y.
Az exponencidlis fiiggvény valds és képzetes része a 4.5 abran lathaté.
4.86. Példa Meghatdrozzuk '™ értékét:

e/ =cosm+ jsinm = —1.

4.87. Példa Meghatdrozzuk e 1727 értékét:

e ¥ =e ! (cos(—2) +jsin(-2)) = %(cos 2 — jsin2).

A valos kitevokre tanult azonossagok érvényben maradnak, tehat jogos a definicié.
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4.88. Lemma Tetszdleges z, z1, zo € C esetén fenndllnak a kovetkezd, valosban is érvé-

nyes azonossagok:

-z 21, o%2 — o¥1t22 (821)22 — 7122
, .

Bizonyitds. Az azonossagok kozvetlen szamolassal igazolhatok. Példaul az elso:

1
e =e"(cos(—y)+jsin(—y)) =e “(cosy — jsiny) = —.

eZ
4.89. Lemma A komplex exponencidlis fiigguény periodikus, periddusa 27y .
Bizonyitas.

z+2kmj _ em+j(y+2k7r) — o?

e e

Tehét e* végtelen sokrétii leképezés (4.5 dbra).

[]

4.90. Lemma A komplex exponencidlis fiiggvény a 0-dt ill. oo-t soha nem wveszi fel,

minden mds értéket igen.

Bizonyitds. TetszOleges z = x + jy € C esetén e* # 0, mert |e*| = e* > 0. Tovabba

e” # 00, mert csak a oo-ben vehetné fel, de 3 lim €.
Z—00

e —>o00 e —0

(Két titon mast kapunk.)

De Ywgy-hoz dzp: e* = wy, ha wy # 0 és wy # oo.
Ugyanis adott wy = 0pe’® esetén az

6™ = %0 % =y = g e/©0

egyenloségnek kell teljesiilniiik, ahonnan
" = 0o, vagyis o = In 0o,
és Yo = @0 + 2km.

Tehét zo = In gg + j(Op + 2km).

Ha lesziikitjiik az értelmezési tartomanyt a fésdvra, akkor a leképezés mar kolcsénosen

egyértelmii.
Fosav: —m < arce* =y <m
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o @
NNNY/77/7//7

e
—jr
w| = e, tehat
xT h’
r <0 esetén lw| < 1,
r=0 esetén lw| =1,
x>0 esetén lw| > 1. O

4.91. Lemma A komplex exponencidlis fiigguény mindenditt requldris és mindenditt kon-
form.

Bizonyitds. Mar lattuk: (e*) = e* # 0. O

4.5.3. Logaritmus fiiggvény ill. relacio

A logaritmus reldcio az exponencidlis fiiggvény inverze. Akkor valik egyértékiivé, ha az
e® fliggvény értelmezési tartomanyat lesziikitjiik gy, hogy ott az exponencidlis fiiggvény
kolcsonosen egyértelmi legyen. Példaul a fésavban fenndll az invertalhatdsag:

©)

tjm @)
i /i

Ertelmezési tartomany: C — {0}. Adott z # 0 esetén keressiik azt a fésavba esé
w = u+ jv értéket (azaz —m < Imw = v < 7), melyre

w=Inz — z=e"
’Z‘ ejarcz _ eu+jv — eu ejv.
Innen kapjuk, hogy
u=In|z]| (ez a valdsbdl ismert fiiggvény)

v =arcz —m<arcz <.
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Re Ln(z) Im Ln(z)

15 - 20 -
L fh
0.5 14 +—
0+ 15 €
0.5 %:
1 kb L
15 - 3
2 - oL

4.6. abra. Az Ln z relacié valds és képzetes része. Animéacio.

4.92. Definicié (Komplex logaritmus fiiggvény) Legyen z tetszdleges, nem nulla
komplex szam. FEkkor:

Inz=1In|z|+ jarcz (2 #0, —m <arcz <m)

A tobbi savban is elvégezheto az invertalds, igy jutunk el az Lnz végtelen sokértékii
reldciohoz.

4.93. Definicié (Komplex logaritmus relacié) Legyen z tetszdleges, nem nulla komp-
lex szam. FEkkor:

Lnz = In 2| + j(arcz + 2km) k=0,%£1,...

Lng z: ennek a k-adik dga, tehdt Inz = Lngz. (Arcz = arcz + 2k7 jelolést is
hasznéljuk.)
A logaritmus relaci6 valés és képzetes része a 4.6 abran lathaté.

4.94. Lemma A komplex logaritmus fligguény a negativ valos tengely és a 0 kivételével
mindentitt requldris, és itt
1
In'(z) = ~.
()=
Bizonyitds. Az origéban a logaritmus nincs értelmezve, a negativ valds tengelyen pedig
(a definicié alapjéan) nem folytonos, igy ezekben a pontokban a derivéltja sem létezik.

296


Ln_anim.gif

A tobbi pontban a logaritmus fiiggvény derivaltja — a valés esethez hasonléan — az
inverz fliggvény derivalasi szabalyabol megkaphaté:

1 1
In’ = = —.
n'(2) .

ew)/

w=In(z)

Ugyanezt az eredményt kapjuk a Cauchy-Riemann egyenletek (4.29. tétel) felhasz-
naldsaval is. A valds rész és parcidlis derivéltjai:
1 2 2 ’ z / )
u(m,y):ReIn|z|:§ln(x +y°), ux:m, uy:m.
A képzetes rész a tangens és/vagy a kotangens fiiggvény segitségével tobbféleképpen is
folirhaté (figyelembe kell venni, hogy —7 < arc z < 7):

(arctg%, ha x > 0,

arctg 2 + 7, haxr <0ésy >0,

v(z,y) =Imn(z) = arcz = S arctgY —7, haz <0éy <O,
arcctg %, ha y > 0,

\arcctgﬁ —m, hay<O0.

Egyszerii szamolassal ellendrizhet6, hogy barmelyik formulat hasznalva a parcialis deri-
valtakra

/ y / !/ T /

vx——m: Uy, vy:m:ux
adodik, tehat teljesiilnek a Cauchy-Riemann egyenletek. O
4.95. Példa Negativ valos szamoknak is létezik komplex értelemben a logaritmusa:
In(—6) =In6+ j(—mn),
Ln(—6) =In6 + j(—m + 2k7), (ke Z).

A kovetkez6 példakban meghatarozunk néhany komplex logaritmust, iletve logarit-
mus relaciét.

4.96. Példa
111(1—]) :ln\/g—i—](—%)’ (1_j:\/§e—]7r/4)
4.97. Példa

Ln (1 — ) zln\/§+j<—£+2k’7r>
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4.98. Példa
lnjzlnl—i—jg:jg; Lnj:j(g+2k7r>, ke Z;

1n3j:1n3—|—jg; Ln3j:ln3+j(g+2lm>, kel

4.99. Példa Hatdrozzuk meg az 3
e¥* 455 =0

egyenlet dsszes komplex megolddsdt!
173 Megoldas: A valosban megismerthez hasonloan rendezziik az egyenletet, csak a lo-
garitmaldsndl a 4.95. logaritmus relaciot haszndljuk:
¢ = —5j = 3jz=1Ln(=5)) =5+ j( — >+ 2%kn)

— T3 s 3 o) T3

3 3
4.100. Példa Hatdrozzuk meg a

Inb5 1(

sind3z+2=0

egyenlet dsszes komplex megolddsdt!

174 Megoldas: Elbszor felhaszndljuk a sin fiigguény 4.80. definicidjdt, majd az v = €377

uj valtozdra adédd mdasodfoki egyenletet megoldjuk, végil a logaritmus reldacidval (4.93.
definicio) visszatérink z-re:
esz _ e—3jz

% +2=0 = ¥ 44j=0 = WP+4ju—1=0

u 1/u
= wp =V =2+ /(=22 +1=j(-2+V3)

i 1,/—
— Bjr=Inj(-2+V3) = 2=+ VE)+ (L +2n).
~—_— 3 3\ 2

<0

4.5.4. A hatvanyfiiggvény altalanositasa a komplex sikra

Komplex alap komplex kitevos hatvanyat — némileg 6nkényesen — gy definialjuk, hogy
attériink az e alapi exponencialis fliggvényre.

4.101. Definicio

A= eMn? z2#0; 2z, e C
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A kovetkezo példdkban kiszamolunk néhdany komplex hatvanyt.
4.102. Példa j7 = e/J = ¢/ I01453) — =3

4.103. Példa j% = %" = 2(In1473) — o7

|
INIE]

4.104. Példa j'*7 = e(It)ni — ¢(149)7 5 — ¢iZe-

VB
I
<.
@

4.105. Példa
(14 5)7 = (1= I(1+7) _ ((1-)(nv2+5%) _

_ eln\/§+§(cos (% —In \/5) + jsin (% —1In \/5))

4.6. Komplex vonalintegral

Béar a komplex vonalintegral 4.111. definiciéja formélisan hasonlit a valds fiiggvények
Riemann-integraljara, a komplex vonalintegral tulajdonsagai lényegesen kiilonboznek a
valés Riemann-integral tulajdonsagaitol.

4.6.1. Alapveto definicidk, tulajdonsagok
Megallapodasok

T-vel tartomanyt jeloliink (mely a 4.34. definicié értelmében Gsszefiiggd, nyilt ponthal-
maz)
L, G: a komplex sik egy iranyitott, rektifikalhaté gorbeszakasza

4.106. Definicié (Jordan-gdrbe) A ~(t) = z(t) + jy(t); o <t < B  sikbeli pont-
halmaz Jordan-gorbe (tobbszords pont nélkili gorbe), ha

1. y(t) folytonos t € |a, B]-n,

2. y(t) kélesondsen egyértelmiien képezi le az [a, B] bdrmely nyilt részintervallumdt a
komplex sik egy ponthalmazdra (tehat vy (t1) = ~(t2) akkor és csak akkor, hat; = t5).

A Jordan-girbe zart, ha v(«) = v(B), egyébként nyilt.

4.107. Definicié (Sima Jordan-gorbe) Egy Jordan-girbe sima Jordan-gorbe, ha érin-
toje folytonosan vdltozik, azaz x,y € C'[la a-

4.108. Definicié (Szakaszonként sima gérbe) Véges sok sima gorbe folytonos csat-
lakozdssal.
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A szakaszonként sima gorbe mérhet6 ivhosszusagu:

B B
s:/|ﬁ(t)|dt:/\/:t2(t)+:92(t) .

4.109. Definicié (Egyszerti gbrbe) Szakaszonként sima, irdnyitott Jordan-gérbe. Le-
het zart és nyilt. Jelélése: L C C egyszeri.

4.110. Megjegyzés Bar a fenti definiciokban a gorbe paraméterezésére torténik hivat-
kozds, maga a gorbe egy paraméterezés nélkili puszta ponthalmaz C-ben. Ugyanaz a
gorbe tobbféle paraméterezéssel is megadhato.

A komplex vonalintegral definicidja

A val6s esethez hasonldéan az integralt most is véges felosztashoz tartozé integralkozelito-
Osszegek hatarértékeként definidljuk, azonban most nem egy valés intervallumot, hanem
egy egyszerl gorbét osztunk fel.

Legyen L C C egyszerii gorbe, f az L gorbén értelmezett fiiggvény, melyre |f(z)]
korlatos L-en.

(reprezentaciés pont)
A= 20

Jelolje F,, = {z0, 21, ..., 2, } az L egy véges felosztdsdt (a befutés sorrendjében), és legyen
AF, az F, a felosztds finomsdga, azaz a szomszédos osztopontokat Gsszekoté gorbesza-
kaszok ivhosszainak a maximuma! Jeloljiik ki még a (1, (o, . .. (, reprezentdcios pontokat
az F,, felosztas osztopontjai kozti gorbeszakaszokon!

4.111. Definicié (Komplex vonalintegral) Az f fiiggvény komplex vonalintegralja
az L gorbe mentén:

AF,—0

/f(z)dz: lim 3 f(G) (5 — 1) €C

J/

integralkozelito-osszeq

Jelolés: [ f(z)dz; § f(2)dz  (zdrt gorbénél).
L

L

Elégséges feltétel az integral létezésére példaul f folytonossdga.
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4.112. Lemma Konstans fiigguény bdrmely zdrt gérbére vett kéorintegrdlja zérus, azaz

fcdz:(], ce C.

Bizonyitds. Minden integralkozelito-osszegre:
n

ZC(Zk —zpa)=c((zr—20) (2 —21) + + (20— 201)) =
= c(z, — 20) = 0.

(Felhasznaltuk, hogy a gorbe zartsdga miatt z, = z.) O

A komplex vonalintegral néhany tulajdonsaga

4.113. Lemma Legyen L, Ly, Ly eqyszeri gorbe, f és g integrdlhato L, Ly, Lo-n. Ekkor

a) f(z)dz=— [ f(2)dz (—L: L ellentétes irdnyitassal)
]
b) /cf(z)dz:c/f(z)dz

o (f(Z)L+g(Z))dz — [e)as+ [ o) a:

d) / f(z)dz:/f(z)dz—l—/f(z)dz

L1UL>

e) /f(z) dz| <M -s, L-en |f(2)| < M, éss az L gorbe ivhossza
L

Bizonyitds. Az Osszefiiggések kozvetleniil kovetkeznek a komplex vonalintegral 4.111. de-
finicigjabol. O

4.6.2. Az integral kiszamitasa

4.114. Tétel Legyen az L gorbe paraméteres alakja:
L:z(t)=a(t)+jy(t) vagy 2(t)=r(t)e*V,  zeChy,
és legyen f folytonos L-en. Ekkor

8 8
/f(Z)dZZ/f(z(t)) z(t)dt:/f(z(t))z'(t)dt.
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4.115. Tétel (Newton—Leibniz-formula altaldnositiasa) Ha f-nek létezik F' primi-
tiv fiigguénye eqy olyan T tartomanyon, melyre L C T, azaz

3T és IF, hogyVz € T esetén F'(z) = f(2),

akkor
/ f(2)dz = F(B) — F(A).

AB

A T

4.116. Megjegyzés Az elsd, paraméterezésen alapuld maodszer dltaldnos, minden eset-
ben haszndlhato komplex vonalintegrdlok kiszdmitdsdra, azonban nehézkes. A madsodik,
Newton—Leibniz formuldn alapulo modszer eqyszert, azonban csak akkor alkalmazhato,
ha létezik primitiv fiigguény. Adott feladatban mérlegelniink kell, hogy melyik mddszert
alkalmazzuk.

4.117. Példa Legyen L a kovetkezdé gorbe:

21 L

Hatdrozzuk meg a kévetkezd integralokat!

a) /ejzdz =7 b) /ejzdz:?
L

L

175 Megoldas: a) Létezik primitiv fiigguény, tehdt a Newton—Leibniz formuldval dolgo-

zunk. '
. jz

/ejz dz = e—_

J

L

2
i)

2j
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b) Most nem létezik primitiv fiigguény, tehdt a gorbe paraméterezésével dolgozunk.
r+y=2 = z(t)=t+j2—-1t) te]0,2], (t)=1—j
f(z(t) = J(t=(2-1) — g2-t+it — (2o(— 1+t

F() - 2() = (1= j)e? e H"

/f(Z) dz = /f(z(t))-z'(t) dt :/(1 — e eI g —

2 2

1 2 (—1+5)t 4 1 2 714

=(1—-yg)e | e t=(1-7)e

1= [ (1=t S
0

— 2 (672+j2 _ 1)
0

4.118. Példa Legyen L az a € C kézéppontu, r sugari kor:

@)
Mutassuk meg, hogy egész n esetén

o 0, han# —1
]{(z—a) dz_{?ﬂj, han=—1
L

176 Megoldas: A kort a kovetkezéképpen paraméterezziik:
2(t) =a+re’ (= (a; +rcost) + j(ag + rsint)); 2(t) = jrel.

Ha n = —1, akkor a Newton—Leibniz formula (kézvetleniil) nem alkalmazhato, mert az
In(z—a) fiiggvény a 4.94. lemma értelmében az L gorbe egyetlen pontjaban nem reguldris.
Paraméterezéssel szamolunk:

2 2
dz 1 :
. . gt o . . .
]{z—a_/—a—l—rejt—ajre dt—/]dt—27rj.
L 0 0

Han # —1 (n € Z), akkor is szamolhatunk paraméterezéssel:

2
z—a)"dz= [ r"e" jrdtdt =
J
L 0
°r jlnt)e |27
_ jT’nJrl /ej(n+1)t dt = j?“n+1 e— =0.
j(n+1) 0

0
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De most a Newton—Leibniz formula is célra vezet:

ﬁ(z—a)" dz = [(Z_—a)nﬂro = 0.

n -+ 1 zZ=z0

(A zart gorbe kezdd és egyben végpontja is zy.)

4.6.3. Cauchy-féle alaptétel

4.119. Tétel (Cauchy-féle alaptétel) Ha f reguldris az eqyszeresen dsszefiiggd T tar-
tomdnyon, akkor minden T-beli eqyszeri zart gorbére:

fL f(z)dz = 0.

(A tétel Cauchy—Goursat néven is ismert.)

A Cauchy-féle alaptétel kovetkezményei

4.120. Tétel Legyen T C C egyszeresen 0sszefiiggd tartomdny, f requldris figguény
T-n, A, B €T két pont, és L CT eqyszerti gorbe A és B kozott.

I B
A
T
Ekkor az fL f(2)dz integrdl értéke fiiggetlen L-t6l, értéke csak az A és B végpon-
AB

toktol figg.

Bizonyitds. Legyen L* egy B-t6l A-ig halad6 egyszerti gorbe a T tartomanyban.
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A Cauchy-féle alaptételt alkalmazva az L U L* zart gorbére:

/ F(2)dz = / F(2) det / F(2)dz = / F(2) dz— / f(z)dz=0

L uL* L
AB  BA AB BA AB AB
= / f(z)dz = / f(z)dz.
L L
AB AB u

4.121. Tétel Ha f regqularis az egyszeresen dsszefiiggé T tartomdnyon, akkor létezik
primitiv fiigguénye.

Bizonyitds otlet. A tételt nem bizonyitjuk, de megjegyezziik, hogy a primitiv fliiggvényt
az

F(z) = / f(2)dz

formula adja meg, ahol az integralas tetszoleges T-beli L egyszerl gorbére végezhe-

Y4
t0. ]

4.122. Példa Hatdrozzuk meg az aldbbi integrdl értékét az dbrdn ldthato L1U Ly gorbén!

Lo 2j
= / — dz =7 //\Ll\
622
L1UL> >

-2 L 3

177 Megoldés: Az integrdlands f(z) = %2 figguény mindeniitt reguldris (a nevezd

sehol sem nulla), ezért a 4.120. tétel értelmében az integrdl fiiggetlen az uttdl. Tehdt az
Ly U Ly gorbe helyett integralhatunk a kezdd és végpontot kézvetleniil dsszekdto L egyenes
szakasz mentén is. Az L gorbe paraméterezése: z(x) = x, 2(x) = 1, igy

L1UL>

9
I = / f(z)dz :/f(z) dz :/ (x —1)e **dw = (parcidlisan integrdlunk)
L =3
9

6—233 —2 e—2m 364 6 1 g2 5 A 6
ol i B e e (R
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4.123. Példa Hatdrozzuk meg az

178 Megoldas: a) Az integrdlt két tagra bontjuk, az elsét paraméterezéssel, a mdsodikat
a Newton—Leibniz formuldval szdmoljuk ki. A paraméter a z € L, pont p = arc z szdge
(argumentuma), tehdt z(p) = €/?, (ahol ¢ = 7...0), 2(p) = jeI¥, igy

0

io(2 ;i 0 [2°]° 2 4
I(L,) = / ‘ew} ~je“dgp—/ 224y — [ew} _ {_] _o_Z2_2
—~ o i 31 3 3

p=r 1

b) Most is két tagra bontjuk az integrdlt. Az elsé tagban kihaszndljuk, hogy z € Ly esetén
|z|?> = 1. Ezutdn mindkét integrdlra alkalmazhaté a /.119. Cauchy-féle alaptétel.

I(Ly) = |z|2dz—y{z2dz:j{ 1dz—0=0-0=0.
Ly Ly Ly

4.124. Tétel (Cauchy-tétel tobbszorosen sszefiiggd tartomanyon) Legyencek G;-
k(i=0,1,...,n) egyszerd, zart gorbék gy, hogy Gy ,korilveszi” Gy, ..., Gy,-et, legyen
tovdbba f reqularis figgvény eqy, a gorbék kozti vonalkazott zdrt tartomanyt tartalmazo
tobbszorosen dsszefiiggd tartomdnyon.

306



(Go, Gy, ..., G, azonos iranyitdsi, egyszeri, zart gorbék.)

Ekkor
%f(z) dz + Z %f(z) dz=0 vagyis ff(z) dz = ]{f(z) dz.
e =l Co F=1Gy

Bizonyitds vazlat. A bizonyitas alapotlete a Cauchy-féle alaptétel (4.119. tétel) alkalma-
zasa az abran lathaté L gorbére.

Az L gorbe pozitiv irdnyitassal végigjarja Go-t, negativ irdnyitassal végigjarja a
Gy ...G, gorbéket, és oda-vissza végigjarja a Gy — Gy, 0sszekoto szakaszokat. Képzeljiik
ugy, hogy ez utébbi szakaszokat kicsit eltavolitjuk egymaéstol. Ez a vonalintegral érté-
két alig befolyasolja, de lehet6vé teszi, hogy L-et befoglaljuk egy egyszeresen dsszefiliggd
tartomanyba, melyen f regularis. (Az eléz6 abran besatirozott, tobbszorosen osszefiiggd
tartoményt ,felvigtuk” n helyen, igy egyszeresen Osszefiiggd lett.) Erre az L gorbére
alkalmazhaté a Cauchy-féle alaptétel. Mivel a gorbék kozti szakaszokat oda-vissza be-
jarjuk, az itteni vonalintegralok kiejtik egymaést. Tehat:

L Gy ch O
4.125. Megjegyzés A Cauchy-alaptétel akkor is igaz, ha L olyan zdrt gorbe, amely
véges sok eqyszeri gorbe egyesitése.

4.126. Tétel Legyen f regqularis az eqyszeresen dsszefiiggo T tartomanyon, az aq, as, . . . , Gy
pontok (izoldlt szingularitisok) kivételével. Legyen tovibba G1,Gy C T két azonos ird-
nyitdasiu, eqyszertu, zdrt gorbe, mely ,korilveszi” az aq,. .., a, pontokat.
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Ekkor, az adott feltételek mellett:

ff(z) dz — %f(z) a: = i ff(z) dz

k=1 L

7

Vv
a bizonyitdshoz

Bizonyitds. Az el6zo tételt alkalmazzuk a Gy illetve Go és a szingularis pontokat egyesével
koriilvevo Ly ... L, gorbékre. O

4.127. Példa Hatdrozzuk meg az
I = f (ej22+3 +1In 32) dz
l2+24]=1
korintegral értékét! (A kort egyszer jarjuk be pozitiv irdnyban.)

179 Megoldas: Az integrdlt két részre bontjuk. Mindkét tag a Cauchy-féle alaptétel
(4.119. tétel) értelmében zérus. Az elsé integrdlban szerepld fliggvény mindeniitt requld-
ris, tehdt korintegrdlja nulla.

requldris c-n requldris T-n
j2243
I — o dz + In3z dz=0
|z+27]=1 |z+25|=1

A madsodik tagban szerepld logaritmus fligguény az origoban és a negativ valos tengelyen
nem requldris (4.94. lemma), de ezek a pontok nem esnek a v integrdldsi gorbén belilre,
19y az dbrdn lathato mddon vdlaszthato eqy T egyszeresen 6sszefiiggd tartomdny, melyre
alkalmazhato a Cauchy-alaptétel.
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A\~

—25+

4.128. Példa Hatdrozzuk meg az
1
I = 7{ <: +zcosz) dz
z
|2]=2

korintegral értékét! (A kort egyszer jarjuk be pozitiv irdnyban.)

180 Megoldas: A két tagot kiilon integraljuk:

1
I = 7{ —dz+ j{ zcoszdz.
Z

|z|=2 |z|=2
—_— —
Il 12

A 4.119. Cauchy-féle alaptétel értelmében a masodik integrdl Iy = 0, hiszen az integran-
dus mindeniitt requldris fligguény.

Az elsé integrdlt a |z| = 2 gorbe paraméterezésével szamoljuk ki. A ¢ paraméter
legyen a gorbén levd z pont szoge. Ekkor:

2j 2(p) = 2e7% .
2(p) = 2¢%%, ¢ € [0, 27]
4 (o) = 2je’?,
2 L1 e
Z(p)  2e7de 2
27

2w 1 2 €j<p ) 2m ) 62j4p
]1:/ Z Z‘(so)dsO/ —'2J'e”dso=i/ dp=j——| =0.
=0 2(90) =0 2 =0 2] 0

tehat

Az integrdl eredménye igy I = I, + I, = 0.
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G X 20

T

4.7. abra. A T egyszeresen Osszefliggd tartomanyban a G gérbe egyszer jarja korbe pozitiv
irdnyban a zo € T pontot.

4.129. Tétel Legyen [ a 29 pont kivételével requldris az egyszeresen dsszefiiggd T' tarto-
manyon, és teqyik fel, hogy létezik Ks,(z0) = {z € C|0 < |z — 20| < do} C T kdrnyezet,
melyben [ korldtos. Legyen tovibbd G C T egyszeri, zart gorbe, mely ,korilveszi” zy-t

(4.7 dbra). Ekkor
ff(z) dz=0
¢

(Megjegyezziik, hogy itt mindegy, hogy G hdanyszor és milyen irdnyban jarja kirbe zy-t.)

Bizonyitas.

S

€
= < . R
%f(z)dz %f(z)dz < M- 20w < e, ha § < N m
G K

Itt K a zy kozéppontu, § < Jp sugart kor. Mivel e tetszolegesen kicsiny pozitiv szam

4.6.4. Cauchy-féle integralformulak

Egyszeresen Osszefiiggé tartomanyon reguléris fliggvény eloallithato egy korintegral se-
gitségével.

4.130. Tétel (Cauchy-féle integralformula) Legyen f requldris az eqyszeresen dssze-
fiiggd T tartomdnyon, G C T egyszert, zdrt gorbe, mely ,eqyszer futja kirbe” a zy € T
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pontot pozitiv kériljardssal (4.7 dbra). Ekkor

1
flz) = 55
G
Bizonyitas.

dz—ff f(20) +f20 j{f f(20) Z+7{f(z0)dz:
Z— 20 zZ— 20 zZ— 20 Z— 20

G —_— G
D(z)

(4.5)

1

Z — 20

= f(Zo)f

G

dz = f(z0) - 27j

Felhasznéltuk, hogy a ®(z) differenciahdnyados a zy kérnyezetében korldtos, hiszen léte-
zik az f'(zy) derivélt, és zy kivételével reguldris, ezért a 4.129. tétel miatt

f(2) = f(20)
?iz_—zodz:(). 0

4.131. Megjegyzés A tételben szereplé (4.5) egyenldséget két irdnyban is olvashatjuk.
Egyrészt, balrol jobbra olvasva azt kapjuk, hogy az [ requldris fligguény zo-ben felvett
értékét meghatdarozzdk a G gorbe mentén felvett értékei, hiszen az eqyenldséq jobb oldaldn
szereplé vonalintegrdl csak ezektdl figg. Ez egyben azt is mutatja, hogy a regularitas
borzaszto erds megszoritas eqy komplex fiigguényre nézve.

Az egyenldséget jobbrdl balra olvasva lehetdség nyilik a jobb oldalon dllé komplex kor-
integrdalnak a nagyon eqyszeri kiszdmoldsdra.

A kovetkezo tétel egy regularis fiiggvény magasabb derivaltjainak adja meg integral
eléallitasat. A tétel feltételei megegyeznek az el6z6 tételével.

4.132. Tétel (Altalénosftott Cauchy-féle integralformula) Legyen f regularis az
egyszeresen dsszefiiggo T tartomanyon; zg € T', G C T eqyszeri, zart gérbe, mely ,eqy-
szer futja korbe” pozitiv koriljardssal a zo pontot (4.7 dbra). Ekkor f a zo-ban akdrhdny-
szor derivdlhato fiigguény, és

) = g f LI (1.6

2y J (2 — z)"H!
G

Utmutatds. A bizonyitéshoz az elsé Cauchy-féle integralformulds ((4.5) egyenletet) kell
zo-szerint derivéalni n-szer, és ki kell hasznalni, hogy a zp-szerinti differencidlas és a z
szerinti integralas sorrendje felcserélheto. n
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4.133. Kovetkezmény Ha [ reqularis az eqyszeresen dsszefiiggo T tartomanyon, akkor
ott akdrhdnyszor differencidlhato.

4.134. Megjegyzés A (/.06) egyenletet is két irdnyban olvashatjuk. Egyrészt, az f re-
gularis fiigguénynek az integraldsi gorbén felvett értékei a gorbén beliili pontokban megha-
tarozzak f Osszes derivdltjat, madsrészt, az egqyenlet segitségével eqyszeriien szamolhatunk
ki komplex korintegrdlokat.

4.135. Példa Hatdrozzuk meg a kovetkezo kiorintegrdl értékét!

sh jz chjz
I = dz =7
7{ (z—2+(z—2)2) :

|z—2]=1

181 Megoldas: A két tagot kiilon integraljuk. Az elsé tag szdmldloja mindenditt requld-
ris, igy ott alkalmazhatd a (4.5) formula, zy = 2 helyettesitéssel:

.

I = 7{ > ]22 dz = 2mjsh(2j) = —2msin 2.

o
|z—2]=1

A mdsodik tagban a (4.6) egyenlet alkalmazhatd, n =1 és zy = 2 mellett:

chjz 2mj » . ' N
b= f (z —J2)2 dz = T{](Chjz)/‘zﬁ = 2mj% sh(2j) = —2mj sin 2.
|z—2|=1

Tehdt az integrdl értéke: I =1, + Iy = —2m(1 + j)sin 2.

4.136. Példa Hatdrozzuk meg az

2z+1
e
- de=?
L z4+ T
——

9(2)

korintegral értékét a kovetkezo zdart gorbékre:
a) L,: |z+3| =2, b) Ly: |z| =5.

182 Megoldas: Jeloljiik az integralando figgvényt g-vel. A g szamldloja és nevezdje is
mindendtitt requldris, tehdt a tort csak a nevezd zérushelyein szinguldris. A nevezd szorzat
alakja és zérushelyei:

22+7r2:(z—j7r)(z+jﬂ), z1 = Jm, Zg = —]T.

Az integrdlasi kontirok és a szinguldris pontok:
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¥k

O—jm

a) b)

a) A z1, z5 szinguldris pontok az L, koron kivil esnek, tehdt az dbran T,-val jelolt tar-
tomdnyon g reguldris, igy a Cauchy-alaptétel (4.119. tétel) értelmében fLa g(z)dz = 0.

b) Most a z, €s a zy pont is az Ly gorbén belil esik. A .126. tétel értelmében eldszor
az integraldsi utvonalat valtoztatjuk meg gy, hogy a 71, Y2 gorbék mdr csak egy-eqy
szinguldris pontot futnak kérbe:

jibg(z) dz = ]{1 g(z)dz + 7{2 g(2) dz.

Mindkét integrdlt alkalmas dtalakitds utdn a (4.5) Cauchy-féle integrdal formuldval szd-
moljuk ki:

requldris T,-en

2z+1

(5552)
» 2241 2mj+1
Ilzfg(z)dz:j{ Z+J,7T dz = 27j ¢ : :27rje — =e,
" " z— g7 2+ T 21y
requldris T,-n
< p22+1 )
- 2241 —2mj+1
]ngg(z)dz:j{idz:%rj ¢ : :27Tj6 — = —e.
72 ye  RHIT S PR —2m]

Lathato, hogy a ,trikk” mindkét esetben az volt, hogy a v gorbén beliili szingularitishoz
tartozo gyoktényezot a nevezoben hagytuk, a tobbi gyoktényezot pedig ,hozzdcsaptuk” a
szamldlohoz. Az integral értéke: be g(z)dz =1, + I, =0.

4.137. Példa Hatdrozzuk meg a kovetkezo kiorintegrdl értékét!

sin jz
I = dz =7
7{ 2+ 1)(z-3)

|z+1]|=2
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183 Megoldas: FEldszor azt vizsgaljuk meg, hogy az integrandus hol nem requldris, és a
szinguldris pontok kozil melyek esnek az integrdldasi gorbén belil. Kiilon a szdmlalo és a
nevezo mindenhol requldris, tehdt csak a nevezd zérushelyeinél szinguldris az integrdlando
figgvény. Ezek: zy = —1, z9 = 0 (kétszeres) és z3 = 3. Ldthatd, hogy az integrdldsi
kontur ezek kozil csak zy-et és zo-t fogja kirbe.

|z 4+ 1| =2

V2
4!

#N
</

w®

-
N

A J.126. tétel felhaszndlisdval a |z + 1| = 2 korre vald integrdaldsrdl dttérink a
Y1 €s yo gorbékre valo integrdldsra, amelyek mdr csak egy-eqy szinguldris pontot futnak
kiorbe. Az elsé esetben a (/.5) Cauchy-féle integrdlformuldt alkalmazzuk zo = —1 mellett,
a mdsodik esetben pedig a (4.0) dltaldnositott Cauchy-féle integrdlformuldt alkalmazzuk
20 =0, n =1 mellett:

requldris T,-en requldris To-n
——tN— ~ % ~
( sin jz > ( sin jz )
20, _ (2 —
I:f 2%(z — 3) dz—{—j{ (z + )gz 3) & —
7 z+1 Y2 <
. . . . /
. sinyjz 21y sin jz
R EE| (u+¢xz—@)zﬂ

cjeosjz-(z+1)(z—3) —sinjz - (22 — 2)
2

+ony (z+1)2(z —3)2

mshl 6 ( sh1 2)

_ 27Tjsin(;j)

z=0

2+9

2+3
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4.7. Komplex hatvanysor (altalanositott hatvanysor)

4.7.1. Pozitiv kitevoju hatvanyok végtelen Gsszege

4.138. Tétel A 2y € C kozépponti, a, € C egyiitthatokkal felirt

ag (z — zo)k

NE

e
Il
o

hatvdanysor konvergens, ha |z — zy| < R, és divergens, ha |z — zo| > R, ahol

1
illetve R = lim ]

~ limsup ) an|’ n—oo ||

(|z— 20| = R esetén konvergencia, divergencia is lehetséges. R = oo esetén a sor minden
z € C-ben konvergens, R = 0 esetén a sor csak z = zy-ban konvergens.)

Bizonyitds. A bizonyitas a valés esethez hasonldéan végezhetd el. O]

z 4 27\ . Lo
5 j) sor konvergenciatartomadnydt!
—J

4.139. Példa Hatdrozzuk meg a Z <

184 Megoldas: Geometriai sorrél van szo, mely pontosan akkor konvergens, ha a hd-
nyados abszolutértéke kisebb, mint egy.

<1 = |z2+2j|<V5

lq] =

z—|—2j‘_ |z + 2|

2 V5

Tehdt a 2o = —2j pont /5 sugari kornyezetében konvergens a sor.

4.7.2. Negativ kitevojlii hatvanyok végtelen Gsszege

4.140. Tétel A 2y € C kozépponti, by = c_ € C egyiitthatokkal felirt

o0

E bk E c_r(z—20)"
Z—ZO

k=1

negativ kitevdji hatvanysor konvergens, ha |z — zo| > r, divergens, ha |z — zo| < r, ahol

1 by
r=g= lim sup +/|bx|, illetve r = lim | H’.

n—oo |bn|

(|z — z0| = r esetén konvergencia és divergencia is lehetséges. r = 0 esetén a sor zy
kivételével minden pontban konvergens; r = oo esetén pedig a sor mindeniitt divergens.)
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Bizonyitds. A konvergencia vizsgalatot u = ﬁ helyettesitéssel visszavezetjiik az el6zo
esetre:

S 1 1
E by u* konvergens, ha |u| < R = ——————— — | <R
Pt limsup {/|b,,| 2= 20
1
= = — < |z — 2.
r 7 |z — 20|

Tehét most a konvergencia tartomédny egy kor (r sugari) kiilseje, a belsé pontokban
divergencia van, a korvonal pontjai kérdésesek. (Az R sugarat itt is a val6sbdl ismert
képlettel szamolhatjuk.) O

4.7.3. Altalanositott komplex hatvanysor

4.141. Definicié (Altalénositott komplex hatvanysor) A z, € C kézépponti, ¢ €
C egyiitthatogu (k € Z) altalanositott komplex hatvanysor a

Z ck(z—zo)k =
k=—o00
c_ c_
= ...+ 2 + ! +CO+C1(Z—ZO)+02(Z—ZO)2+~-

(z—20)> z—2
formulaval definidlt végtelen dsszeg.

Az altalanositott hatvanysort felfoghatjuk tgy is, mint egy pozitiv és egy negativ
kitevos sor Osszegét:

oo [e.e] [e.e] 1
cr (2 — )k = an (z — 20)F + by ————.
e PR e

Az éaltalanositott hatvanysor konvergencia tartomanya az el6zé tipusi konvergencia tar-
toméanyok kozos része, tehat a konvergencia tartomany belseje egy 2z, kozépponti G
nyilt korgytri:

G.orr = {z:71<|z—2| <R}, ahol v

r = a belso kor sugara,
R = akiils6 kor sugara.

A gyfirl hatdrpontjaiban a konvergencia kérdéses.
Specidlis esetek: K, p, K, r, C, 0
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Az altalanositott hatvanysor tulajdonsagai

4.142. Tétel A > 7 cu(z—20)" dltaldnositott komplex hatvdnysor egyenletesen kon-
vergens bdrmely korlatos, zart T halmazon, mely a konvergenciatartomany belsejében
taldlhato. (T C Gy rr, 6hol G r g az 1 és R sugdr kozti nyilt gydrd.)

4.143. Tétel Ha z € G, r nyilt gylrinek, akkor > p- _ cx(z — 2z0)* folytonos z-ben.

4.144. Tétel Ha z € G,y r nyit gyirinek, akkor > ;- _ cx(z — 2)* akdrhdnyszor
differencialhat6 z-ben (azaz requldris z-ben) és az dsszegfiigguény derivdltjat tagonkénti
derivalassal kaphatjuk meg.

4.145. Tétel Ha L egyszeri gorbe, L C G, r, akkor
/ Z e (z—20)F dz = Z Ck / (z — 20)" dz,
T k=—o00 k=—00 L

azaz tagonként szabad integralns.

[

Kapcsolat a hatvanysor 6sszegfiiggvénye és az egyiitthatok kézott

4.146. Tétel Tekintsik az

o

f(z):= Z cn(z = 20)"

n=—0oo

hatvdnysort, és eqy Gt C Gy zdrt gorbét, mely a zy pontot egyszer keriili meg pozitiv
koriljardssal, és a konvergencia tartomdny belsejében (a G nyilt gyiriiben) halad.
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Ekkor minden n € Z esetén

SR g (I

N 271'] (C — Zo)nJrl
G+
Bizonyitds vazlat. Felhasznaljuk, hogy fG ce.= fK R ha r < o < R (lasd 4.124.. té-
20,

tel), és mivel a konvergencia egyenletes (4.142.. tétel), tagonként integralhatunk (4.145.. té-
tel).

1.
j{f(z)dz: Z Cn j{(z—zo)”dz =c_1-27j
K n=Tee K
—_———
J 27j, han=-1
a 0, egyébként
Tehat n = —1- re igaz az allités.

2. Osszuk el a sort a (z — zp) kifejezéssel:

Y{MdZ:CO.Qﬂ]’+O+...

zZ— 20
K

Tehat n = 0- ra is igaz.

3. Osszuk el példdul a (z — 29) ! hatvdnnyal:

—ilzf(Z)'(Z—Zo):"'—FCfQ +C71+00<Z—ZO)+"‘

Z— 20
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- %Ldz:c_g-%rj
(z — z0)7t
K
Tehat n = —2- re is igaz.
Ehhez hasonlbéan igazolhato az allitas tetszoleges n € Z-re. O]

4.147. Definicié (Reziduum) Legyen f reguldris a zy egy K (z0) pontozott kornyeze-
tében. Ekkor f reziduuma (maradvanya) zp-ban

res,—,, f(2): 27?] ?{f

ahol G tetszbleges zdrt gorbe K (z0)-ban, mely eqyszer pozitiv irdnyban korbejarja zy-t.
4.148. Megjegyzés Az el6zd (/.1/0..-es) tétel értelmében

IeSz=2 f(Z) =C-1,

ahol c_y az f fiigguény z koriil konvergens dltaldnositott hatvanysordban a (z —z) ™! tag
eqytitthatoja.

4.8. Laurent-sor

4.149. Tétel Legyen f reguldris a G :r < |z — z9| < R gyliriiben. Ekkor

f(z) = Z cn(z — 20)", (4.7)
ahol . 0)
7 omj GZ{ (€ — z0)"*! -

és Gt C G tetszbleges zdart gorbe a konvergencia gytritben, mely egyszer jarja kirbe zo-t
pozitiv irdnyban.
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4.150. Definicié Az elbz6 tételben szerepld (4.7) figguénysor az f figguény G gytiriben
konvergens Laurent-sora.

Ha f reguldris |z — 29| < R-en, akkor:
n < 0 esetén:

f(€)
(¢ — z)"*!

¢, =0, hiszen is regularis;

n > 0 esetén:

1 f(¢) 1 ™ (z0) _ f"™(20) o
= 2] ]{ (= 2™ d¢ = o] - 27 o U - 0 (Taylor-egytitthatdk).

Cn

G+
Tehat ekkor specidlis esetként Taylor-sort kapunk.

4.151. Definicié A H nem tres nyilt halmaz barmely pontja koril hatvdnysorba fejthetd
komplex fiigguények a H halmazon analitikus fiiggvények.

4.152. Tétel Az f komplex fiigguény akkor és csak akkor analitikus eqy H halmazon,
ha ott reguldris.

4.8.1. Izolalt szingularitasok

Elevenitsiik ol a szinguldris pont 4.33. definiciéjat!

4.153. Definicié (Izoldlt szingularitds) Az f figgvénynek izolalt szingularitdsa van
zo-ban, ha f a zyp-ban nem differencidlhato, de 30 > 0, melyre f requldris K, 5 = K, 5\
{z0}-ban.
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4.154. Példa Adjuk meg az

e27* 4 325

@)= =775
sin 3z + 2

komplex fligguény osszes izoldlt szingularitdsdt!

185 Megoldas: A tort szdmldloja és nevezdje is az egész komplex sikon requldris, tehdt
csak a nevezd zérushelyeiben szinguldris (nem értelmezett) a figgvény. Ez a

sindz+2=0

egyenletre vezet, amit a 4.100. példaban mdr megoldottunk.

Izolalt szingularitasok osztalyozasa

4.155. Definicié (Izolalt szingularitidsok osztalyozdsa) Jelilje zg az izoldlt szingu-
laris pontot.

1. Megsziintetheté szingularitds: 3 lim f(z) (= c¢)
Z—20

(A zy kozvetlen kirnyezetében konvergens, (z — z9) hatvdnyait tartalmazé sorban
nincs negativ kitevdji tag.)
2. Pélus:  lim f(z) = o0
Z—20

A pdlus n-ed renddi, ha 3 lim (2 — 29)"f(2) #0 (= c_p)
Z—20

(A Laurent-sorban véges sok negativ kitevdji tag van.)

3. Lényeges szingularitdas:  lim f(z) # (- oo sem!)
Z—r20

(A megfeleld sorban végtelen sok negativ kitevdjii tag van.)

4.8.2. Reziduum-tétel

Emlékeztetiink a reziduum 4.147. definicidjara.

4.156. Tétel (Reziduum) Legyen T egyszeresen dsszefiiggd tartomdny, és f requldris
fiigguény T minden pontjaban, kivéve az aq,as,...,a, izoldlt szingularitdsi pontokat.
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Ekkor .

j{f(z) dz =27y Zreszzak f(2),

A k=1
ahol Gt bdrmely olyan zdrt girbe T-ben, mely egyszer keriili meg a szingularitdsi pontokat
pozitiv irdnyban.

Bizonyitds. A bizonyitas kozvetleniil adodik a tobbszorosen Osszefiiggd tartomanyon ér-
vényes Cauchy-tétel (4.124.) és a reziduum 4.147. definicidjanak felhasznélésdval.

Frera=3" frera=om Z f(2).

4.8.3. Reziduumok meghatarozasa

1. Sorfejtéssel (lasd 4.148. megjegyzés).
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2. Elsérendii polus esetén:

res.—z f(2) = lim ((z — 20) f(2))-

Z—r20

3. Ha f(2) 9) ahol g és h reguldris a z = 2o pont egy kérnyezetében, h(zo) =0

M _ 9(%0)
() T W)
4. Ha zp-ban f-nek n-ed rendii pélusa van:
F5) = — lin (= ) £(2)
res,—,, f(z) = 1) Jim 2 (2 = 20 2)).
4.8.4. Néhany kidolgozott feladat
4.157. Példa Legyen
1
S

a) Allitsuk elé a fiigguény zq = J bdzisponti dsszes Laurent-sorfejtését!

1
—9
b) ?{ 22+1dz :

|z~2j|=2

186 Megoldas: a) Ldthatd, hogy f(z) = % . % = ﬁ - g(z), tehdt a g(z) figgvény
1

sorfejtését kell elodllitani a megfelelo korgyirin, és minden tagot megszorozni :j—vel.

(2) 1 1
Z) = —=
g z+j z—j+2f
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<l = —Jl <2
2 5 |2 = J
1 00 1 k+1
z - g(z) = —1’“(—,) 2z — j)kl
@ =75 96 =2 0 (5) C-a
1 1 1 1

KT.:0<|z—j|<2

8)
1 1 1 /7 -25\*
(2) z2—71 _Qj_z—'z<z—'>
J z—] ]k:O J
- 1
= > (=2 :
g; (z =)+t
1 1 1
- — 2j — + (2j)? — —
z2—] (2 —3) (z—3)3
—2j 2j 2
g=—2  KT.:|q|=|—L|= <l = |z—j|>2
z—J z—j|  |z—l

KT.: |z —j|>2

Madsik lehetdség:

f(z) = 1 1 A B

e Rl ey ey, iy ey R AR

A és B meghatdrozdsa utan fi(z) sorfejtése kész, és csak fo(z) sorfejtése van hdtra.

b)

1 1
]{ 22+1dz:27rj reszzjf(z):27rj~2—j:7r
je—2j|=2

Vigydzat! A res,—; f(z) értéke a j pont kozvetlen kornyezetében konvergens, (z — j)
hatvanyait tartalmazo Laurent-sor c_q egyiitthatdja, tehdt az o sorbol kell leolvasni!

Természetesen a Cauchy-féle integrdlformula alkalmazasdval is megkaphato az integ-
ral értéke.
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4.158. Példa Adjuk meg az

z—1
(z—=2)(z+1)

f(z) =
fiigguény zo = 2 bdzispontiu Laurent-sorfejtéseit!

187 Megoldas: A figgvény (z—2) hatvdnyait tartalmazd konvergens Laurent-sorba fejt-
heto az
a)d<|z—2]<3

B)lz—2]>3

korgytirikon.

Utmutato:

z—1 A B C

C-2P(G+1) (=27 z-2"z+41

A, B,C meghatdrozhato. Az elsd két tag sorfejtése dnmaga, KT.: |z — 2| > 0. Csak a
harmadik tag sorfejtését kell elvégezni.

Vagy:
1 z—1 1
J(z) = (z—2)2 241 (2—2)? 9(2).
1
Tehat a g(z) figguény sorfejtését kell elvégezni, és minden tagot W—nel beszorozni.
z —
z—1 z41-2 2
o(z) = 25 = —1-
z+1 z+1 z+1
Az elsé tag kész, a mdsodik tagot kell sorba fejteni:
(1 1 z—2
— ﬂ — .. q —
31— 22 3
- 1 B 3
2—21— =3 =7,
\ z—2
4.159. Példa Allapitsuk meg a szingularitdas jellegét és a reziduumot a szinguldris pont-
ban!
a) f(z) = e,
1 z
) o) = e
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188 Megoldas: Felhaszndljuk, hogy
2 3 n
e“:1+u+u—+u—+---+u—+--- Vu € C.
2t 3l n!

a)

L _q 1 1 1
= +;+2!z4+.”+n!z2n
Tehdt res,—g e = c_1 =0, és 0-ban lényeges szingularitisa van a fiigguénynek, mivel a
sorfejtésben végtelen sok negativ kitevdji tag van.

b)

|z| >0

; 1
=R TR I

Tehadt res,—q Z%ez =c_1 =1, és 0-ban mdsodrendi polusa van a figgvénynek.

+--- |z| >0

4.160. Példa Hatdrozzuk meg a kovetkezo kiorintegrdl értékét!

e — 1
7{ Ry dz=1 ="

|2|=3

189 Megoldas: 1. megoldds:
Alkalmazzuk a Cauchy-féle dltaldnositott integralformuldt (4.132. tétel, (4.6) egyenlet) a
kovetkezo ,,szereposztdsban’

1
f(z) = 3 (e** —1) mindeniitt requldris, n+1=3 = n=2; 2z =0.
Ezért: ori @ /1 o 1
1=20 % (e A L
2 22 \8 . 28 o 2

2. megoldas:
Dolgozhatunk a 4.156. reziduum tétellel is, mert most konnyen meghatarozhato sorfej-
téssel a reziduum.

(22)* | (22)°

2z— — — CEEEEY -
e =14+2z+ o + 3l + Vz € C-re

() e — 1 21+ 22 1+ 23 . 24 n

5) — _ -
g 83 822 8.21- ' 8.3 'g.4

KT.: || >0
22 1 1
res,—og(z) =c_1 = - = I=2mjres,—og(2) =271j - = jz

821 4 172
Eqgyébként a sorfejtésbil az is leolvashato, hogy a zg = 0 szingularitds mdsodrendii
polus.
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4.161. Példa Legyen
_ sin(z+2j) |
f(z) = (2425)%z

a) Hol és milyen szingularitdsa van f-nek?

b) 74 F(2)dz =7

|z—1|=3

190 Megoldas: a) Szinguldris pontok: —2j, 0. Mindkettd elsérendi pdlus, mert:

‘ . _oqoosin(z+2j)1 1 1
Mm +2) () = i — e s = = 70
1
1
illetve
lim 2 f(z) = lim SR T %) _sin2j _ jsh2 _jsh2  .sh2
im z f(z) = lim = = - -y
Py =0 (2429)2 0 (29)2 (2))2 4 g

b) Mivel elsérendii pélus esetén

lim (z — z0) f(2) = res.—,, f(2),

Z—20

az elobb megkaptuk a reziduumokat, és igy célszeri a reziduum tételt alkalmazna.

J(I{ f(z)dz = 27j (ves,—_oj f(2) +res.— f(2)) =

|z—1]|=3
(.1 sh2 msh2

2 4 2
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