10.

RLV2026, Problémak a véletlen folyamatok vilagabdl

. Tekintsiik azt a grafot, ami két csicsbdl all (A és B), van koztiik egy él, tovabbd a B csticson van

egy hurok-él. Mi a staciondrius eloszlasa az egyszerii bolyongasnak ezen a grafon?

. Léssuk be, hogy ha a részletes egyensuly feltétel teljesiil (azaz ha w(x)P,, = 7(y)P,, minden

x,y € S-re), akkor 7 staciondrius eloszldsa annak a Markov-ldncnak, aminek az dtmenet-métrica P.

Fénak hivunk egy olyan grafot, ami Osszefiiggd és kor-mentes. Rogzitsiink egy véges fat. Mi a
staciondrius eloszldsa az egyszerti bolyongasnak ezen a grafon?

Tekintsiink azt a grafot, aminek a cstucsai A, B,C, D, F és élei: AB,AC, BC,CD,BD,BE,DE. Mi
a staciondrius eloszlasa az egyszerli bolyongédsnak ezen a grafon?

Tekintsiik azt a Markov-lancot az S = {1,2,...,n} allapottéren, amire P; 5 = 1, valamint minden
k=2,...,n—1esetén Py 11 = % és Py -1 = %7 tovdbba P, ,—1 = 1. Mi a stacionérius eloszldsa?
Ehrenfest modell keverésre. Van két kutya (egy vizsla és egy labrador) és n bolha. A bolhdk
ide-oda ugralhatnak a kutydk kozott. Minden lépésben egy egyenletesen valasztott bolha gondol
egyet, és atugrik a masik kutyéra.

(a) Léssa be, hogy a vizsldn levé bolhdk szdma Markov ldncot alkot az S = {0, 1,...,n} dllapottéren.
Mik az dtmenet-valdszintiségek?

(b) Mi a vizslan levd bolhdk szdménak staciondrius eloszlasa?

Bernoulli-Laplace urnamodell keverésre. Két urnaban vannak golyéink: N darab mindkett6ben.
A golyok kozil NV kék és N piros. A golydkat a kovetkezOképpen keverjiik: id6egységenként kivalasztunk
véletlenszeriien egy-egy golydt mindkét urndbdl és a kettdt kicseréljiikk. (Az egyes urndkban 1év§
goly6k szdma nem véltozik, de a szinek eloszldsa igen.)

(a) Tekintsiik a bal urndban levé piros golyok szadmét. Irjuk le a folyamat S allapotterét és P
Atmenetmatrixat.

(b) Mi a folyamat stacionérius eloszldsa?

Maxwell-Boltzmann eloszlas: n urndban k golyé van. Minden korben egy golydt véletlenszeriien
kisorsolunk és attessziik egy véletlenszeriien vélasztott urndba. Staci eo?

Fermi-Dirac eloszlas: n urnaban k£ golyé van. Minden korben egy golydt véletlenszertien kisorso-
lunk és attessziik egy véletlenszertien vélasztott mésik urndba, amennyiben az tires (de ha nem az,
akkor semmit nem tesziink). Staci eo?

Bose-Einstein eloszlas: n urndban k golyé van. Minden korben véletlenszeriien kisorsolok egy
urnat és ha van benne goly0, akkor egyet koziiliik megfogok és dtteszem egy véletlenszerlien valasztott
urnaba. Staci eo?



