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Valészintiségszamitas vizsga, 2024. dec. 17.
Munkaidé: 100 perc. Nem-programozhato, internet nélkiili szamologép haszndlhato,
standard normadlis eloszldstabldzat a tiloldalon.

Az elérhetd maximum (a bénusszal egyiitt): 110 pont, de mdr 100 pont is 100%-os eredménynek szdamit.

Elm. 1.

Elm. 2.

Elm. 3.

(a) (3 pont) Mondja ki a valdszinliségszamitas Kolmogorov-féle axiomait!
(b) (4 pont) Mondja ki az n eseményre vonatkoz6 szita-formulat!
(c) (3 pont) Bizonyitsa az n = 2 eseményre vonatkoz6 szita-formulat!

(d) (6 pont) Késziil az 5.a osztdly az osztdlykaracsonyra. Annak eldontésére, hogy ki kit ajaindékozzon
meg, a 29 f6s osztdly minden tanuléja felirja a nevét egy cetlire és bedobjdk a cetliket egy Mikulds-
sapkaba. J6l megrazzdk, majd mindenki kihuz egy nevet. Mekkora valdszintiséggel nem lesz olyan
tanuld, aki a sajat nevét hizta? Instrukcio: nem elég a végeredmény, a szdmoldst is irja le!

(a) (11 pont) Trja fel a standard normélis eloszlés stiriségfiiggvényét és a megfeleld integralok forma-
lis kiszdmolasdval vezesse le, hogy tényleg nulla a varhat6 értéke és 1 a szorasnégyzete.

(b) (6 pont) Legyen X sirtiségfiiggvénye f(x) = \/%? exp (—x2 + 2z — 1),éslegyen Y = /2-(1—-X).
Szédmolja ki Y szérdsnégyzetét.

(a) (242 pont) Definidla az X és Y valdszinliségi valtozok kovariancidjat €s korrelacidjat.

(b) (2 pont) Definidlja az X, ..., X, valoszinliségi valtozok kovariancia-matrixat.

(c) (5 pont) Lassa be, hogy a kovariancia-matrix pozitiv szemidefinit.

(d) (6 pont) Mondja ki és bizonyitsa a Cauchy-Schwarz egyenl&tlenséget.

Bonusz: (10 pont) Legyen X egyenletes eloszlasu a [6, 9] intervallumon. Az Y valdszintiségi valtozo
eloszldsat nem drultak el nekiink, de azt tudjuk, hogy Y vérhat6 értéke 10 és szérasa v/3, tovabbd azt is, hogy
Cov(X,Y) = 3/2. Ez alapjan mit tudunk mondani a P(Y" > 9) valészintiségrdl?

Gyak. 1. (8+8 pont) Egy lepkegy(ijté 6t automatikusan kinyilé lepke-csapdat helyezett el a réten, egymastol

tavol. Mindegyik lepke-csapda a tobbitdl fiiggetleniil 2/3 valdszintiséggel nyilik ki. Ha nem nyilik
ki, akkor nem ejt csapddba egy lepkét sem, 4m ha kinyilik, akkor minden csapda esetén minden arra
repiil6 lepke kis valészintiséggel (a tobbitdl fiiggetleniil) belerepiil a csapddba. Egy sikeresen kinyilt
csapdaba két lepke foglyul ejtése kozt varhatdan 20 perc telik el. Egy 6rdn at vannak nyitva a csap-
dak, utdna osszeszedi 6ket. Mi a csapddba esett lepkék szdménak varhat6 értéke €s szorasnégyzete?

Gyak. 2. (17 pont) Egy téglalap oldalainak hossza legyen 4 ill 3. A két szemkozti 4 hosszu oldalon egymdéstol

fliggetleniil és egyenletes eloszldssal kijeloliink egy-egy véletlen pontot. Jeldlje X e pontok tdvolsa-
gat. Meghatarozand6 X eloszlasfiiggvénye és stirliségfiiggvénye. Vazolja fel az eloszlasfiiggvény
grafikonjat!

Gyak. 3. A Mikulds hajtja a rénszarvas-meghajtasu repiil6 szant, mikdzben a kis Jézus a hatso iilésr6l dobdlja

le az ajandékokat a csaladi hazak kéményein keresztiil. Minden alkalommal a kémény-nyilds ko-
zepét célozza (amirdl feltehetjiik, hogy a kétdimenzids koordindta-rendszer origéja), de az a pont,
ahol az ajandék landol, kétdimenzids normalis eloszldst, melynek varhaté érték-vektora (0,0) és a
kovariancia-matrixa a kétdimenzids identitds-métrix 3-szorosa. Mekkora valdszintiséggel taldl bele
a kémény-nyilasba, ha

(a) (8 pont) a kémény-nyilds négyzet alaki, melynek csticsai (0, 1), (1,0), (0, —1), (—1,0) ?
(b) (9 pont) a kémény-nyilas egy origd kozéppontid 3/2 sugari kor?
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