
Valósźınűségszámı́tás Vizsga - Megoldások

2025. január 14.

Elm. 1.

(a) X és Y együttesen abszolút folytonos valósźınűségi változók f(x, y) együttes
sűrűségfüggvénnyel

fX(x) =

∫ ∞

−∞
f(x, y) dy,

fY |X(y|x) =
f(x, y)

fX(x)
, fX(x) > 0,

E(Y |X = x) =

∫ ∞

−∞
y · fY |X(y|x) dy.

(b) Feltételes várható érték toronyszabálya:

E[E(Y |X)] = E(Y ).

Bizonýıtás:

E[E(Y |X)] =

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
y · fY |X(y|x) dy

)
fX(x) dx

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
y · f(x, y) dy dx =

∫ ∞

−∞
y ·
∫ ∞

−∞
f(x, y) dx dy

=

∫ ∞

−∞
y · fY (y) dy = E(Y ).

(c) Feltételes szórásnégyzet:

Var(Y ) = E[Var(Y |X)] + Var[E(Y |X)].

(d) Kiszámı́tás: Legyen X ∼ EXP(λ) és Y |X = x ∼ UNI[0, x]. Ekkor

E(Y |X = x) =
x

2
,

Var(Y |X = x) =
x2

12
.

A toronyszabály miatt

E(Y ) = E[E(Y |X)] = E
(
X

2

)
=

1

2

1

λ
=

1

2λ
.

1



A feltételes szórásnégyzet formula alapján

Var(Y ) = E
(
X2

12

)
+Var

(
X

2

)
.

E
(
X2

12

)
=

1

12
E(X2) =

1

12

(
Var(X) + E(X)2

)
=

1

12

2

λ2
=

1

6λ2
,

Var

(
X

2

)
=

(
1

2

)2

Var(X) =
1

4

1

λ2
.

Így:

Var(Y ) =
1

6λ2
+

1

4λ2
=

5

12λ2
.

Elm. 2.

(a) (X1, . . . , Xn) n-dimenziós együttesen normális eloszlású valósźınűségi változók, ha
X = (X1, . . . , Xn) sűrűségfüggvénye

f(x) =

√
det(A)
√
2π

n exp

(
−1

2
(x− µ)TA(x− µ)

)
,

ahol:

• x = (x1, . . . , xn)
T n-dimenziós vektor,

• µ az n-dimenziós várható érték vektor, µ = E[X] ,

• A egy n× n-es pozit́ıv definit mátrix.

(X1, . . . , Xn) kovariancia mátrixa C, ahol Ci,j = Cov(Xi, Xj). Ekkor A = C−1

(b) Függetlenség bizonýıtása: Legyen (X, Y ) együttes normális eloszlású és Cov(X, Y ) =
0.

Ekkor a kovariancia mátrix C diagonális, tehát A = C−1 is diagonális. Ez azt
jelenti, hogy

A =

(
v1 0
0 v2

)
Ekkor az (X, Y ) együttes sűrűségfüggvénye a következő alakú:

fX,Y (x, y) =

√
v1v2
2π

exp

(
−1

2

(
v1(x− µ1)

2 + v2(y − µ2)
2
))

=

√
v1√
2π

exp

(
−1

2
v1(x− µ1)

2

) √
v2√
2π

exp

(
−1

2
v2(y − µ2)

2

)
=fX(x)fY (y).

Tehát az együttes sűrűségfüggvény felbomlik x és y függvényeinek szorzatára, tehát
függetlenek.
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(c) Nem független változók példája: Legyen X egy diszkrét valósźınűségi változó
úgy, hogy

P(X = 1) = P(X = 0) = P(X = −1) =
1

3

Legyen Y = X2. Ekkor E(XY ) = E(X) = 0, tehát Cov(X, Y ) = 0. Azonban

X = 0 ⇐⇒ Y = 0,

tehát nem függetlenek.

Elm. 3.

(a) Geometriai eloszlás defińıciója és várható értéke: Szemléletesen: Van egy
érménk, amely p valósźıűséggel lesz fej. X = {Ahányadik dobásnál meglátjuk az első fejet}
Súlyfüggvénye:

P (X = k) = (1− p)k−1p, k = 1, 2, . . .

A várható érték:

E(X) =
1

p
.

Ennek bizonýıtásához legyen ε > 0 elég kicsi, és

gk(x) = xk, g(x) =
∞∑
k=0

gk(x) =
1

1− x

minden x ∈ [0, 1− ε]-ra. Ekkor

E(X) =
∞∑
k=1

k(1− p)k−1p = p
∞∑
k=1

D gk(1− p) = pD

(
∞∑
k=1

gk

)
(1− p)

=pD g(1− p) = p
1

p2
= p

(b) Örökifjú tulajdonság: Egy eloszlás örökifjú tulajdonságú, ha bármely t, s > 0
esetén:

P (X > t+ s|X > t) = P (X > s).

Bizonýıtás geometriai eloszlásra:
Észrevétel:

P(X > k) =
∞∑
l=k

(1− p)lp = (1− p)kp
∞∑
l=0

(1− p)l = (1− p)kp
1

1− (1− p)
= (1− p)k

Ennek alkalmazásával látszik, hogy

P (X > t+ s|X > t) =
P (X > t+ s ∧X > t)

P (X > t)
=

P (X > t+ s)

P (X > t)
=

(1− p)t+s

(1− p)t

=(1− p)s = P (X > s).
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(c) Feltételes valósźınűség: LegyenekX, Y ∼ GEO(p) független valósźınűségi változók.
Számı́tsuk ki P (X = 6|X + Y = 15)-t. Az esemény valósźınűsége:

P (X = 6|X + Y = 15) =
P (X = 6 ∧ Y = 9)

P (X + Y = 15)
.

Mivel X és Y független,

P (X = 6 ∧ Y = 9) = P (X = 6)P (Y = 9) = (1− p)5p · (1− p)8p = (1− p)13p2.

P (X + Y = 15) =
14∑
k=1

P (X = k)P (Y = 15− k) =
14∑
k=1

(1− p)k−1p · (1− p)14−kp

=
14∑
k=1

p2(1− p)13 = 14(1− p)13p2.

Ezért

P (X = 6|X + Y = 15) =
(1− p)13p2

14(1− p)13p2
=

1

14
.

Gyak. 1.

(a) Első évben történő égő-cserék számának várható értéke és szórásnégyzete:

Legyen Xi az i-edik égő élettartama évben (i = 1, . . . , 1000), ahol Xi ∼ EXP(4).
Vegyük észre, hogy

N(t) = {égőcserék száma t év alatt}

egy 4 intenzitású Poisson folyamat. Erről tudjuk, hogy N(t) ∼ Poi(4t). Ekkor a
feladat N(1) ∼ Poi(4) várható értékét és szórásnégyzetét kérdezi. A válasz

E(N(1)) = Var(N(1)) = 4.

(b) Második égő-csere időpontjának eloszlásfüggvénye:

Legyen Y2 = {a második égő-csere időpontja}. Észrevétel:

Y2 < t ⇐⇒ N(t) ≥ 2.

Ez alapján Y2 eloszlásfüggvénye

F (t) =P(Y2 < t) = P(N(t) ≥ 2) = 1− P(N(t) = 0)− P(N(t) = 1)

=1− e−4t − 4te−4t

(c) T meghatározása, hogy az égőkészlet 90% valósźınűséggel T évig kitart:
Az égőkészlet élettartama

∑1000
i=1 Xi. A feladat szerint

P

(
1000∑
i=1

Xi > T

)
≥ 0.9.
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Az égőkészlet élettartamának várható értéke

E

(
1000∑
i=1

Xi

)
= 1000E(X1) = 250

Var

(
1000∑
i=1

Xi

)
= 1000Var(X1) =

1000

16

Ekkor a Centrális határeloszlás tétel alapján élhetünk a következő közeĺıtéssel:

Z =

∑1000
i=1 Xi − 250√

1000
16

∼ N (0, 1).

0.9 ≤P

(
1000∑
i=1

Xi > T

)
= P

∑1000
i=1 Xi − 250√

1000
16

>
T − 250√

1000
16


=1− P

∑1000
i=1 Xi − 250√

1000
16

≤ T − 250√
1000
16

 ≈ 1− Φ

T − 250√
1000
16


Tehát

Φ

T − 250√
1000
16

 ≤0.1 = Φ(−1.28)

T − 250√
1000
16

≤− 1.28

T ≤239.88

Gyak. 2.

(a) ξ egyenletes eloszlású a [−3, 2] intervallumban, és X = ξ2:

A ξ sűrűségfüggvénye:

fξ(x) =

{
1
5
, ha x ∈ [−3, 2],

0, egyébként.

Legyen Ψ(x) = x2. Mivel X = Ψ(ξ), X lehetséges értékei [0, 9] intervallumra esnek.
Az X sűrűségfüggvényét transzformációval határozzuk meg:

fX(x) =
∑

v∈Ψ−1(x)

fξ(v)
1

|DΨ(v)|
.

Tehát x ∈ [0, 4] esetén

fX(x) =
1

5

1

2
√
x
+

1

5

1

2
√
x
=

1

5
√
x
.
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Ha x ∈]4, 9], akkor
fX(x) =

1

5

1

2
√
x
=

1

10
√
x

Minden más x esetén fX(x) = 0

(b) ϑ eloszlása EXP(λ), és Y =
√
ϑ:

A ϑ eloszlásfüggvénye:

Fϑ(x) =

{
1− e−λx, ha x ≥ 0,

0, egyébként.

Legyen Ψ(x) =
√
x. Ekkor Y = Ψ(ϑ). Ki lehet számolni az (a) feladatban használt

transzformációs képlettel, de mivel Ψ bijekció [0,∞[, az Y eloszlásfüggvénye minden
y ≥ 0 pontban:

FY (y) = P(Y < y) = P(Ψ(ϑ) < y) = P(ϑ < y2) = Fθ(y
2) = (1− eλy

2

).

Ez alapján a sűrűségfüggvény minden y ≥ 0 pontban

fY (y) = DFY (y) = 2λye−λy2 .

Minden y < 0 pontra fY (y) = 0

Gyak. 3.

Legyenek X és Y független normális eloszlású valósźınűségi változók, ahol X várható
értéke 0, szórásnégyzete 4, és Y várható értéke 0, szórásnégyzete 9. Számı́tsuk ki
P ((X, Y ) ∈ H)-t az alábbi esetekben:

(a) H = {(x, y) ∈ R2 : x ≤ −y,−1 ≤ y ≤ 1, x ≥ −3}:

x

y

H

(−3,−1)

(−3, 1)

(1,−1)

(−1, 1)

Legyen −H = {(x, y) ∈ R2 : (−x,−y) ∈ H}

x

y

−H

(3, 1)

(3,−1)

(−1, 1)

(1,−1)
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MivelH = H∪(−H) egy téglalap könnyen kiszámı́thatjuk (X, Y ) ∈ H valósźınűségét:

P((X, Y ) ∈ H) =P(−3 ≤ X ≤ 3 ∧ −1 ≤ Y ≤ 1) = P(−3 ≤ X ≤ 3)P(−1 ≤ 1)

=P(−3/2 ≤ X/2 ≤ 3/2)P(−1/3 ≤ Y/3 ≤ 1/3)

=(2Φ(3/2)− 1)(2Φ(1/3)− 1) = 0.224

A 0 várható értékű normális eloszlás szimmetrikussága miatt

P((X, Y ) ∈ H) = P((X, Y ) ∈ −H) =
1

2
P((X, Y ) ∈ H) = 0.112

(b) H = {(x, y) ∈ R2 :
(
x
4

)2
+
(
y
6

)2 ≤ 2}:

P((X, Y ) ∈ H) =P

((
X

4

)2

+

(
Y

6

)2

≤ 2

)
= P

(
1

4

(
X

2

)2

+

(
Y

3

)2

≤ 2

)

=P

((
X

2

)2

+

(
Y

3

)2

≤ 8

)
= P

(
Z2

1 + Z2
2 ≤ 8

)
,

ahol Z1, Z2 ∼ N (0, 1) független normális. Ekkor, ha

B√
8(0) = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 8},

akkor

P((X, Y ) ∈ H) =

∫ ∫
B√

8(0)

1

2π
exp

(
−1

2
(z21 + z22)

)
d z1 d z2

Polárkoordinátákba transzformálva:

P((X, Y ) ∈ H) =

∫ 2π

0

∫ √
8

0

1

2π
exp

(
−1

2
r2
)
r d r dφ =

∫ 2π

0

1

2π

[
exp

(
−1

2
r2
)]√8

0

dφ

=1− e−4
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