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Elm. 1.
(a) X ésY egyiittesen abszolit folytonos valésziniiségi valtozdék f(x,y) egytittes
suruségfiiggvénnyel
fxt)= [ rla)dy
f(z,y)
g) = 125 Y) z) >0,
frix(ylz) (@) fx ()
BYIX =2)= [y (i) dv

(b) Feltételes varhaté érték toronyszabdlya:
E[E(Y|X)] = E(Y).

Bizonyitas:
BE(Y X)) = [ ( [ v dxtole) dy) Fx(e) da

-/ -

i/iy-f(x,y)dydxz/Zy-/Zf(w,y)dxdy

=/ y- fr(y)dy = E(Y).
(c) Feltételes szérasnégyzet:
Var(Y) = E[Var(Y|X)] + Var[E(Y | X)].
(d) Kiszamitas: Legyen X ~ EXP()) és Y|X = x ~ UNI[0, z]. Ekkor

E(Y|X =z) =

8 N8
O

Var(Y|X =z) =

[
(\V]

A toronyszabaly miatt
X 11 1
EY)=EEY|X)=E (5) =33 = ox

1



A feltételes szérasnégyzet formula alapjan

Var(Y) = E (f—;) + Var (g) .

2
E (%) — 1—12E(X2) = % (Var(X) + E(X)?) = %% — &
2
Var (%) = (%) Var(X) = i%
I,gy: 1 1 )
Var(Y) = YRRV

Elm. 2.

(a) (Xi,...,X,) n-dimenzids egyiittesen normalis eloszldst valdsziniiségi valtozok, ha

X = (Xy,...,X,) stirliségfiggvénye

o) = YtA) (~56= W A=),

7 €XP
V27 2
ahol:
o x=(z1,...,2,)" n-dimenziés vektor,

e 1 az n-dimenzids vérhaté érték vektor, p = E[X] ,

e A egy n X n-es pozitiv definit matrix.
(Xi,...,X,) kovariancia matrixa C, ahol C;; = Cov(X;, X;). Ekkor A = C~!

(b) Fiiggetlenség bizonyitdsa: Legyen (X, Y) egyiittes normaélis eloszlast és Cov(X,Y) =
0.

Ekkor a kovariancia matrix C' diagonalis, tehat A = C~! is diagonalis. Ez azt
jelenti, hogy
(U 0
A N (0 ’UQ)

Ekkor az (X,Y) egyiittes stirtiségfiiggvénye a kovetkezd alaki:

fxy (@) v €Xp (_1 (v1(z — p1)? + a2y — M2)2))

2 2

_Vo exp (—101(17 - M1)2> v exp (—%W(?J - /~L2)2)

V21 2 V2
=/fx (@) fy ().
Tehat az egytittes stirtiségfiiggvény felbomlik x és y fliggvényeinek szorzatara, tehéat

fiiggetlenek.



(c) Nem fiiggetlen valtozdk példaja: Legyen X egy diszkrét valdsziniiségi véltozo
gy, hogy
PX=1)=PX=0)=PX=-1) =

W

Legyen Y = X?. Ekkor E(XY) = E(X) = 0, tehat Cov(X,Y) = 0. Azonban
X=0 e Y =0,

tehat nem fiiggetlenek.

Elm. 3.

(a) Geometriai eloszlds definicigja és varhaté értéke: Szemléletesen: Van egy
érménk, amely p valdszitiséggel lesz fej. X = {Ahdnyadik dobédsnal meglatjuk az elsd fejet}
Stulyfiiggvénye:

PX=k=>0-p)"'p, k=12...

A vérhaté érték:

Ennek bizonyitasdhoz legyen € > 0 elég kicsi, és

1
l1—=x

ge(z) =2, g(z) = gulz) =
k=0

minden x € [0,1 — ¢]-ra. Ekkor

E(X)

Y k(1—=p)f'p=p)Y Dg(l—p)=pD (Z%) (1-p)

1

1
pDg(1—p) =Ps=P

(b) Orokifju tulajdonsig: Egy eloszlds 6rokifji tulajdonsdgyd, ha barmely ¢,s > 0
esetén:
PX>t+s/X >t)=P(X > s).

Bizonyitas geometriai eloszlasra:
Eszrevétel:

[e.o]

P(X>k)=> (1-p'p=(1-p)'p> (1-p)=1-p'p

=k

Ty (1-p)*

Ennek alkalmazéasaval latszik, hogy

_P(X>t+3/\X>t)_P(X>t_|_5)_(1_p)t+s
P(X>t+sX >t)= PIX =1 = R = Gy

—(1-p)* = P(X > s).




(c) Feltételes valészintiség: Legyenek X, Y ~ GEO(p) fliggetlen valdszintiségi valtozok.
Szamitsuk ki P(X = 6|X +Y = 15)-t. Az esemény val6szintisége:

P(X=6AY =09)

P(X =6|X +Y =15) = PX+Y =15

Mivel X és Y filiggetlen,

P(X=6AY =9)=P(X=6)P(Y =9) = (1—p)°p-(1—p)°p = (1 — p)'3p2.

P(X+Y=15)=Y P(X=K)PY =15—k) =Y (1—p)*'p- (1 —p)"**p
=P - p)® = 14(1 - p) "R,

Ezért

(1-p)"p* 1

Gyak. 1.

(a) Els6 évben torténd égb-cserék szamanak varhaté értéke és szérasnégyzete:

Legyen X; az i-edik ég6 élettartama évben (i = 1,...,1000), ahol X; ~ EXP(4).
Vegyiik észre, hogy

N(t) = {égbcserék szama t év alatt}

egy 4 intenzitdsu Poisson folyamat. Errél tudjuk, hogy N(t) ~ Poi(4t). Ekkor a
feladat N(1) ~ Poi(4) varhaté értékét és szérdasnégyzetét kérdezi. A véalasz

E(N(1)) = Var(N(1)) = 4.
(b) Masodik ég6-csere id6pontjanak eloszlasfiiggvénye:
Legyen Y, = {a mésodik égb-csere id6pontja}. Eszrevétel:
Yo <t <= N(t) >2.
Ez alapjan Y; eloszlasfiiggvénye
F(t) =P(Yz <t) =P(N(t) 2 2) =1 - P(N(t) = 0) = P(N(t) = 1)

=1 — e — 4teH

(c) T meghatarozasa, hogy az égdékészlet 90% valbsziniliséggel T évig kitart:

Az égbkészlet élettartama 23230 X;. A feladat szerint

1000
P (ZX > T) > 0.9.

i=1



Az égbkészlet élettartamanak varhaté értéke

1000
E (Z Xi> — 1000E(X;) = 250

i=1

=1

1000
1000
ar (Z XZ-) = 1000Var(X;) = — =

Ekkor a Centralis hatareloszlas tétel alapjan élhetiink a kovetkezo kozelitéssel:

SI% X, — 250

1000
16

1000 1000
1000y 250 250
0.9 <P <Z X; > T) =P 2imi

- 1000 1000
= 16 16

YT Xi =250 T 250 250

1000 1000 1000
16 16 16

7 = ~ N(0,1).

=1-P

Tehat

T — 250

1000
16

T'=250 <128

1000
16

T <239.88

)

<0.1 = ®(—1.28)

Gyak. 2.

(a) £ egyenletes eloszlasu a [—3,2] intervallumban, és X = ¢

A € stirtiségfiiggvénye:

L hazxel[-32],
felay = 3 1o e =3
0, egyébként.

Legyen W(x) = x%. Mivel X = U(&), X lehetséges értékei [0, 9] intervallumra esnek.
Az X strlségfiiggvényét transzformacioval hatdrozzuk meg:

fe(v
0= X e
Tehat = € [0, 4] esetén

111 1
_52\/‘ 527 5y




Ha z €]4, 9], akkor
11 1

fx(z) = 52y 10y

Minden més z esetén fx(z) =0

¥ eloszlasa EXP()), és Y = /¥
A ¥ eloszlasfiiggvénye:

1—e*, haz>0,
Fy(x) = oy
0, egyébként.

Legyen ¥(z) = \/x. Ekkor Y = U(9). Ki lehet szdmolni az (a) feladatban haszndlt
transzformécids képlettel, de mivel ¥ bijekcié [0, oo[, az Y eloszlésfiiggvénye minden
y > 0 pontban:

Fy(y) =PB(Y <y) =P(¥(0) <y) =P <y’) = Fy(y*) = (1 - ™).
Ez alapjan a strtségfiiggvény minden y > 0 pontban

fr(y) =D Fy(y) = 2\ ye "
Minden y < 0 pontra fy(y) =0

Gyak. 3.

Legyenek X és Y fiiggetlen normalis eloszlasi valdszintiségi valtozok, ahol X véarhato
értéke 0, szorasnégyzete 4, és Y varhato értéke 0, szérasnégyzete 9. Szamitsuk ki
P((X,Y) € H)-t az alabbi esetekben:

(a)

H={(z,y)eR?:2< -y, —-1<y<1l,z>-3}:

(=3,1) (—1,1)

(—3,-1) (1,-1)

Legyen —H = {(z,y) € R* : (—z,—y) € H}
y

(—1,1) (3,1)




Mivel H = HU(—H ) egy téglalap kénnyen kiszamithatjuk (X,Y") € H valdszintiségét:

P(X,Y)eH)=P(-3< X <3A-1<Y <1)=P(-3< X <3)P(-1<1)
=P(—3/2 < X/2 < 3/2)P(—1/3 < Y/3 < 1/3)
=(20(3/2) — 1)(2®(1/3) — 1) = 0.224

A 0 varhaté értékit normalis eloszlas szimmetrikussaga miatt

P((X,Y) € H) = P((X,Y) € —H) — %]P’((X, Y) € H) = 0.112

roevyem-2((5) +(5) <2) -2 (5 (3) + (3) <)
= ((%)Z (%)2 §8> =P (27 + 735 <8),

ahol Zy, Zy ~ N(0,1) fiiggetlen normélis. Ekkor, ha

Bg(0) = {(z,y) : 2* +y* <8},

1
P(X,Y) € H) // —exp< 2(zf+z§)>dzldzz
B 5(0)

Polarkoordinatédkba transzformaélva:

P((X,Y) € H) //—exp<——r)rdrd<p:/0%%{exp<—%r2)}fdgo

=1—¢*

akkor



