NV et NEPTUNKOA: ..coooveveveeeeeeeeeeeeeeiean, Szak: ..ccoovvvvnnnnnn.

Valészintiségszamitas 1 vizsga, 2026. januar 13.
Munkaido: 100 perc. Nem programozhato, internetkapcsolattal nem rendelkezd szamologép haszndlhato.
Elérheté maximdlis pontszdm (bonusszal egyiitt): 110 pont, de 100 pont mdr 100%-nak szdmit.

Elm. 1. Legyen (Q2, F,P) egy val6szintiségi mezG.
(a) (2 pont) Definidlja a feltételes valoszintiséget egy E eseményre vonatkozdan!
(b) (2 pont) Adja meg a teljes eseményrendszer definicidjat!
(c) (1+3 pont) Mondja ki és bizonyitsa a teljes valdszintiség tételét!
(d) (1+3 pont) Mondja ki és bizonyitsa a Bayes-tételt!

Elm. 2. (a) (2 pont) Legyenek u € R és o > 0 rogzitett paraméterek. Adja meg az N (u, o) normalis
eloszlasu valészindiségi valtozo strliségfiiggvényét!

(b) (7 pont) Bizonyitsa be, hogy ez valéban siirliségfiiggvény! Utmutatds: bizonyitsa a standard
(n =0, o = 1) esetre, majd indokoljon, hogyan lehet az dltaldnos esetet a standardra visszave-
zetni.

(c) (4 pont) Adott ;i € R? és C pozitiv definit matrix esetén adja meg az (X,Y) ~ N(u, C) egyiittes
normdlis eloszlasi val6szintiségi valtozok kozos stirtiségfiiggvényét! -

(d) (7 pont) Tegyiik fel, hogy X ~ N(ui,0%) ésY ~ N(uz,03), tovabbd X és Y fiiggetlenek.
Adja meg X + Y eloszlasét, bizonyitassal! Utmutatds 1: bizonyitsa j1;, = ps = 0, o7 = 1
esetén, majd indokoljon, hogyan lehet az dltaldnos esetet erre visszavezetni; vagy Utmutatds 2:
haszndljon momentumgenerdlo fiiggvényt.

Elm. 3. Legyen (), F,P) egy valoszintiségi mezs, valamint X és Y valdsziniiségi véltozok.
(a) (2+2 pont) Definidlja X és Y cov(X,Y) kovariancigjat , illetve p(X,Y") korrelacids egyiittha-
t6jat !
(b) (246 pont) Mondja ki €s bizonyitsa a Cauchy—Schwarz-egyenlotlenséget!
(c) (4 pont) Mit mondhatunk X és Y kapcsolatardl, ha p(X,Y) = —1? Igazolja éllitasat!

Gyak. 1. Randomopolis varos villamosmegélldiban a villamosok érkezési ideje Poisson-folyamatot kovet. A
kiilonboz6 villamosvonalak Poisson-folyamatai egymastdl fiiggetlenek. Egy megalloba atlagosan
ordnként 12 villamos érkezik.

(a) (5 pont) Reggel 8:00-kor érkezem a megalloba. Mi a valdszintisége annak, hogy tobb mint 6
percet kell varnom a kovetkez villamosra?

(b) (8 pont) 8:40-kor taldlkozém van egy megélléban, ahova egy atszéllassal jutok el. Felszallok
az elsd érkezd villamosra, €s 15 percig utazom vele, majd leszdllok. Ezutdn a leszéll4s helyén
varok egy masik villamosra, amellyel tovabbi 10 percet utazom. Mi a valoszinlis€ége annak,
hogy id6ben érkezem a taldlkozémra?

(¢) (5 pont) Tegyiik fel, hogy egy adott megalloba érkezé minden villamoson 30 utas tart6zkodik,
akik egymadstdl fiiggetleniil 1/3 valészintiséggel szdllnak itt le. Hatdrozza meg az ebben a
megélloban 8:00 és 10:00 kozott leszalld utasok szdmanak vérhato értékét! Bizonyitsa allitasét!

Bénusz: (10 pont) Hatarozza meg az ebben a megélloban 8:00 és 10:00 kozott leszallé utasok szamanak
szOrasnégyzetét!

Gyak. 2. (16 pont) Van két pénzérmém: az egyik szabdlyos, a masik hamis, amely 3/5 valdszintiséggel ad
Fejet. Elfelejtettem, hogy melyik melyik. Véletlenszer(ien kivélasztottam az egyiket, és 100-szor
feldobtam; 58 alkalommal kaptam Fejet. Becsiilje meg a de Moivre—Laplace-tétel hasznélataval an-
nak a valdszinliségét, hogy a szabdlyos érmét valasztottam! Normadlis eloszldstdbldzat a tiloldalon!

Gyak. 3. Vegyiink egy P() szakaszt, amelynek hossza 2 egység, és torjiik ketté egy egyenletes eloszlassal
vélasztott R pontban. Legyen X a PR szakasz hossza. Ezutdn az R() szakaszt ismét kettétorjiik
egy egyenletes eloszldssal vélasztott S pontban. Legyen Y az RS szakasz hossza.

(a) (6 pont) Mi (X,Y) kozos stiriségfiiggvénye? Ugyeljen a tartoményokra!
(b) (6 pont) Hatdrozzameg E(Y | X = z) és E(Y') értékét!
(¢) (6 pont) Szamitsa ki cov(X,Y) értékét!
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