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Altaldnos informécidk

e A szigorlati vizsgara vald jelentkezés elofeltétele az Analizis 2. informatikusoknak
(BMETE90AX22) targy legaldbb elégséges szintre vald teljesitése.

e A szigorlati jegy egy 90 perces irasbeli vizsgan, valamint esetleges szébeli részen
alapul. Az irasbeli vizsga az Analizis 1. informatikusoknak (BMETE90AX21) és
az Analizis 2. informatikusoknak (BMETE90AX22) térgy tananyagat kéri szamon.
A szamonkérés anyaga: feladatmegolddsok (a zh-khoz hasonléan), az dsszes tanult
tétel és definicid ill. bizonyos egyszeriibb tételbizonyitasok. Az frasbeli vizsgan csak a
jegyzetben talalhaté derivalttablazat vagy azzal azonos informacidtartalmu tablazat
hasznalhat6, més segédeszkoz (pl. szamolégép) nem. Ha a hallgaté a dolgozattal nem
ér el legaldbb 35%-o0s eredményt, akkor szigorlatdnak eredménye elégtelen, és ez az
eredmény szébelivel sem javithaté mar az adott szigorlat keretében. Egyébként a
legalabb 35%-ot elért hallgaték az irdsbelire megajénlott jegyet kapnak. Ez 40%
alatt elégtelen, 40%-t6l elégséges, 55%-t61 kozepes, 65%-t61 jé és 80%-t4l jeles.

e A szébeli rész az irasbeli dolgozat alapjan megajanlott jegy mddositasara szolgal.
Ha az oktaté nem engedélyezi (pl. 35%-o0s irasbeli eredmény alatt), vagy a hall-
gaté lemond a szébeli részrol, akkor az elmarad, és a szigorlati jegy az irasbelire
megajanlott jegy lesz. Egyébként a szdbeli vizsgan az oktato tetszolegesen mddosit-
hatja az frasbeli vizsgdn megajanlott jegyet, azonban a jegy kialakitasanal mind az
irdasbelin mind a szobelin nyujtott teljesitményt figyelembe kell vennie.

e Tehat alapértelmezésként minden definiciot és allitast ismerni kell a szigorlaton.
Ezen kiviil bizonyos tételek bizonyitasat is tudni kell ismertetni. Ezt pontositja az
aldbbi tételsor. A bizonyitando tételeket B bettivel kiilon jeloljiik.

Tételek

Analizis 1. témakorébdl

1. Komplex szamok, polinomok

Komplex szdmok algebrai alakja, konjugdltja, abszolut értéke, trigonometrikus alak.
Komplex polinomok. Az algebra alaptétele.

2. Valds szamsorozatok

Valds szamsorozatok hatarértéke, konvergencia fogalma, hatdrérték egyértelmiisége (B),
Cauchy-tulajdonsdg. Végtelenhez tarto sorozatok, specidlis renddr-elv. Nagysdgrendek ossze-
hasonlitisa. Miveletek konvergens sorozatokkal (Gsszeq (B), szorzat, hdnyados, illetve
qyokas kifejezések hatdrértéke). Végtelenhez, illetve 0-hoz tarté sorozatok reciproka, korldtos
és nulldhoz tartd sorozatok szorzata (B). Nevezetes sorozatok hatdrértéke (n*, a™, {/p,
Un, (L4 x/n)"), renddr-elv (B). Konvergencia, monotonitds és korldtossdg kapcsolatdra
vonatkozo tételek. Bolzano—Weierstrass-tétel. Teljes indukcio és alkalmazadsa rekurziv so-
rozatok konvergencidjinak meghatdrozasahoz. Sorozat torloddsi pontjai, limesz szuperior,
limesz inferior



3. Fliggvények hatarértéke, folytonossaga, nevezetes fliggvények

Fliggvuények pontbeli hatdrértéke, folytonossdga. Atviteli elv. Mdveletek hatdrértélkel
(0sszeg, szorzat, kompozicid). Szakaddsi helyek osztdlyozdsa. Nevezetes hatarértékek (pl.
lim, ,o(sinx)/x = 1). Nevezetes fliggvények (polinomok, trigonometrikus, exponencidlis
fligguények, gyokfigguények) folytonossdga, dsszeg-, szorzat-, hdnyadosfiigguény, dsszetett
fuigguény, inverz fiigguény folytonossdga. Kompakt halmazon folytonos fiigguényekre vo-
natkozo tételek (Bolzano-tétel, Weierstrass 1. és II. tétele) és kivetkezményeik. Inverz
fugguény definicioja, létezése, trigonometrikus fligguények inverzei, hiperbolikus fligguények
és imverzeik.

4. Differencidlszamitas

Differencidlhdnyados fogalma, differencidlhatosag sziikséges és sziikséges és elégséges
feltétele, kapcsolat az érintdegyenessel. Differencidldsi szabdlyok (dsszeg (B), szorzat (B),
hanyados, kompozicid, inverz derivdltja). Magasabbrendi derivdltak. Elemi fliggvények
(hatvdnyfiigguények, exponencidlis, trigonometrikus, hiperbolikus fligguvények és inverzeik)
deriwadltjas.

5. Differencidlszamitas alkalmazasa

Ermté’egyenes egyenlete. Lokdlis szélséérték fogalma, kapcsolata a derivalttal (sziikséges
feltétel, elégséges feltétel). Rolle-tétel (B), Lagrange-tétel, Cauchy-tétel. L’Hospital-szabdly.
Intervallumon folytonos fiigguények tulajdonsdgai (monotonitds, konvezitds, inflexic), kap-
csolat a derivdltakkal. Implicit megaddsi fiugguények derivdldsa, paraméteres megaddsi
gorbék. Fugguényvizsgalat [épései, abszolut szélsoértékek meghatdrozasa.

6. Hatarozatlan integral

Primitiv fiigguény, hatdrozatlan integrdl. Elemi fugguények hatdrozatlan integrdlja, de-
rivdaldsi szabalyok kévetkezményei a hatdrozatlan integrdlra. Integrdldsi modszerek (helyet-
tesités, parcidalis integrdlas (B), raciondlis tortfigguények integrdldsa).

7. Hatarozott integral és alkalmazésa
Also- és felsd kozelité dsszegek, finomodo felosztdasok, hatdrozott integrdl, Riemann-
integrdalhatdsag, oszcilldcios 0sszeq. Newton-Leibniz tétel. Az integrdlszamitds kézépértékté-

tele, Riemann-integrdlhato figguény abszoliut értéke. Integrdlfiigguény, az integrdlszdmitas
masodik alaptétele. Improprius integrdl. Gorbék ivhossza, forgastestek felszine, térfogata.

Analizis 2. témakorébol

8. Differencidlegyenletek (d.e.) bevezetése, elsérendii d.e.-ek

Differencidlegyenlet fogalma, osztalyozasuk. Megoldds, dltalanos megoldas, partikuldris
megoldas, kezdetiérték-feladat. Szétvalaszthato valtozogu d.e.-ek megolddsa. Elsorendi line-
aris d.e.-ek. Az elsérendi homogén linedris d.e. megolddsai eqydimenzios vektorteret alkot-
nak (B). Elsérendi inhomogén linedris d.e. dltaldnos megoldasdnak alakja (B) (két inho-
mogén megoldds kilonbsége megolddsa a megfelelé homogén egyenletnek). Az dllandévarid-
lds modszere. Uj vdltozo bevezetése (spec.: uw = y/x vagy u = ax + by + c). Vonalelem,
iranymezo, izoklina. Partikuldris megoldds lokdlis vizsgdlata a d.e.-hez tartozo irdnymezo-
ben, az izoklinak maodszere. A d.e. megolddsait kozelité Taylor-polinomok szdmoldsa.



9. Magasabbrendii d.e.-ek megoldasa

Hidnyos mdasodrendd d.e.-ek megolddsa (x vagy y hidnyzik esetek). n-edrendii homogén
linedris differencidlegyenlet megoldasai n-dimenzios vektorteret alkotnak. n-edrendid ho-
mogén linedris, konstans eqyiitthatos differencidlegyenletnek létezik e * alaki megoldd-
sa (B) (karakterisztikus polinom), az dltaldnos megoldds alakja. Wronski-determindns. A
homogén egyenlet megoldasai linedris figgetlenségének eldontése a Wronski-determindns
seqgitségével. n-edrendi inhomogén linedris differencidlegyenlet dltaldnos megolddsdnak alak-
ja. (Két inhomogén megoldds kilonbsége megolddsa a megfelelé homogén egyenletnek). n-
edrendi inhomogén linedris diff.egyenlet partikuldris megolddsdnak keresése specidlis jobb
oldali forrasfugguény esetén probafiigguénnyel.

10. Linedris rekurzidk

Linedris rekurzio fogalma, alakja. A k-adrendd linedris rekurzioval generdlt sorozatok
k-dimenzids vektorteret alkotnak (B). A ¢" mértani sorozat teljesiti a rekurziot (karakterisz-
tikus-egyenlet). Bazis megaddsa egqy adott linedris rekurzidt kielégité sorozatok terében. A
sorozat elsd k eleme egyértelmiien meghatdrozza a sorozatot. A Fibonacci-sorozat és annak
explicit alakja (a rekurzid felolddsa).

11. Numerikus sorok

Numerikus sor fogalma. Konvergencia, divergencia, numerikus sor osszege. A har-
monikus sor divergens (B). A végtelen mértani sor konvergencidja (B). Sorok dsszege és
konstansszorosa. Cauchy-kritérium, mint a sorok konvergencidjanak szikséges és elégséges
feltétele. A konvergencia sziikséges feltétele (B) (ar — 0). Leibniz-kritérium vdltakozo
eldjeli sorokra, hibabecslés. Abszolut konvergencia és kapcsolata a konvergencidval (B).
Konvergencia-kritériumok pozitiv tagi sorokra: majordns- és minordns kritériumok (B),
hanyados- és gyokkritériumok (B), ezek hatdrértékes alakja, integral-kritérium. A > 1/k
sor konvergencidjanak feltétele.

12. Fiiggvénysorozatok, fliggvénysorok

Fugguénysorozat fogalma, konvergencia-tartomdnya. Eqgyenletes konvergencia fogalma.
Az egyenletes konvergencia kovetkezménye a hatdrértékre, derivdlhatosagra és integralhato-
sdgra. Figgvénysor fogalma, konvergencia-tartomanya. Egyenletes konvergencia. Cauchy-
kritérium figguénysorokra (egyik irany (B)). Weierstrass-kritérium figgvénysorokra az
egyenletes és abszolit konvergencia biztositdsdara (B). Az egyenletes konvergencia kdvet-
kezménye a hatarértékre, az integralhatosdgra és a derivdlhatosdgra vonatkozoan.

13. Hatvanysorok

Hatvdnysor fogalma, konvergencidja. Eqy adott pontban konvergens ill. divergens hat-
vdnysor tulajdonsagai (B). Konvergencia-tartomany fogalma, alakja. Konvergencia-sugdr.
Konvergencia-sugar meghatdarozasa hanyados- és gyokkritériummal. Hatvanysor abszolut
és egyenletes konvergencidja (B). Hatvanysor dsszegfiigguényének folytonossaga. Hatvdny-
sor osszegfogguényének integradlja. Hatvdnysor tagonkénti derivdlasdval nyert sor konvergen-
cia-sugara. Hatvanysor osszegfugguényének derivdlhatosdga, a derivdlt hatvanysora. Egy
fugguényt az xo pontban n-ed rendben érinto, legfeljebb n-ed foku polinom egyértelmai-
sége (Taylor-polinom). Taylor-sor fogalma. Lagrange-féle maradéktag alakja. Elégséges
feltétel arra, hogy eqy fiigguény Taylor-sora megegyezzen a fiigguénnyel (B). A hatvanysor
alak egyértelmisége. A geometriai sorbol levezethetd Taylor-sorok. Az In(1 + z),arctan z



fliggvények megegyeznek a Taylor-soraikkal a (—1,1)-en. Az e®, sinx, cosx, shx és a chz
fliggvény megegyezik a Taylor-sordval (—oo,00)-en. Binomidlis sor, dsszegfiigguénye és
konvergencia-sugara. f(x) = arcsinz fiigguény megegyezik a Taylor-sordval a (—1,1)-on.
Alkalmazasok: fiigguényérték kézelitd értékének szamoldsa, a hiba becslése, hatdrérték meg-
hatdrozasa.

14. Tébbvaltozos fiiggvények hatarértéke és derivalasa

Tobbudltozos fiigguények értelmezése, grafikon, szemléltetésik. Tavolsag, kornyezet fo-
galma; belso-, kulsd-, hatdrpont, torloddsi pont, zdrt és nyilt halmazok, kompakt halmaz,
korldtos halmaz. Pontsorozat és konvergencidja. Tobbudltozos fiigguények hatdrértéke és
folytonossdga. Ezek dtviteli-elves megfogalmazdsa. Miwveletek és a folytonossag kapcsolata,
osszetett fligguény folytonossdaga. Parcidlis derivdlt fogalma. A totdlis derivdlt, gradiens-
vektor. A totdlis derivdlt létezésének sziikséges feltételei (B). Egy elégséges feltétel.

15. A derivalés alkalmazésai

Totdlisan derivdlhato fugguény érintosikja, teljes differencidalja, iranymenti derivalt és
kiszamitdsa (B). Iranymenti érintd. Gradiensvektor tulajdonsdgai. Melyik iranyban leg-
nagyobb ill. legkisebb az irdnymenti derivalt és mekkora? Magasabbrendi parcidlis de-
rivdltak. Young-tétel. Lokdlis szélséérték definicioja, sziikséges feltétele parcidlisan de-
rivalhato figguény esetén (B). Valds szimmetrikus matrizok definitségének értelmezése.
A lokdlis szélsdérték elégséges feltétele, Hesse-mdatriz. Abszolut szélséérték fogalma, meg-
hatdrozdsa, Weierstrass-tétel. Osszetett fiigguény derivdldsa.

16. Tobbvaltozos fiiggvények integralasa

Integralds téglalapon. Az integrdl értelmezése. Kiszdmitdsa a Fubini-tétellel. Elégséges
feltétel az integral létezésére. Fubini-tétel specidlis esete f(z,y) = g(x)h(y) alaki figgué-
nyekre. Az integrdl értelmezése tetszdleges korlatos halmazon. Normadltartomdnyok és az
integrdl kiszdmitdasa normdltartomdnyon. Kettdsintegrdl transzformdcidja. Jacobi-deter-
mindns. Harmasintegral kiszdmitasa téglatesten, normadaltartomanyon és helyettesitéssel
(gombi ill. hengerkoordindtdk).

17. Fourier-sor és Fourier-transzformacié

A trigonometrikus rendszer ortonormdltsdaga, figgetlenséq. Az egyenletesen konvergens
trigonometrikus sor egyiutthatoinak egyértelmisége. (Kapcsolat az dsszegfiigguény és az
egylitthatok kézott.) A Fourier-egyitthatok kiszamitdsa. Osszeq, konstansszoros Fourier-
sora. Pdros és pdratlan figguény Fourier-sora. Elégséges feltétel Fourier-sor egyenletes
konvergencidjdra. Dirichlet-tétel (Fourier-sor pontonkénti konvergencidja.) Filiggvények
Fourier-transzformdltja. A Fourier-transzformadlt tulajdonsdgai. Mdveleti szabdlyok, kon-
volucio Fourier-transzformdltja.



