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Linearis egyenletrendszerek - Bevezeto példak

Linedris egyenletnek nevezziik azokat az egyenleteket, ahol az
ismeretlenek csak tgy fordulnak elé, hogy valamilyen konstanssal
(egylithatéval) meg vannak szorozva, és a szorzatok Gssze vannak
adva. Ha tobb ismeretlen és egyenlet is van, akkor
egyenletrendszerrdl beszéliink.

Oldjuk meg az alabbi harom linedris egyenletrendszert:
X 4+ y = 2
x —y =20

X + y = 2
2x 4+ 2y = 4

x + y =1
2x 4+ 2y =
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Bevezet6 (szép) példa

Oldjuk meg az alabbi haromismeretlenes egyenletet a valds szamok

halmazan!
x+3y+2z = 12
—2x—4y -5z = =20
—3x—-by—4z = =20

A favagd mddszer az lenne, hogy kifejezziik valahogy az egyik
ismeretlent a tobbi segitségével, majd visszahelyettesitjik. A
kapott kétismeretlenes egyenletrendszerbdl pedig ismét kifejezziik
az egyik ismeretlent.
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A linedris egyenletrendszerek matrix alakja

Vegyiik észre, hogy a fenti harom egyenlet felfoghaté tgy is, hogy
két darab harom elemii oszlopvektor legyen egyenld, azaz

x + 3y + 2z 12
—2x — 4y — bz | =| =20
—-3x — by — 4z 20

Tovabb3a a baloldal felirhaté az ismeretlenekbdl all6 oszlopvektor és
az egyutthaté matrix szorzataként:

1 3 2 x 12
2 -4 -5 y | = -20
—3 -5 -4 z —20
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A linedris egyenletrendszerek matrix alakja - folyt.

Hagyomanyosan az egyiitthatédmatrixot A-val, a jobboldalt b-vel
jeloljik, mig az ismeretleneket tartalmazé vektort x-szel.
Azaz a fenti egyenletet

Ax=b
alakba irhatjuk, ahol

> A € R"™™M-es matrix, amely az egylitthatdkbdl dll. Annyi sora
van, ahdny egyenletiink, és annyi oszlopa van, ahany
ismeretlentunk. A neve egylitthatématrix.

» x € R™*1 vektornak annyi eleme van, ahany ismeretlen.
Célunk, hogy meghatdrozzuk ezen ismeretlenek értékeit.

» b egy n hosszi (azaz ahdny egyenletiink van) szdmokbdl 4116
vektor. A b vektort szokds jobboldalnak nevezni.
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A linedris egyenletrendszerek megolddsa

Ax=Dh

Ezek szerint ha beszoroznank A inverzével, akkor kész is lennénk,
hiszen kifejeznének az ismeretleneket tartalmazé x vektort. Viszont
inverzet csak négyzet alaki matrixokra definidltunk, és azt is
tudjuk, hogy nem mindegyik matrixnak van.

Az inverzzel a legnagyobb baj mégis az, hogy sok id6 kiszamolni és
emellett numerikusan pontatlan.
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A Gauss-eliminacid

Ezért a megoldast Gauss-eliminacidval hatdrozzuk meg. Ennek
célja, hogy a kibdvitett egyiitthatémdtrixot (az egyiitthaté matrix
mogé irjuk a b vektort) felsé-haromszog alakra hozza.
Voltaképpen ez az ismeretlen kifejezésének felel meg a tobbi
segitségével, de az Osszes ismeretlenre egyszerre elvégezziik.

A Gauss-eliminacié [épései a elemi sormiiveletek, azaz
> két sor(=egyenlet) felcserélése

> egy sor(=egyenlet) konstansszorosanak hozzdaddsa egy masik
sorhoz(=egyenlethez).
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A Gauss-eliminacié sematikusan

Az algoritmus menete sematikusan, 4 x 4-as egylitthatématrixra:

* % ok ok |k * ok ok ok | K

* ok ok ok | x 0 * * x|=x

~ ~

¥ ok kx| % 0 * % x|

* k% k| % 0 *x = *|=x

* %k ok |k * ok ok k| %

0 * * *|x 0 x * *x|*

0 0 * *|=x ~ 0 0 x *|=x%

0 0 * =*|=x% 0 0 0 x|=%*

Innen a visszahelyettesitéskor forditott sorrendben, lentrél felfelé
haladva fejezziik ki az ismeretleneket.
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A Gauss-eliminacié, elso példa

Induljunk ki az eredeti egyltthatdmdatrixbdl. Elsé 1épésként az els6
oszlop foatld alatti elemeit szeretnénk kinullazni, azaz x-et
elimindlni egy kivételével az osszes egyenletbdl.

Ezen célbdl az elsé sor (egyenlet) kétszeresét adjuk hozzd a
masodik sorhoz (egyenlethez) és az elsd sor (egyenlet)
haromszorosat a harmadik sorhoz (egyenlethez).

1 3 2| 12 1 3
2 -4 —5|/-20 | ~[ 02 —1| 4
3 -5 —4[-20 0 4

Séfar Orsolya Kalkulus



A Gauss-eliminacié, elso példa

Ezzel az els6 [épés kész, itt tartunk:

1 3 2|12
0 2 -1/ 4
0 4 2|16

Most a masodik oszlop, azaz az ismeretlen y eliminaldsa
kovetkezik. Adjuk tehat az (Uj!) masodik sor minusz kétszeresét a
harmadikhoz:

1 3 2]12 1 3 2|12
02 -1 4]~102 —-1]| 4
0 4 2|16 0 0 4| 8

ezzel a valtozdk kifejezésével (a felsé haromszog alakkal) készen
vagyunk, most jon a visszahelyettesités.
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A Gauss-eliminacié, elso példa

A felsé haromszog matrixunk sorai egy-egy egyenletnek felelnek

meg.
1 3 2|12
0 2 -1/ 4
0 0 4| 8

Visszafelé haladva: 4z = 8, innen z = 2. Az utolsé el6tti sor:
2y —z=4,azaz 2y —2 =4, innen y = 3. Az els6 sor:
x+3y+2z=12,azaz x+9+4 =12, innen x = —1.
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A Gauss-eliminacié, masodik példa

Vegyiik a kovetkezo linedris egyenletrendszert:

x 4+ 3y + z = 5
—-ix + 17y — z = -7
4 — 2y + z = 3
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A Gauss-eliminacié - példa
Els6 |épésben mindig az els6 oszlop f6atlé alatti elemeit nullazzuk
ki, és ehhez az elsé sort haszndljuk. Adjuk tehdt hozzd az els6 sor

hétszeresét a masodik sorhoz, és az els6 sor minusz négyszeresét a
harmadik sorhoz.

1 3 1] 5 1 3 1 5
-7 7 -1|-7 |~ 0 28 6| 28 |~
4 -2 1| 3 0 -14 -3|-17

A masodik 1épésben a masodik oszlop f6atlé alatti elemeit
szeretnénk nulldzni. Ehhez az 4j méasodik sort hasznéljuk (az elsét
nem lehet, mert elrontand a mar kész nulldkat!). Adjuk hozzd az
masodik sor felét a harmadikhoz!

1 3 1 5 1 3 1| 5
0 28 6| 28 |~ O 28 6| 28
0 -14 -3|-17 0 0 0]-3
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A Gauss-eliminacié - példa

A Gauss-eliminacié ezzel véget ért, mert elértik a felsé haromszog
alakot, hiszen minden f6atlé alatti elem nulla.

1 3 1| 5
0 28 6| 28
0 0 0|-3

Vizsgaljuk meg a kapott egyenleteket! Ha visszairjuk mindent a
régi egyenlet alakba, akkor azt kapjuk, hogy az elsé sor a

x + 3y + z = 5 egyenletnek felel meg, a masodik a

28y + 6z = 28-nak, mig a harmadik a 0 = 3-nak. Ez utdbbi
ellentmondas, igy az egyenletrendszeriinknek nincs megoldasa.
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Mikor ér véget az elimindcié?

Ha az elimindlds folyaman féatléba 0 keriil, azon sorcserékkel (ami
két egyenlet sorrendjének megvéltoztatdsa) esetleg segithetiink.

Tekintstik a
2y + 3z =1
x + 3y — z =5
3x + 2z = 2

linedris egyenletrendszert. Ebben az esetben ha a kibovitett
egyutthatédmatrixban megcseréljiik az els6é és a masodik sor
(egyenletet), akkor tudjuk folytatni az eljarast.

0 2 3|1 1 3 -1]|5
13 -1|5|~(02 3|1
30 22 30 22
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Gauss-eliminacié és a rang
De mi a helyzet, ha nem taldlunk megfelel6 sort, mert minden elem
0 a foatlé alatt? llyenkor példaul az eljaras az aldbbi alakkal érhet

véget:
* ok ok x| ok
0 * * |
0 0 0 0=
0 0 0 0=«

Itt a féatldban eléfordulhatnak is 0-k, és az utolsé néhany sorban
mar csak 0-k szerepelnek. Az A matrix nem csupa 0
egyiitthatobol allé sorainak szama megegyezik az érdemi
egyenletek szamaval. Ezt a szdmot nevezik az A matrix
rangjanak, jele r. Ha ez nem egyezik meg az ismeretlenek szdmdaval
(n-el), akkor vagy nincs megoldds, vagy sok megoldds van.

Ebbdl az is kideriilt, hogy egy linedris egyenletrendszer akkor
oldhaté meg egyértelmiien, ha a haromszogalaknal nincs csupa 0
sor.
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Gauss-eliminacid, harmadik példa

Oldjuk meg
x + 3y + z = 5
—x + 7y — z = -1
4x — 2y + z = 3

egyenletrendszert Gauss-elimindcid segitségével!

1 3 1] 5 1 3 1 5
-7 7 -1|-1 |~ 0 28 6| 34 |~
4 -2 1| 3 0 -14 -3|-17
1 3 1|5
0 28 634
0 0 0] 0
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Gauss-eliminacid, harmadik példa

Vizsgdjuk meg a kapott felsé6-haromszogmatrixot!

1 3 1|5
0 28 6|34
0 000

A matrix rangja 2 # 3, igy a megoldas felirdsdhoz sziikségiink lesz
paraméterre.
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Gauss-eliminacid, harmadik példa

A visszahelyettesitésnél el8szor z értékét (az utolsé ismeretlent)
kellene kiszamitanunk. Erre most nincs egyenletiink. Ezért legyen
z = t, ahol t egy tetszlleges valds paraméter.

4

Innen a kovetkezd sorbdl: 28y + 6t = 34, azaz y = 34 + —6t.
28 28

Ezek utdn Is6 sorbdl: x + 3 ﬁ—i-_f6t +t=5

zek utan az els6 sorbdl: x s T o8 =5, azaz

¥Tog s

Ezen szamhdrmas barmely t € R-re megoldja az egyenletrendszert.

Példaul a t = 0 paraméterértékhez tartozé megoldds az x = %’

y:%,z:o.
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A megoldasok szamardl

Ha n darab ismeretlen van az egyenletrendszerben és az
egyutthatématrix rangja r, ahol r < n, akkor két esetet
kilonboztetlink meg.

> Ha a kibOvitett egylitthatématrix valamelyik soraban csupa 0
egyutthatd van, és utolsé oszlopaban nem 0 all, akkor
ellentmondasra jutottunk és nincs megoldasa a feladatnak.

» Ha minden olyan sorban, ahol csupa 0 egytitthatd szerepel az
utolsé oszlopban is 0 van (azaz nincs ellentmondds az
egyenletek kozott), akkor végtelen sok megoldas van. llyenkor
minden hidnyzé egyenlet egy szabad paramétert jelent a
megolddsban. A megolddsok visszahelyettesitéssel irhatdak fel,
osszesen n — r darab szabad paraméterrel.
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Determinans meghatdrozasa elemi sormiiveletekkel

Emlékeztet6il: egy matrixon elvégzett alabbi sormiiveleteket
nevezziik elemi sormiiveletnek:

> Két sor felcserélését
» Egy sor konstansszorosanak hozzdaddsat egy masik sorhoz

A mult érai allitds szerint a sorcsere a determindnst -1-szeresre
véltoztatja, mig a masodik miivelet a determindns értékét nem
véltoztatja.

Ezek szerint az elvégzett miiveleteket gondosan konyvelve a
determinans elemi sormiiveletekkel is meghatarozhatd, ha kozben a
determinadnst haromszogalakra hozzunk, mivel a hdromszog matrix
determindnsa a féitldban 1évd elemek szorzata.

Mivel egy linearis egyenletrendszer akkor oldhaté meg
egyértelmiien, ha a haromszogalaknal nincs 0 a féatldban, ez
négyzetes matrixoknal azt jelenti, hogy a determindns nem lehet 0.
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Példa

Szamitsuk ki djra a mult érai példa determindnsunkat! Elsd
|épésben vonjuk le az elsé sor egyszeresét a masodik sorbdl!

1 -1 2 1 -1 2
1 1 0|=]0 -2 =2
3 0 -2 3 0 -2

Most vonjuk ki az els6 sor haromszorosat a harmadik sorbdl!

1 -1 2 1 -1 2
o 2 -2|=|0 2 -2
3 0 =2 0 3 -8
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Példa - folyt.

Végiil vonjuk le a masodik sor masfélszeresét a harmadik sorbdl!

1 -1 2 1 -1 2
0 2 -2|=|0 2 =2
0 3 -8 0 0 -5

Mivel egy haromszogmatrix determindnsat kell meghatdroznunk, ez
a mult érai allitas szerint a foéatldban [évé elemek szorzata, azaz
1-2-(-5)=-10.
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