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Példa

5
/X:?
x24+1

x® = (x®2+1)(x® = x) +x

Polinomosztassal:

Innen

/ /(X +1)(x3 = x) + x /3 LoX
= [ x°—x x =
x2+1 x2+1 x2+1

x* X2

1
Z o o+l
2 2+2n\x+!+C,

ahol C tetszéleges valés konstans.
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Masodfoku egyenlet megolddképlete

Egy masodfoki polinom altalanos alakja:
ax®>+bx+c

Megkereshetjiik ezen kifejezés gydkeit, azaz a ax®> + bx + ¢ =0
egyenlet megolddsait a masodfoki egyenlet megolddképlete

segitségével:
—b =+ \/b? —4ac

X12 =
2a
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Masodfoku polinomok

A diszkriminans, azaz D = b® — 4ac el6jelétd| fiiggden harom
esetet kiilonboztethetiink meg;:
» ha D > 0, akkor van két kiilonbozé valés gyok, ekkor
ax? 4 bx + ¢ = a(x — x1)(x — x2) alakba irhaté. Ez utébbi
szorzatot nevezik gyoktényezds alaknak.
» ha D =0, akkor a kifejezésnek egy valds gyoke van (azaz
X1 = x2), és valéjdban a polinom teljes négyzet, ekkor
| (3 35) =o(+2)
ax‘+bx+c=a(x+—x+—-)=a({x+—| =
a a 2a
a(x — x1)(x — x2).
» ha D < 0, akkor nincs valés gyok. Mar tudjuk, hogy komplex
gyokok azért vannak, méghozza két darab, legyenek 6k z; és
2.
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Komplex gyokpar
Allitss: Ha a masodfoki egyenletnek komplex gydkei vannak, akkor

segitségiikkel felirhatd a gyoktényezos alak, azaz
ax® + bx+c = a(x — z1)(x — z).

Bizonyitds: Csak az a = 1 eseten szamoljuk végig, azaz
x? 4 bx + ¢ = (x — z1)(x — z2)-t bizonyitjuk. Ekkor a

megolddképlet:
—b+/b% —4c
5 .
Ekkor kibontva a gyoktényezOs alakot

(x—21)(x—2) =x?>—z1x— 22X+ 2120 = X°> + X(—21 — ) + 21 0.

210 =

Mdsrészt
—b+,/b>—4c —b—/b>—4c
zn+zn= > + 5 =-b
B (—b+ \/b%2 —4c) (—b— \/b% — 4c) BB t4c .
a2 = 2 2 E 4 -
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Két valds gyok

Végiil azt kaptuk, hogy a diszkriminans értékétdl fuggetleniil az

x2 + bx + ¢ polinom felirhaté (x — x1)(x — x2) alakban, ahol x; és
xp a polinom két gyoke (el6fordulhat, hogy ezek komplex szdmok,
vagy, hogy a kettd egybeesik).

Allitas: Tegyiik fel, hogy x? + bx + c-nek két kiilonbozd valds
gyoke van és px + q egy tetszlleges elséfokd polinom. Ekkor

px+q A B
= +
X24+bx+c x—x1 X—Xxo

valamely alkalmas A és B konstansokkal. Ezt a felbontdst nevezik
parcidlis tortekre bontdsnak.
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Példa

Példa: Keressiik meg a S - parcidlis tortekre bontasat!
x*—3x—10

Ehhez el6szor hatarozzuk meg a nevezé gyokeit, azaz oldjuk meg
az x> —3x — 10 = 0 egyenletet! Leggyorsabban a Viete-formulakbdl
kaphatjuk meg Oket. Keressiink két szamot amik szorzata -10,
osszegiik 3! Ez a —2,5 szampar lesz, innen a gyoktényezos alak:

x? —3x —10 = (x + 2)(x — 5).
El6bbi tételiink szerint valamely alkalmas A és B konstansokra:

x+1 B x+1 A B
x2—3x—10 (x+2)(x—5)

_x—|—2+x—5'

Most mar csak A as B kiszamitdsa van hatra. Hozzunk kozos
nevezore!
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Példa - folytatds

x+1 A B A(x —5)+ B(x+2)

x+2)(x—5) x+2 x-5_  (x+2)(x-5)

A két nevezd egyenld, igy a két tort csakis akkor lesz egyenld
minden x-re, ha a szamlaldk is egyenl6ek, azaz

x+1=A(x—-5)+B(x+2)=Ax—-5A+ Bx+2B

Mivel x szorzdja a baloldalon 1, a jobboldalon pedig A + B, azaz
A+ B =1 kell legyen. Mdsrészt a konstanstag a baloldalon 1 a
jobboldalon —5A 4 2B, innen —5A 4 2B = 1. Ez egy
kétismeretlenes linearis egyenletrendszer A-ra és B-re.
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Példa - folytatds

Innen
A+B =1
—-5A+2B =1

Gauss-eliminaciéval megoldva:
1 1)1 1 1)1
-5 2|1 0 71]6
Majd visszahelyettesitéssel B = 7 és A= 7 Azaz a keresett

felbontas:
1 1
=1 4
x2—-3x—10 x+2 x
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Példa

x+1
T dx=?
/ X2 —3x—10 "
Az eldbbiek szerint:

x+1 i s
ST _gx= [ 7_d
/x2—3x—10 X /X+2+X—5 X

1 6
?In\x+2\+?|n|x—5|+C,

ahol C egy tetszbleges valds konstans.
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Teljes négyzet (egy kétszeres valds gyok)

Tegyiik fel, hogy x> + bx 4 c-nek egyetlen valés gydke van, azaz
D =0, azaz b®> = 4c. Jeldljiik ezt a gydkot x;-el, ekkor valéjaban
a masodfokd kifejezés egy teljes négyzet, és

2

b
x2+bx+c:x2+bx+fz(x—x1)2.

Allités: Tegyiik fel, hogy x? + bx + c-nek egyetlen valés gydke van,
jeloljiik ezt xi-el és legyen px + g egy tetszbleges elséfokd polinom.
Ekkor a hanyadosuk parcidlis tortekre bonthaté

px+q A B
xX24bx+c x—x1 (x—x)?

alakban valamely alkalmas A és B konstansokkal.
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Példa

2x+3
———————dx =7
/ x2+2x+1 x
Keressiik meg a nevezd gydkeit. Most x? + 2x + 1 = (x + 1)2,
azaz a —1 most kétszeres gyok. Ekkor

x+3 A B
x24+2x+1  x+1 (x+1)?

alakban kereshetjiik a parcidlis tortekre bontast. Kozos nevezére
hozva:

2x 43 A B Ax+1)+B

x2+2x+1zx+1+(x+1)2_ (x +1)2
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Példa - folytatds

Innen a szamlaldk egyenl6ségébdl Ax + A+ B = 2x + 3 adédik,
azaz az egyenletrendszer:

A =
A+B =

Azaz A=2, B =1. Azaz a keresett integral

2x+3 2 1
—————dx = dx =
/X2+2x+1 X /x—i—l—i_(x—f—l)2 X

(x +1)71
-1

ahol C egy tetszbleges valds konstans.

In|x+ 1] + +C,
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Gyoktényezos alak
Egy n-edfoku polinom &ltalanos alakja:
p(x) = x"+ ap_1x" 4+ axt + a9

(amennyiben a féegyiitthaté 1).

Az algebra alaptétele kimondja, hogy egy n-edfoki polinomnak
(x"a benne eléfordulé legnagyobb x hatvany) a komplex szdmok
korében pontosan n gydke van (multiplicitdssal szimolva), jeldlje
ezeket x1, X2, ..., Xp.

A gyokok segitségével felirhatjuk a gyoktényezds alakot:

p(x) = (x = x1)(x = x2) -+ (x = xa).

(eléfordulhat, hogy ezen gyokok egy része komplex szam, tovabbd
az is hogy a gyokok egy része egybeesik).
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Parcialis tortekre bontds - valds egyszeres gyokok

Allitas: Legyen p(x) egy olyan polinom, amelynek minden gyoke
valds és egyszeres, jeldljik ezeket x1, xa, ... xy-¢el, g(x) pedig egy
tetszbleges legfeljebb n — 1-edfokid polinom. Ekkor alkalmas

A, B, ... N konstansokkal

gx) A B N

_|_...+
p(x) x—x1 x—x X — Xp

Megjegyzés: Ennek segitségével barmilyen fokd polinomok
hanyadosa integralhatd lesz, ugyanis ha g(x) foka eredetileg > n,
akkor a g(x) maradékat kiszamoljuk p(x)-el osztva
polinomosztdssal, és a maradék foka mar < n lesz. A hanyados
pedig egy polinom, azt kozvetlenil tudjuk integralni.
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Példa

Példa:

1
/X3_de:?

Keressiik meg x3 — x gyoktényezés alakjat, hogy szét tudjuk szedni
integralhatd tortekre a kifejezést! x-et ki tudunk emelni, és ekkor:

X3 —x=x(x>-1)=x(x-1)(x +1)

Innen lathatjuk, hogy a minden gyok valds és egyszeres (a gyokok
rendre 0,1, —1), igy van olyan parcialis tortekre bontas, ahol a
nevezOk elséfoklak, azaz valamely A, B és C konstansokkal:

1 A B C

x3—-x x x4+1 x-1

Hozzunk kozos nevezorel
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Példa - folytatds

A B C  Ax—1)(x+1)+ Bx(x —1) + Cx(x + 1)
;+X+1+X—1_ x(x —1)(x+1)

Innen a szamlalé:
Ax—1)(x+1)+Bx(x — 1)+ Cx(x+ 1) =

Ax? — A+ Bx® — Bx + Cx? + Cx

Osszevetve a két tort szaml3léjat (a nevezék most is egyenléek):
0x24+0x+1=x*(A+B+C)+x(—-B+C)—A

az egyiitthatdk egyenloségébdl most is linedris egyenletrendszert
kapunk hdrom ismeretlenre.
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Példa - folytatds

Innen
A+B+C
-B+C =0
-A =1

Gauss-eliminacidval megoldva:

1 1 110 1 1 1|0 1 1 1|0
0O -1 1/0|~]0 -1 1|0|~]0 =110
-1 0 0|1 0 1 1|1 0 0 2|1
S s 1 1,
Majd visszahelyettesitéssel C = 5 B= 5 & A= -1. Azaz a
keresett felbontds:
1 -1 3 :
—=—+ 24+ 2
X3 — X X x—1 x+1
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Példa - folytatds

Innen az eredeti integral:

IS
d — — d =
/X3—XX /Xer—lex—i—lX

1 1
—In]x\+§In]x—1]+§|n\x+l\—|—C,

ahol C tetszlleges valds konstans.
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Példa

dx =7

/x5+2x42x32x2+x+1
x3 — x

Polinomosztassal:

XCgoxt =23 2 x 1=+ 2x - 1)(x* = x) + 1,

innen:
/X5+2x4—2x — 2x? x4l
2 —1 —-x)+1
/(X + 2x (x x) + dx —
2 ].
X+ 2x -1+ — dx =
x3 —x
3, 1 1
?+x —x+—|n|x\+§In|x—1|+§|n|x+1|+C

ahol C tetszdleges valés konstans.
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Parcialis tortekre bontds - valds tobbszoros gyok

Allitss: Legyen p(x) egy olyan 1 féegyiitthatés polinom, amelynek
minden gyoke valds és egyszeres, kivéve egyet, xj-et amely egy
olyan valds gyok aminek multiplicitdsa k. Jeloljik a tobbi gyokot
X2, X2, ... Xm-€l, ebben az esetben p(x) gyoktényezss alakja

p(x) = (x — x1)*(x — x2) ... (x — xm). q(x) legyen egy tetszéleges
legfeljebb n — 1-edfokd polinom. Ekkor alkalmas A, B, ... N
konstansokkal

qx) A B o K n L - N
p(x)  x—x1 (x—x)2 (x —x1)k x—x X = Xm
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Példa

Példa:

1
L dx=?
/x3—2x2+x X

Keressiik meg x3 — 2x? + x gyoktényezds alakjat, hogy szét tudjuk
szedni integralhatd tortekre a kifejezést! x-et ki tudunk emelni, és
ekkor:

x3—2x% fx = x(x* = 2x+1) = x(x — 1)°

Innen lathatjuk, hogy a minden gyok valds és a 0 egyszeres, az 1
kétszeres gyok, igy valamely A, B és C konstansokkal:
1 A B C

X3—2X2+X:X—1+(X—1)2+;

Hozzunk kozos nevezorel
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Példa - folytatds

A N B +£_AX(X*1)+BX+C(X71)2
x—1 (x—1)2  x x(x —1)2

Innen a szamlalo:

Ax(x —1) + Bx+ C(x — 1) = Ax®> — Ax + Bx + Cx*> —2Cx + C

XA+ C)+x(—A+B—-2C)+C

Osszevetve a két tort szaml3léjat (a nevezék most is egyenléek):
0x2+0x+1=x*(A+ C)+x(-A+B-2C)+ C

az egyutthatdk egyenldségébdl most is linedris egyenletrendszert
kapunk hdrom ismeretlenre.
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Példa - folytatds

Innen
A+C =0
—-A+B-2C
C
Innen C =1, A= —1 és végiil B = 1. Azaz az eredeti integral:
1 -1 1 1
 — dx= Zdx =
/x3—2x2—i—xX /x—l—l_(x—l)z—i_xX
— 1)1
—In]x—l]—i-(xl)—i—ln\xH-C

ahol C tetszéleges valds konstans.
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Parcialis tortekre bontds - komplex gyokpar esete

Megjegyzés: Ha az z = a + ib komplex szdm gyoke a p(x) valds
egyutthatds polinomnak, akkor a — ib is gyoke. Ezért a komplex
gyokok mindig parokban (konjugdlt parokban) jarnak. Az Allitas
bizonyitdsa azon miilik, hogy p(Z) = p(2).

Allités: Legyen p(x) egy olyan polinom, amelynek minden gydke
valds és egyszeres, kivéve kettot, xi-et és xo-t amelyek komplexek,
a tobbit jeldljik x3, x4, ... xp-€l, g(x) pedig egy tetszdleges
legfeljebb n — 1-edfoki polinom. Ebben az esetben p(x)
gyoktényezds alakja p(x) = (x? + bx 4 c)(x — x3) ... (x — x,), ahol
x? + bx + c-nek nincsen valés gyoke. Ekkor alkalmas A, B,... N
konstansokkal

q(x) Ax+ B C N
= — et
p(x) x?+bx+c x-—x3 X — Xp
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Példa

Emeljunk ki x-et a nevez6bdl, ekkor
34 x=x(x*+1)

Azaz a nevezbnek a 0 egyszeres gyoke, az x* + 1-nek pedig nincsen
valds gyoke, mert x2 > 0 minden valés szamra. Ezek szerint

2x+1 Ax+B C

x34+x  x24+1  x

alakban kell keresniink a parcidlis tortekre bontast.
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Példa - folytatds
Ko6z6s nevezdre hozva:

(Ax+B)x+ C(x*+1)  Ax*+Bx+ G+ C

x3 + x B x(x2 +1)
A masik oldalon a szamlalé 2x + 1, igy az alabbi egyenletrendszert
kapjuk:
A+C =0
B = 2
c =1
Innen C =1, B =2 és végill A= —1. Azaz a keresett integral:

2x+1 —x+2 1
dx = —dx = d I
/x3+x X /x2+1+x X = / 2l x+In x|
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Példa - folytatds

Tovabba:

/—x—|—2d / —X i 2 q
——dx = X =
x24+1 x24+1 x24+1

1 2x 1 1 )
_2/ 2+1d +2/X2_|_1C|X:—2|n|x +1|+2arctan(x)+ C

Igy végiil

2 1 1
/X+dx = —ZIn|x? 4 1| + 2arctan(x) + In |x| + C,
x3 + x 2

ahol C tetszéleges valds konstans.
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Improprius integrdl - nem korldtos intervallum

Definicié:
0o N
/f(x)dx:: lim /f(x)dx
N—o0
a a

amennyiben az utdébbi hatarérték létezik. Ha nem létezik a
hatarérték, akkor azt mondjuk hogy az improprius integral
divergens.

Példa:

oo
1 N -1V 1
/2dx: lim / Sdx= lm [Z—| = Jim ——+1=1
X N—oo J1 X N—oo | —1 1 Nooo N
1

Azaz az improprius integral létezik és értéke 1.
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Improprius integrdl - nem korldtos intervallum

Példa 2: -
1
/dx =7
bs
1
r1 N | N
—dx= lim —dx = lim [In[x|]; = lim In(N)—In(1) =
X N—oo J1 X N—oco N—oo
1
Jim, o)

Mivel In(x) a co-ben oco-be tart, ezért ez az improprius integral
nem létezik.
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