1. Feladatsor: Interpolaci6 és gorbeillesztés

1. Interpolacio

Tegyiik fel, hogy egy f : R — R filiggvénynek ismerjiik n + 1 pontban az értékeit, legyenek ezek
az (z;, fi) (i=1...n+ 1) pontparok. Célunk egy olyan g(z) gorbe illesztése ezen pontparokra,
melyre teljesiil, hogy

glx))=fi,i=1,...,n+1 (1)

esetén. Ezt nevezziik interpolacios feladatnak.

1.1. Lagrange és Newton—féle interpolacio

Tegyiik fel, hogy a x; # x;, ha ¢ # j feltétel teljesiil az alappontokra. Ekkor minden régzitett n+-1
darab ponthoz pontosan egy olyan legfeljebb n-edfoka L,, polinom létezik, melyre L, (z;) = f;
1=1,...n+ 1. Ez a polinom felirhato

n+1

Ln(z) = Z fili(z) (2)

alakban, ahol

n+1

L@ = I —2 3)
j=lg#i
ez az interpolaciés polinom Lagrange—féle alakja.
Az interpoléaciés polinom Newton—féle alakja
n+t1 i1
Na(z) = flor, .zl [ [ (2 = =), (4)
i=1 j=1

ahol

k

flov,. o) = fz;) (5)

%
j=1 szuyfj (z; — )

osztott differencia.

Feladatok

1. Legyenek adott a kovetkez$ (z;, f;) pontparok. Szamoljuk ki az ezekre illeszked Lagrange
és Newton—féle interpolacios polinomot!



Megoldas:
a) Az interpolacios polinom Lagrange—féle alakja ekkor

r—0 z—-2 1, 2
 —-1-0 —-1-2 3 3
L= (-1) z-2 1 1

Ezt felhasznalva az interpolaciés polinom
Ly(x) = —1-1(x) + 0 - ly(x) + 8- I3(z) = 2° + 2.

b) Az interpolacios polinom Newton—féle alakja az alappontok és fiiggvényértékek segit-
ségével készitjiik el az osztott differencia tablazatot.

L ‘ f(s) [l wiva] [l Tiv, Tigo]

1
gTO - 2—%—%) -

A fenti tablazat bekeretezett értékei segitségével felirhaté a Newton—féle interpolacios
polinom

No(x)=—=1+1-(x—(=1))+1-(z—(=1))(x —0) = 2* + 2.

1.2. Hermite—interpolacié

Legyenek adottak az xq,...,x,41 kiilonb6z6 alappontok és az xp (K = 1,...,n + 1) pontban
legyen adott my + 1 darab szdmérték: f,io), ceey f,im’“). Keressiink olyan H polinomot, melyre
teljesiil a

HO(z) =0 (k=1,....n4+1,i=0,...,m) (6)

feltétel. Ezt az eljarast Hermite—féle interpoléciénak nevezziik.

Feladat

2. Hatarozzuk meg az Hermite—féle interpolacios polinomot, ha f(1) =0, f(2) =1, f(2) =
37 f”(2) - _27 f(3> =1



zi | f(x)  flrozina]  flr v, T
1 [o]
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Megoldas:

A fenti tablazat bekeretezett értékei segitségével felirhaté a Newton—féle interpolacios po-
linom

H5(x):0+1-(x—1)+2-(x—l)(x—2)+(—3)-(x—l)(x—2)2+%-(x—l)(m—Z)S.

Felhasznéltuk tovabba, az flz;, ..., z;| = % osszefliggeést.
—_— :

k+1 darab

1.3. Spline interpolacié

Spline—interpolécit esetén szakaszonként polinomokkal leirt gorbét értiink. Egy n—edfoku spline
eetén legfeljebb n—edfokd polinomszakaszok csatlakoznak egymashoz, hogy nemcsak a folytonos-
sdgot, hanem az n — 1-szeri differencidlhatosagot is biztositjak.

Linearis spline interpolacié

Adott n + 1 pont esetén n darab szakasz van, ezekre n egyenest Illesztiink. Legegyszeriibben a
két pontra alkalmazott Lagrange-féle interpolacio segitségével:
T —Tin r—;

fi+—fi+17 Z:17277n_1 (7)
Ti — Tit1 Tit1 — L4

Matlabban az interp1l fliggvényt hasznalhatjuk altalanosan spline interpoléciora. Ekkor egy
paraméter segitségével megadhatjuk, hogy milyen spline interpolaciot alkalmazni. (Alapértel-
mezett beallitds a linearis interpolacio.) Egyébként a ’linear’ paraméterrel adhaté meg a
linearis spline interpolacio.

Feladat
3. A kovetkezd tablazat a nitrogén siriségét mutatja kiilonb6z6 hémérsékleten. Adjunk

becslést a stirtiségre, ha a hGmérséklet értéke 330 K.

T (K) | 200| 250 | 300| 350| 400| 450
Stirtiség (kg/m?) || 1.708 [ 1.367 | 1.139 | 1.102 | 1.022 | 1.001




» x = [200 250 300 350 400 450]

» £ = [1.7080 1.3670 1.1390 1.1020 1.0220 1.0010]
» x1 = 200:10:450;

» filinear = interpl(x, f, ’linear’);

» plot(x, £, ’0’, xi, filinear)

Négyzetes spline interpolaci6

Négyzetes (kvadratikus, masodfoki) spline esetében az alappontok kozé masodfoku polinomokat
(Si(z) = a;x*+bix+¢;) illesztiink tgy, hogy a csatlakozasi pontokban a fiiggvény elég sima legyen,
az elsG derivaltak megegyezzenek.

Feladat

4. Trjuk fel azt az S(z) masodfoki splinet, amely illeszkedik a (—1,2), (0,1), (2, —1) pontokra
és S'(2) = —2.

Megoldas:

A keresett spline-r06l feltessziik, hogy a kovetkezd alaku

S(2) Si(z) = ayz* + byw + ¢y, ha x € [—1,0]
T =
So(z) = ayx® + by + co,ha x € [0, 2).

Az interpoléacios feltételek:

Si(=1)=2—=a;(=1)*+b(=1)+¢; =2
S10)=1—c¢ =1
S2(0)=1—>c =1
S9(2) = =1 — 4dag + 2by + o = —1.

A peremfeltételbdl kapjuk
SL(2) = —2 = 2a5 - 2+ by = —2.
A masodfoku spline derivaltjanak a 0 bels§ pontban felirt folytonossaghol kapjuk
S1(0) = S5(0) — by = by.

A megoldandé egyenletrendszer tehét

a; — b1 =1
4&2 —|—2b1 =-2
4@2 —|—b1 = —2.

Megoldasként kapjuk, hogy ay =1, as = —%, by = 0. A keresett spline pedig
Si(z) =2* +1,ha x € [-1,0]

S(x) = 1
(=) Sg(x):—§x2+1,hax€ [0, 2].



Ko6bos spline interpolacié

Kobos spline esetében az alappontok kozé harmadfoku polinomokat (S;(z) = a;23+b;a?+c;x+d;)
illesztiink gy, hogy a csatlakozasi pontokban a fliggvény elég sima legyen, azaz az els6 és masodik
derivaltak megegyezzenek.

Feladat

5. Tekintsiik az f(x) = sin (%x) fiiggvényt és a —1,0, 1 alappontrendszert. Hatarozzuk meg
az f-et interpolald kobos splinet Hermite—féle peremfeltétellel, azaz f'(—1) = f/'(1) = 0.

Megoldas:

A keresett spline-r6l feltessziik, hogy a kovetkezd alaku

Si(z) = ay2® + by + cr + dy,ha o € [—1,0]
S(z) =

So(x) = asa® + byx® + cox + do, ha € [0, 1].

Az interpolacios feltételek

Si(—1)=—1— —a;+by—c1+dy = —1
S51(0)=0—d; =0
S2(0) =0 — dy =
So(1) =1 — as+ by + o+ do = 1.

A Hermite—féle peremfeltételbdl kapjuk

Si(—]_> :0—>36L1—2b1+01 =0
Sé(l) :O%3a2+2b2+02 =0.

A harmadfoku spline derivaltjainak a 0 bels§ pontban felirt folytonossagbdl kapjuk

51(0) = S;(O) — C1 = Cy
S7(0) = S2(0) — by = by,

A megoldand6 egyenletrendszer tehét

—a;+b—c=-1
as+b+c =1

3a; —2by+¢1 =0

3as + 2by +c¢; = 0.

Megoldasként kapjuk, hogy a; = as = —%, by =by =0¢ésc; = ¢y = % A feltételnek
megfelels spline tehat S(z) = —12° + 3z, v € [-1,1].

6. Alkalmazzuk a 2. feladatban szereplé adatokra az interpl fliggvény mas algoritmusat!
Mi a kiilonbség kozottiik?



2. Kozelités legkisebb négyzetes értelemben, A Polyfit és
Polyval fiiggvények

Legyenek adottak az (z;, f;) (¢ = 1,...,n + 1) pontparok. Keressiik azt a g : R — R gorbét,
melyre a

n+1

> (fi—g(z)? (8)

=1

négyzetes kiilonbségek 0sszege minimalis. Ha a ¢ fiiggvény egy els6fokil polinom, akkor linearis
regressziorol beszéliink.

Ha az els6fokt polinomot g(x) = ag + a;x alakban keressiik, akkor a legkisebb négyzetes értel-
mében illeszked6 egyenes egyiitthatoit a

n + 1 Z?:—i_ll xi a’O — ?2_11 fZ (9)
2?:11 L Z?:ll 77| o 2?211 i fi
alakt egyenletrendrendszer megoldasabol kapjuk.

Bizonyitds. A feladat megoldésahoz az

n+1

F(ag,a1) = Z(fz — ap — a17;)’

=1

fiiggvényt kell minimalizalni. Ekkor az F} (ag,a1) = 0 és F}, (ag,a1) = 0 feltételeknek eleget
tevs ag, a-et keressiik. A parcialis derivaltakra a

n+1

—2 Z(fl — ag — (Zl.flfi) =0
i=1

n+1

-2 Z(fl —ag — ayz;)r; =0
i=1

egyenletrendszert kapjuk. Az egyenletrendszer felirhato

n+1 n+1 n+1
> a0+ mwi=) fi
i=1 i=1 i=1
n+1 n+1 n+1
Z apx; + Z ax] = Z Tif;
i=1 i=1 i=1
alakban, amelybdl kapjuk a (9) egyenletrendszert. ]

Feladat
7. Keressiik meg az alabbi pontokat legjobban kozelit6 legfeljebb elséfokt polinomot!

8. Illessziink elséfoki polinomot az elézé feladat adatira a polyfit fiiggvény segitségével!



N = O =
NN

»x=[-1012]
> £ =1[122 4]
> p = polyfit(x, y, 1)

» xi = linspace(-1, 2)
» fi = polyval(p, xi)
» plot(xi, fi, x, f, ’0?)

9. Az alabbi tablazat egy auto féktavolsigat mutatja a sebesség fiiggvényében.

v (km/h) | 20 | 40 | 60 | 80 | 100 | 120
d(m)| 6|18]36]60| 91]128

Hatarozzuk meg az adatokra legjobban illeszkedé méasodfokt polinomot! Abrazolja az
adatokat és az illesztett polinomot egy abran! Mennyi lesz a féktavolsag 90 km/h-nal?
Mekkora sebességnél lesz a féktavolsag pont 50 m?

10. Alkalmazzuk a polyfit fiiggvényt az alabbi adatokra! Illessziink r& egy 8-ad foku polinomot!
Mit tapasztalunk?

0.16 [ 0.36 | 0.79 | 1.73 | 3.31 | 5.83 | 7.72 | 8.98 | 11.50
336 | 504 | 714 | 976 | 1302 | 1628 | 1812 | 1932 | 2142




