
Szász Domokos ERGODELMÉLET ÉS DINAMIKAI RENDSZEREK FeladatokMegoldandók a �-tel jelölt feladatok.(1) � Legyen (M;B; T ) endomor�zmus, aholM topológikus tér, B a Borel �-algebra, ésT folytonos. A T endomor�zmust topológikusan tranzitívnak nevezzük, ha léteziks¶r¶ orbit. T -t minimálisnak nevezzük, ha nem létezik valódi, zárt, nem-üres,invariáns részhalmaza M -nek. 1. Igazoljuk, hogy a körvonal R� : S ! S, R� :=x + � (mod 1) forgatása topologikusan tranzitív, s®t minimális, ha � =2 Q . 2.Mutasson példát topológikusan tranzitív, de nem minimális leképezésre.(2) � (V. Arnold) Tekintsük az 1; 2; : : : ; 2n; : : : számsorozat tizes számrendszerbenfelírt alakjának els® jegyeit. El®fordul ezek között a 7? A 8? Ha igen, melyikgyakoribb?(3) � Mutassuk meg, hogy ha valamely n-re T n ergodikus endomor�zmus, akkor T isaz. Adjunk példát arra, hogy az állítás megfordítása nem igaz.Utalás: �(T�nA Æ A) �Pn�1j=0 �(T�j+1A Æ T�jA), ugyanis d(A;B) := �(A Æ B)metrikát de�niál a mérhet® részhalmazokon.(4) � (Neumann ergodtétele operátorokra) Legyen U a H szeparábilis Hilbert tér izo-metriája, és P az ortogonális vetítés az invariáns vektorok I := ff 2 H j Uf = fgalterére. Ekkor minden f 2 H-ra teljesüllimn!1 1n n�1Xi=0 U if = Pf:(5) � Mutassuk meg, hogy 2n, n 2 Z+ az 1,2,. . . ,9 jegyek tetsz®leges véges hosszúsorozatával kezd®dhet (az els® jegy persze nem 0).(6) � (Simányi�Szász) Legyen (M;F) mérhet® tér, G 
soport. Legyen adott mindeng 2 G-re egy (M;F ; Tg) automor�zmus. Az (M;F ; TG)= f(M;F ; Tg) : g 2 Gg 
saládot 
soport-hatásnak nevezzük, ha 8g1; g2 2 G -re Tg1g2 = Tg2Tg1 (a G 
soport hat az M téren). Tetsz®leges x 2 M esetén az xG-pályájának nevezük a Gx := fTgx : g 2 Gg halmazt.Legyen adott � = (�1; : : : ; �d) 2 Rd , és tekintsük Rd -ben az �-ra ortogonálisg vektorok Rd�1 -el izomorf additív G 
soportját. Hasson Rd -n a G 
soport akövetkez®képpen: 8g 2 G; x 2 Rd -reTgx = g + x:Rd -t faktorizálva Zd szerint végül is Td-n kapunk egy G-hatást.Bizonyítsuk be, hogy� G-nek 
sak akkor van Td-ben s¶r¶ pályája, ha az � koordinátái között vankett® lineárisan független (és akkor minden pálya s¶r¶);� Az el®bbi feltétel mellett a pályák aszimptotikusan egyenletes eloszlásúak (mitis jelent ez?);� �� Legyen adott U � Rd nyílt halmaz. Bizonyítsuk be, hogy van olyan véges Fhalmaza az �-knak, hogy ha � =2 F , akkor G = G� minden pályája metszi azU halmazt.(7) �� A 
soport-hatás spe
iális esete a 
soport-eltolás.Legyen M kompakt topológikus 
soport és � a Haar-mérték M -en. Tetsz®legesrögzített g 2 G-re legyen Tg x = g � x :Ekkor (M;F ;Tg; �) automor�zmus. Ez a példa egyben általánosítása a tóruszfeltekerésének (P1.12 Példa). 1



Szász Domokos ERGODELMÉLET ÉS DINAMIKAI RENDSZEREK FeladatokMi Tg ergodi
itásának feltétele, ha G Abel-
soport?(8) �� A Td tórusz T� : Td ! Td, T� = x + � (mod 1) eltolása akkor és 
sakis akkorminimális, ha 1,�1; : : : ; �d ra
ionálisan függetlenek.(9) � A D : S ! S; Dx = 2x (mod 1) diadikus leképezésa) topológikusan tranzitív?b) minimális?(10) � Tekintsük az R2 sík A = �2 11 1� mátrixszal adott lineáris leképezését. Mu-tassuk meg, hogy A természetes módon származtatja a T2 = R2=Z2 tórusz TAautomor�zmusát �kissé pongyolán TAx = Ax (mod Z2) �. Keressük meg ennekaz invariáns mértékét!(11) � Általánosítsuk az el®z® feladatban megjelen® szituá
iót magasabb dimenziórais!(12) Tekintsük az M = f0; 1gZ halmazon a(Tx)i = � 1� xi ha 8 j < i-re xj = 1xi különbenösszeadó gépet. (itt x = (: : : ; x�1; x0; x1; : : :) 2M).a) Keressünk invariáns mértéket!b) Mi T�1 ?(13) � f : M ! M folytonos leképezése M = Td-nek. f akkor és 
sakis akkor topo-lógikusan tranzitív, ha 8U; V � M nyílt halmazra 9N = N(U; V ) egész szám(N � 1), hogy U \ fNV 6= ;. (Az állítás igaz lokálisan kompakt, szeparábibilismetrikus terekre is.)(14) � Tekintsük az I = [0; 1℄ intervallum Tx = 4x(1�x) endomor�zmusát. Mutassukmeg, hogy I-nek vannak pontjai, amelyek sem periódikus pontok, sem gyengénperiódikus pontok.(15) � Mutassuk meg, hogy az el®z® feladatban szerepl® leképezésnek a %(x) = C �(x(1� x))� 12 függvény az invariáns s¶r¶sége. Mi C értéke?(16) � Mutassuk meg, hogy a 14. feladatban szerepl® leképezés izomorf azTx = 8>>><>>>: 2x ; x < 121� 2x ; x > 12sátor-tet® leképezéssel?(17) � Legyenek x1 < x2 < � � � < x8 a T 3 leképezés �xpontjai, ahol T a 14. feladatbanszerepl® automor�zmus. Nyilván x1 = 0.a) Mely i-re lesz xi = 34 ?b) Csoportosítsuk a maradék 6 pontot a T leképezés két 3 periódusú pályájába!(18) � Legyen (M;F; �) mértéktér.a) Mutassuk meg, hogy d (A;B) := � (A ÆB) pszeudo-metrika. (A Æ B := (A nB) [ (B n A))b) Hogyan lehet d (A;B)-t metrikává tenni?
) Mutassuk meg, hogy���� (X \ Y )� � (U \ V ) ��� � � (X Æ U) + � (Y Æ V ) :2



Szász Domokos ERGODELMÉLET ÉS DINAMIKAI RENDSZEREK Feladatok(19) � Mutassuk meg, hogy a pék leképezése: T : [0; 1)2 ! [0; 1)2T (x; y) = 8>><>>: �2x; y2� ; 0 < x < 12�2x� 1; y + 12 � ; 12 < x < 1ergodikus és kever®.(20) �� (Rényi Alfréd) T akkor és 
sakis akkor kever®, ha 8A 2 F-relimn!1� �T�nA \ A�! ��(A)�2 :(21) � Mutassuk meg, hogy [0; 1) követekez® leképezései ergodikusak és kever®ek is:a) Tx = �2x + 12	b) Tx = 8><>: 2x ; x < 122(1� x) ; x > 12(22) Bizonyítsa be, hogy egy irredubi
ibilis Markov-eltolás ergodikus.(23) Bizonyítsuk be, hogy minden aperiodikus irredubi
ibilis Markov-eltolás kever®.(24) Milyen dinamikai rendszert de�niál [0; 1℄2-en az�1 + " 1" 1�mátrix?(25) Bizonyítsuk be, hogy aa) szorzatb) ferde-szorzat
) felemelésleképezések endomor�zmusok.(26) Mutassuk meg, hogy az indukált leképezés automor�zmus.(27) Bizonyítsuk be, hogy a T1 és T2 kever®, akkor T1 � T2 is az.(28) Ha T1 és T2 ergodikus, akkor T1 � T2 akkor és 
sak akkor ergodikus, ha�d�T1� \ �d�T2� = �1	 :� �d�T � jelöli a T által indukált operátor sajátértékeinek halmazát. �(29) � Melyek a Gauss-leképezés �xpontjai?(30) Jelölések, de�ní
iókLegyen (M;F ; �; T ) endomor�zmus.a. Tegyük fel, hogy �(A) > 0. Legyen TA : A ! A a következ®: legyenTAx := T kx, ha k 2 N a legkisebb érték, amelyre T kx 2 A. TA-t Poin
aré-leképezésnek (vagy els® visszatérés leképezésnek, vagy derivált leképezésnek)nevezzük.b. f : M ! N mérhet® függvény. JelöljeMf = f(x; k) j x 2 M; 1 � k � f(x)g �M � N :Legyen Ff az A� fkg, A � F , k 2 N halmazok által generált �-algebra és legyen�f(A� fkg) = �(A). Legyen Tf : Mf !Mf a következ®:Tf (x; k) = � (x; k + 1) ha k � f(x)(Tx; 1) ha k = f(x) :3



Szász Domokos ERGODELMÉLET ÉS DINAMIKAI RENDSZEREK FeladatokEkkor (Mf ;Bf ; �fTf ) a torony-endomor�zmus. (Megjegyezzük, hogy �f 
sak akkorvalószín¶ségi mérték, ha RM f d� = 1, de a de�ní
ió általában is értelmes, haf 2 L1(�).)A. Mutassuk meg, hogy a Poin
aré-leképzés és a torony-leképezés is mértéktar-tóak.B. Ha T ergodikus, �(A) > 0 és f 2 L1(�), akkor TA és Tf is ergodikusak.(31) Jelölések, de�ní
iók:Legyen M topologikus tér, � valószín¶ségi Borel-mértéksupp � = \F zárt; �(F )=1F (a � mérték tartója)!(x) = \n2Z+[j�nT jx (az x fázispont !-limeszpontjai)R(T ) = fx 2M j x 2 !(x)g (T visszatér® pontjai)Legyen (M;B; �; T ) endomor�zmus, ahol M szeparábilis metrikus tér, B a Borel�-algebra, T folytonos. Igazoljuk:A. M �-majdnem mindenütt visszatér®, azaz supp � � R(T )B. Ha M kompakt és T ergodikus, akkor �-majdnem mindenütt pont pályája s¶r¶supp �-ben(32) � Tekintsük a [0; 1) intervallum Tx = f2(1� x)g leképezését.a) Melyek T periódikus pontjai?b) Határozzuk meg alimn!1 1n [f(x) + f(Tx) + : : :+ f(T n�1x)℄értékét, ha f(x) = sin(2�x). Milyen értelemben vehetjük a limeszt?(33) � Ergodikus-e a [0; 1℄ Tx = 8>>>>>><>>>>>>:
12 � 2x; 0 < x < 142x� 12 ; 14 < x < 3452 � 2x; 34 < x < 1leképezése?(34) � Keressük a [0; 1℄ intervallumTx8>><>>: 3x; 0 < x < 1332 �x� 13� ; 13 < x < 1leképezésének invariáns mértékét.(35) � Mikor ergodikus a T2 = R2nZ2 2-tórusz T�(x; y) = (x+ �; y + x) leképezése?
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