Szdsz Domokos ERGODELMELET ES DINAMIKAI RENDSZEREK Feladatok

Megoldandok a x-tel jelolt feladatok.

(1) * Legyen (M, B, T) endomorfizmus, ahol M topologikus tér, B a Borel o-algebra, és
T folytonos. A T endomorfizmust topoldgikusan tranzitivnak nevezziik, ha létezik
stird orbit. T-t minimadlisnak nevezziik, ha nem létezik valddi, zart, nem-iires,
invarians részhalmaza M-nek. 1. Igazoljuk, hogy a korvonal R, : S — S, R, :=
r + « (mod 1) forgatdsa topologikusan tranzitiv, sét minimdlis, ha o ¢ Q. 2.
Mutasson példat topoldgikusan tranzitiv, de nem minimdlis leképezésre.

(2) * (V. Arnold) Tekintsiikk az 1,2,...,2", ... szamsorozat tizes szdmrendszerben
felirt alakjanak els jegyeit. El6fordul ezek kozott a 77 A 87 Ha igen, melyik
gyakoribb?

(3) * Mutassuk meg, hogy ha valamely n-re T" ergodikus endomorfizmus, akkor T is
az. Adjunk példat arra, hogy az allitas megforditasa nem igaz.
Utalas: p(T""Ao A) < Z?:_ol (Tt Ao T IA), ugyanis d(A, B) := u(Ao B)
metrikat definidl a mérhetd részhalmazokon.
(4) * (Neumann ergodtétele operatorokra) Legyen U a H szeparabilis Hilbert tér izo-
metridja, és P az ortogonalis vetités az invarians vektorok Z :={f € H |Uf = f}
alterére. Ekkor minden f € H-ra teljesiil

n—1
1 ,
lim — U'f=Pf.

(5) * Mutassuk meg, hogy 2", n € Z* az 1,2,...,9 jegyek tetsz6leges véges hosszu
sorozataval kezdédhet (az elsS jegy persze nem 0).

(6) * (Simanyi-Szasz) Legyen (M, F) mérhets tér, G csoport. Legyen adott minden
g € G-re egy (M,F,T,) automorfizmus. Az (M, F.,Tg)
= {(M,F,T,) : g € G} csaladot csoport-hatdsnak nevezzik, ha Vg, 9, € G -
re Ty g, = Ty, Ty, (a G csoport hat az M téren). Tetszéleges © € M esetén az x
G-pdlydjanak neveziikk a Gx == {T,x : g € G} halmazt.

Legyen adott a = (aq,...,aq) € R?, és tekintsiik R¢-ben az a-ra ortogonilis

g vektorok R? !-el izomorf additiv G csoportjat. Hasson R%-n a G csoport a
kovetkezSképpen: Vg € G,z € R-re

Tyxr =g+

R?-t faktorizalva Z? szerint végiil is T?-n kapunk egy G-hatast.
Bizonyitsuk be, hogy
e G-nek csak akkor van T%-ben siri pdlydja, ha az a koordindtdi kizitt van
kettd linedrisan figgetlen (és akkor minden pdlya sird);
o Az eldbbi feltétel mellett a pdlydk aszimptotikusan egyenletes eloszldsiak (mit
is jelent ez?);
o ** Legyen adott U C R? nyilt halmaz. Bizonyitsuk be, hogy van olyan véges F
halmaza az a-knak, hogy ha o ¢ F, akkor G = G, minden pdlydja metszi az
U halmazt.
(7) ** A csoport-hatés specialis esete a csoport-eltolds.
Legyen M kompakt topologikus csoport és p a Haar-mérték M-en. Tetszéleges
rogzitett g € G-re legyen
Tor=g-x.
Ekkor (M, F, Ty, 1) automorfizmus. Ez a példa egyben altalanositésa a torusz

feltekerésének (P1.12 Példa).
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Mi T, ergodicitdisdinak feltétele, ha G Abel-csoport?
(8) ** A T4 torusz T, : T — T¢, T,, = z + o (mod 1) eltolasa akkor és csakis akkor
minimalis, ha 1,aq, ..., ag4 racionélisan fiiggetlenek.
(9) *AD:S— S, Dx=2z (mod 1) diadikus leképezés
a) topologikusan tranzitiv?
b) minimalis?

(10) * Tekintsiik az R?* stk A = (1 1
tassuk meg, hogy A természetes modon szirmaztatja a T? = R?/Z? torusz Ty
automorfizmusat (kissé pongyoldn Tyx = Az (mod Z?) ) Keressiik meg enneck
az invarians mértékét!

(11) * Altalanositsuk az el6z6 feladatban megjelend szituaciét magasabb dimenziora
is!

(12) Tekintsiik az M = {0,1}” halmazon a

ra), = {

osszeado gépet. (itt © = (..., 2 1,70, 71,...) € M).
a) Keressiink invarians mértéket!
b) Mi T-'?

(13) * f : M — M folytonos leképezése M = T¢-nek. f akkor és csakis akkor topo-
logikusan tranzitiv, ha VU, V C M nyilt halmazra 3N = N(U, V) egész szam
(N > 1), hogy UN fNV # 0. (Az 4llitas igaz lokdlisan kompakt, szeparabibilis
metrikus terekre is.)

(14) * Tekintsiik az I = [0, 1] intervallum Tz = 42(1 — x) endomorfizmusat. Mutassuk
meg, hogy I-nek vannak pontjai, amelyek sem periodikus pontok, sem gyengén
periodikus pontok.

(15) * Mutassuk meg, hogy az el6z6 feladatban szerepld leképezésnek a o(z) = C -

2 1) métrixszal adott linearis leképezését. Mu-

1 —x; haVj <irexz; =1

T; kiilonben

(x(1— :c))_% fliggvény az invarians strisége. Mi C' értéke?
(16) * Mutassuk meg, hogy a 14. feladatban szerepld leképezés izomorf az

1
2, <=
X X 5

Ty =

1-2 > !
’ 2

sator-tets leképezéssel?
(17) * Legyenek x; < 9 < -+ < xg a T® leképezés fixpontjai, ahol T a 14. feladatban
szereplé automorfizmus. Nyilvan z; = 0.
a) Mely i-re lesz x; = 2 7
b) Csoportositsuk a maradék 6 pontot a T leképezés két 3 periodusu palyajabal
(18) * Legyen (M, JF, ) mértéktér.
a) Mutassuk meg, hogy d (A, B) := p (A o B) pszeudo-metrika. (Ao B := (A \
B)U (B\ 4))
b) Hogyan lehet d (A, B)-t metrikava tenni?
¢) Mutassuk meg, hogy

p(XNY)=pUnV)|<pXolU)+puYoV).
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(19) * Mutassuk meg, hogy a pék leképezése: T : [0,1)* — [0, 1)?

1
<2x,g>, <z <<
. B 2 2
)= op —1. 91 L
A - <z
"9 )9

ergodikus és keverd.
(20) ** (Rényi Alfréd) T akkor és csakis akkor keverd, ha V A € F-re

lim pu (T7"ANA) - [/,L(A)]Q .

n—oo

(21) * Mutassuk meg, hogy [0, 1) kovetekezs leképezései ergodikusak és keverdek is:
a) Tx = {22+ 1}

1

2x, T < =

b) Tx = %
2(1 —x), x>

(22) Bizonyitsa be, hogy egy irredubicibilis Markov-eltolas ergodikus.
(23) Bizonyitsuk be, hogy minden aperiodikus irredubicibilis Markov-eltolas keverd.
(24) Milyen dinamikai rendszert definiél [0, 1]*-en az

1+e 1
€ 1

matrix?
(25) Bizonyitsuk be, hogy a
a) szorzat
b) ferde-szorzat
c) felemelés
leképezések endomorfizmusok.
(26) Mutassuk meg, hogy az indukalt leképezés automorfizmus.
(27) Bizonyitsuk be, hogy a Ty és Ty kevers, akkor T} x Ty is az.
(28) Ha T, és Ty ergodikus, akkor T} x T akkor és csak akkor ergodikus, ha

Aa(T0) 0 Aa(Te) = {1}

( Ag (T) jeloli a T altal indukalt operator sajatértékeinek halmazat. )
(29) * Melyek a Gauss-leképezés fixpontjai?
(30) Jeldlések, definiciok
Legyen (M, F, u, T) endomorfizmus.
a. Tegyiik fel, hogy pu(A) > 0. Legyen T4 : A — A a kovetkezs: legyen
Taz := T*z, ha k € N a legkisebb érték, amelyre TFz € A. Ty-t Poincaré-
leképezésnek (vagy elsé visszatérés leképezésnek, vagy derivalt leképezésnek)
nevezziik.
b. f : M — N mérhetd fiiggvény. Jelolje

M;={(z,k) |z eM, 1<k<f(x)}cMxN.

Legyen Fy az A x {k}, A C F, k € N halmazok altal generalt o-algebra és legyen
pr(Ax{k}) = p(A). Legyen Ty : My — M; a kovetkezs:

z,k+1) ha k< f(x
Tf(x,k)={ ((Tx,1)> ha k:fgxg-
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Ekkor (My, By, usTy) a torony-endomorfizmus. (Megjegyezziik, hogy s csak akkor
valoszintiségi mérték, ha fodu = 1, de a definici6 altalaban is értelmes, ha
f € Li(p).)

A. Mutassuk meg, hogy a Poincaré-leképzés és a torony-leképezés is mértéktar-

toak.
B. Ha T ergodikus, n(A) >0 és f € Li(n), akkor Ty és Ty is ergodikusak.
(31) Jelolések, definiciok:
Legyen M topologikus tér, p valoszintiségi Borel-mérték

supp g = m F (a p mérték tartoja)
F zért, p(F)=1
w(r) = ﬂ U Tix (az x fazispont w-limeszpontjai)
nEZ .y j>n
RT)={z e M|z ecw)} (T visszatér6 pontjai)

Legyen (M, B, u, T) endomorfizmus, ahol M szepardbilis metrikus tér, B a Borel
o-algebra, T folytonos. Igazoljuk:
A. M p-majdnem mindeniitt visszatérd, azaz supp p C R(T)
B. Ha M kompakt és'T' ergodikus, akkor j-majdnem mindendiitt pont pdlydja sird
supp j-ben
(32) * Tekintsiik a [0, 1) intervallum Tx = {2(1 — x)} leképezését.
a) Melyek T periodikus pontjai?
b) Hatarozzuk meg a
Tim S {f(x) + f(Ta) + .+ (T )
értékét, ha f(x) = sin(27x). Milyen értelemben vehetjiik a limeszt?
(33) * Ergodikus-e a [0, 1]

(] 2 0<z< L
2 ’ 4
1 1 3
Tex =< 22— -, — -
{ 2z 5 1 <z< 1

Y 3
{ 5 - 21‘, Z <r<l

leképezése?
(34) * Keressiik a [0, 1] intervallum

1
3z, O0<z <<
T z <3

N Ly
2\*" " 3) 37

leképezésének invaridns mértékét.
(35) * Mikor ergodikus a T? = R?\Z? 2-térusz Ty (z,y) = (z + a, y + z) leképezése?



