1.. FELADATOK 1

1. Feladatok

1. Adjon pontos bizonyitast az 1.9 Lemmara:
A Gauss-leképezésnek van sima invaridns mértéke, amelynek strliségfiiggvénye

1
plx) = (1+x)log2

2. Legyen (M, 2%, T) endomorfizmus, ahol M topologikus tér, # a Borel c-algebra, és T
folytonos. A T endomorfizmust topologikusan tranzitivnak nevezziik, ha 1étezik st
orbit. T-t minimdlisnak nevezziik, ha nem létezik valddi, zart, nem-iires, invarians
részhalmaza M-nek. 1. Igazoljuk, hogy a korvonal Ry : S — S, Ry := x+ o (mod
1) forgatdsa topologikusan tranzitiv, sét minimdlis, ha o ¢ Q. 2. Mutasson példdt

topologikusan tranzitiv, de nem minimdlis leképezésre.

3. (V. Arnold) Tekintsiik az 1,2,...,2",... szdmsorozat tizes szamrendszerben felirt
alakjdnak elsé jegyeit. Elofordul ezek kozott a 7?7 A 8? Ha igen, melyik gyakoribb?

4. Mutassuk meg, hogy ha valamely n-re T" ergodikus endomorfizmus, akkor 7T is az.

Adjunk példat arra, hogy az 4llitds megforditdsa nem igaz.
n—1

Utalds: u(T"AAA) < Z (T HAATIA), ugyanis d(A,B) := 1 (AAB) metrikat
j=0

definidl a mérhetd részhalmazokon.

5. (Neumann ergodtétele operatorokra) Legyen U a H szepardbilis Hilbert tér izometridja,
és P az ortogonalis vetités az invaridns vektorok .# :={f € H |U f = f} alterére. Ekkor
minden f € H-ra teljesiil

. 1 n—1 ;
fim L LU =P
i=0
6. Adjon pontos bizonyitdst a 3.7 Tételre:
A térusz (1.12-vel értelmezett eltoldsa akkor és csak akkor ergodikus, ha 1, a1,...,Qy
raciondlisan fiiggetlenek, ahol ot = (ot ..., 04).

7. * Mutassuk meg, hogy 2", n € Z* az 0,1,2,...,9 jegyek tetszleges véges hosszi
sorozatdval kezd6dhet (az els6 jegy persze nem 0).

8. * (Simanyi-Szdsz) Legyen (M,.%) mérhetd tér, G csoport. Legyen adott minden g € G-
re egy (M, ,T,) automorfizmus. Az (M,.F,1g) = {(M,#,T,): g € G} csaladot
csoport-hatdsnak nevezzilk, ha Vg1,g> € G-re Ty, = T,,T,, (a G csoport hat az M
téren). Tetszbleges x € M esetén az x G-pdlydjdnak nevezik a Gx := {T,x: g € G}
halmazt.

Legyen adott & = (0, ..., 07) € R, és tekintsiik R?-ben az o-ra ortogonalis g vekto-
rok R?~!-el izomorf additiv G csoportjat. Hasson R%-n a G csoport a kovetkezéképpen:
Vg € G,x € Rere

Tex = g+x.
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2 . Iész
R9-t faktorizalva Z¢ szerint végiil is T¢-n kapunk egy G-hatast.
Bizonyitsuk be, hogy
o G-nek csak akkor van T%-ben siirii pdlydja, ha az o koordindtdi kozétt van kettd
linedrisan fiiggetlen (és akkor minden pdlya siirii);
o Az elobbi feltétel mellett a pdlydk aszimptotikusan egyenletes eloszldsuak (mit is
jelent ez?);
9. ** (El676 folytatdsa) Legyen adott U C R? nyilt halmaz. Bizonyitsuk be, hogy van olyan
véges F halmaza az a-knak, hogy ha o ¢ F, akkor G = Gy, minden pdlydja metszi az
U halmazt.

10. ** A csoport-hatds specidlis esete a csoport-eltolds.

Legyen M kompakt topoldgikus csoport és p a Haar-mérték M-en. Tetszbleges
rogzitett g € G-re legyen

T, x=g-x.
Ekkor (M,.%,T,, i) automorfizmus. Ez a példa egyben dltaldnositdsa a térusz
feltekerésének
Mi T, ergodicitdsdnak feltétele, ha G Abel-csoport?

11. " A T térusz Ty : T¢ — T9, T, = x+ o (mod 1) eltoldsa akkor és csakis akkor
minimdlis, ha 1,ay, ..., oy raciondlisan fiiggetlenek.

12. *AD:S— S, Dx=2x (mod 1) diadikus leképezés

a) topologikusan tranzitiv?
b) minimalis?

13. * Tekintsiik az R? sik A = (? i) matrixszal adott linedris leképezését. Mutassuk
meg, hogy A természetes médon szarmaztatja a T = R? /Z? térusz T automorfizmusat
(kissé pongyoldn Tyx = Ax(mod Z?)). Keressiik meg ennek az invarians mértékét!

14. > Altaldnositsuk az el6z6 feladatban megjelend szitudciét magasabb dimenzidra is!

15. Igazoljuk a 6.4 Definici6 3. kovetkezményét:

Az 0sszes karakter ilyen alaku:
Xn(x) = exp(2mi(n,x))
ahol n € Z¢ (ezek ugyanis a Cauchy-fiiggvényegyenlet folytonos megoldasai).
16. Igazoljuk a 6.4 Definici6 6. kovetkezményét:

A Kkarakterek teljes ortonormalt rendszert alkotnak L, (T, it)-ben, ahol a skaldrszorzat
(0.w) = [ 6(x)P(x)u(d). Specidlisan (1, ) = 81

tankonyvtar.math.bme.hu Szasz Domokos, Balint Péter, BME



1.. FELADATOK 3

17. Igazolja a 6.8 Példdban szerepld allitast:

Legyen
000 -1
1 00 2
A= 010 O
001 2

Az A mitrixnak pontosan két sajatértéke van az egységkoron, de ezek egyike sem
komplex egységgyok. Igy az A altal definidlt automorfizmus ergodikus és keverd,
de nem hiperbolikus (ez a dinamikai rendszer az ugynevezett parcidlisan hiperbolikus
rendszerek egyik legegyszeriibb példdja).

18. Tekintsiik az M = {0,1}%+ halmazon a

1—x; haVj<irex;=1
(T, =4 0 /
X; kiilonben

osszeadd gépet. (itt x = (x1,x7,...) € M).
a) Keressiink invarians mértéket!
b) MiT~'?

19. * f: M — M folytonos leképezése M = T%-nek. f akkor és csakis akkor topologikusan
tranzitiv, ha VU, V C M nyilt halmazra IN = N(U,V) egész szam (N > 1), hogy
U N fNV # 0. (Az 4llitds igaz lokdlisan kompakt, szeparabibilis metrikus terekre is.)

20. * Tekintsiik az I = [0, 1] intervallum Tx = 4x(1 — x) endomorfizmusat. Mutassuk meg,
hogy I-nek vannak pontjai, amelyek sem periodikus pontok, sem gyengén periodikus
pontok.

21. * Mutassuk meg, hogy az el6z3 feladatban szerepld leképezésnek a p(x) = C -
1
(x(1—x)) 2 fuggvény az invaridns stirtisége. Mi C értéke?
22. * Mutassuk meg, hogy a 20. feladatban szerepls leképezés izomorf az

1
2 < =
X, X >

Tx=

1
2—-2 —
X, x>2

sator-tetd leképezéssel. (Ijtmutatés: 21. feladat.)

23. X Legyenek x| < x» < --- < xg a T leképezés fixpontjai, ahol T a 21. feladatban
szerepld automorfizmus. Nyilvan x; = 0.

3
a) Mely i-re lesz x; = 7 ?
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4 . Iész

b) Csoportositsuk a maradék 6 pontot a T leképezés két 3 periodusu pdlyajaba!
24. * Legyen (M,.% , 1) mértéktér.

a) Mutassuk meg, hogy d(A,B) := u (AAB) pszeudo-metrika. (AAB := (A\ B)U
(B\A))

b) Hogyan lehet d (A, B)-t metrikdva tenni?

¢) Mutassuk meg, hogy

uXNY)—pUnV)[<pXoU)+uYoV).

25. * Mutassuk meg, hogy a pék leképezése: T : [0,1)? — [0,1)?

y 1
2 —> 0 -
. (x,z, <x<2
)= TR B
x—1,— —<x
"o ) 2

ergodikus és keverd.
26. ** (Rényi Alfréd) T akkor és csakis akkor keverd, ha VA € % -re

lim u (T7"ANA) — [u(A)].

n—oo

27. * Mutassuk meg, hogy [0, 1) kdvetkezd leképezései ergodikusak és keverdek is:

a) Tx= {2x+%}

1

2x, X<§

b) Tx= {
2(1— > =

28. Bizonyitsa be, hogy egy irredubicibilis Markov-eltolds ergodikus.

29. Bizonyitsuk be, hogy minden aperiodikus irredubicibilis Markov-eltolds keverd.

A:(l—i-e 1)
€ 1

matrix 4ltal definidlt T = Ty leképezést. Legyen x € [0,1]% és v5 € R?, |vs| = 6 < 1,
s Lyv; = {y =x+1tvs:t € [—1,1]}. Hogyan viselkedik T"Lyy?

30. Tekintsiik [0, 1]%-en az

31. Jelolések, definiciok:
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1.. FELADATOK 5

i) Legyenek (X;, #;,1;,T;)|j = 1,2 mértéktart6 leképezések.
AT =T, x T szorzat leképezést X| x X»-n igy definidljuk: T (x1,x2) = (T1x1, Tax2)

ii) Legyen X,.7,u,T) mértéktart6 leképezés és tegyiik fel, hogy {Si|x € X} egy
masik (Y,0,Vv) valészintiségi mez6 mértéktartd leképezései. Tegyiik fel, hogy
Syy: X XY — Y egyiittesen mérhetd leképezés. Akkor a 7(x,y) = (Tx,Syy)
relacidval definidlt 7: X X Y — X x Y leképezést nevezziik ferde szorzatnak.

Legyen X,.%, u,T) mértéktart6 leképezés és tegyiik fel, hogy {S,|x € X} egy masik
(Y,0,v) valészinliségi mez6 mértéktart6 leképezései. Tegyiik fel, hogy Syy: X X
Y — Y egyiittesen mérhet$ leképezés. Akkor a t(x,y) = (Tx,Syy) relaciéval definiélt
T:X XY — X xY leképezést nevezziik ferde szorzatnak.

Bizonyitsuk be, hogy a

a) szorzat

b) ferde-szorzat
leképezések mértéktartd leképezések.
32. Mutassuk meg, hogy az indukalt leképezés automorfizmus.
33. Bizonyitsuk be, hogy a 77 és T> keverd, akkor 77 x T is az.
34. Ha T; és T, ergodikus, akkor 71 x T, akkor és csak akkor ergodikus, ha
Ag(Th)NAL(T) ={1}.
(A4(T) jeldli a T dltal indukalt operdtor sajatértékeinek halmazat.)

35. * Melyek a Gauss-leképezés fixpontjai?

36. Jelolések, definiciok
Legyen (M,.%,u,T) endomorfizmus.

a. Tegyiik fel, hogy u(A) > 0. Legyen T; : A — A a kovetkezd: legyen Tyx := T*x,
ha k € N a legkisebb érték, amelyre T*x € A. Ty-t Poincaré-leképezésnek (vagy
elsd visszatérés leképezésnek, vagy derivalt leképezésnek) nevezziik.

b. f : M — N mérhet6 fiiggvény. Jelolje
My ={(x,k) |xeM, 1<k<f(x)}CMxN.

Legyen Fy az A x {k}, A C #, k € N halmazok éltal generilt c-algebra és legyen
pr(Ax {k})=p(A). Legyen Ty : My — My a kovetkezd:

(x,k+1) ha k< f(x)
Tf(x’k>:{ (Tx,1) hi k= f(x).
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6 . Iész

Ekkor (Mg, By, urTy) a torony-endomorfizmus. (Megjegyezziik, hogy i csak akkor

valészintiségi mérték, ha [ fdu = 1, de a definicié dltaldban is értelmes, ha f €
M

Li(p).)

A. Mutassuk meg, hogy a Poincaré-leképzés és a torony-leképezés is mértéktartoak.

B. HaT ergodikus, W(A) > 0 és f € Li(l), akkor Ty és Ty is ergodikusak.

37. Jelolések, definiciok:
Legyen M topologikus tér, pt valoszintiségi Borel-mérték

supp U = ﬂ F (a u mérték tartdja)
F zrt, p(F)=1
o(x) = ﬂ U Tix (az x fazispont w-limeszpontjai)
VlEZ+ ]Zn
R(T)={xeM|xcw(x)} (T visszatérd pontjai)

Legyen (M, %,u,T) endomorfizmus, ahol M szepardbilis metrikus tér, 2 a Borel o-
algebra, T folytonos. Igazoljuk:

A. M p-majdnem mindeniitt visszatérd, azaz supp L C R(T)

B. Ha M kompakt és T ergodikus, akkor \-majdnem mindeniitt pont pdlydja siiri
supp U-ben

38. Tekintsiik a [0, 1) intervallum Tx = {2(1 —x)} leképezését.
a) Melyek T periodikus pontjai?

b) Hatarozzuk meg a

lim ~[£(x) + £(Tx)+ ...+ F(T" )]

n—oo

értékét, ha f(x) = sin(27x). Milyen értelemben vehetjiik a limeszt?

39. Ergodikus-e a [0, 1]

- |

5—2)(:, O<X<Z

11 3

Tx = 2x — — _ -

* 2 4573
5 3

\ 5—2)6, Z<X<l

leképezése?
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1.. FELADATOK

40. Keressiik a [0, 1] intervallum

1
3x, O<x< =

3 AL
2 \*73) 35F

Tx

leképezésének invaridns mértékét.

41. Mikor ergodikus a T? = R?\Z? 2-térusz Ty (x,y) = (x + &, y+x) leképezése?
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