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11. feladatsor
Felujitasi folyamatok

A Geiger-Miiller szamlaloba felujitasi folyamat szerint érkeznek a részecskék. Legyenek
Ly = z;.l:lTj :n > 0 ennek pontjai. A szamléld a részecskéket egymastol fiiggetlentil
p valoszintiséggel regisztralja, 1 — p valdszintiséggel viszont nem. A regisztralt idépontok
W, :n > 0. Milyen folyamatot alkotnak a W, : n > 0 id6pontok?

(a) altaldban;

(b) ha az eredeti folyamat Poisson folyamat volt.

Egy radioaktivitast mér6 szamlaloberendezés ezredmasodpercenként tud ugrani, és akkor
ugrik egyet a t = Wkoo idépontban, ha volt beérkez§ alfa-részecske a (t — Wloo’ t] idéinterval-
lumban. Jel6lje T'(n) azt a véletlen idépontot, amikor el@szor mutat n értéket a szamlalo.

Jelolje N(t) a szamlaloberendezés allasat a ¢ idSpontban.
(a) (A felujitaselmélet alaptrikkje) Melyik igaz a kovetkezd két allitas koziil?
P(N(t) <n)=P(T(n) >t), P(N()<n)=P(T(n)>t)

(b) Léssa be, hogy P(N(t) =n) =P(T(n) <t) —P(T(n+1) <t)!

(c) Fejezze ki T'(n) eloszlasfiiggvényét az N(t) eloszlasédnak segitségével!

(d) Tegyiik fel, hogy egy ezredmasodperc alatt p = == valoszintiséggel érkezik alfa-

részecske, a multtol fiiggetleniil. Hatérozza meg T'(n) és N(t) eloszlasat!

(e) Milyen abszolut folytonos eloszlasi valoszintiségi valtozoval kozelitsiik a szamlaloberen-
dezés két egymas utani ugrasa kozt eltelt id6t?

(f) Adjon T'(3) eloszlasfiiggvényére egyszerd kozelits formulat a (c¢) pont és a Binomialis
eloszlas Poisson-approximacioja segitségével. Milyen (nevezetes) abszolit folytonos
eloszlast valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye ez?

A felugitdsi paradoxon

Legyenek Xy, X,,... fiiggetlen és X-el azonos eloszlasi, pozitiv egész értékeket felvevs
valoszintiségi valtozok (t.n. felujitasi idsk), és tegytik fel hogy P(X < M) = 1 valamilyen
M € N-re. Legyen 1 <z < M-rep, :=P(X =2). Ty =0, T} = Zle X; (felujitasi
idépontok). Legyen «,, a legutobbi feltjitas ota eltelt id6 az n id6pontban, (3, pedig a
kovetkezs felajitasi id6pontig hatralevs id6 (és ha n = T) maga egy felajitasi idépont,

/////

a hossza, amibe n beleesik.

(a) Mutassa meg, hogy Y,, := (ay,3,) Markov lancot alkot. Milyen feltétel kell, hogy
teljesiiljon X eloszlasara, hogy a Markov lanc aperiodikus legyen?

(b) Szamitsa ki a Markov lanc stacionarius eloszlasat: Jeloljiik aoo, Boo, Voo-vel a sta-

cionarius allapotban az eltelt, hatralevd és teljes id6t. Léassa be, hogy m(aee = @, B0 =
_ Pz+y

v) = B
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(c) Léassa be az el6z6 részfeladat eredményébdl, hogy P (v, = x) = %. Ezt hivjak a

felujitasi iddk eloszlasabol vett hossz-torzitott mintanak. Az a felajitasi paradoxon,
hogy egy kései id6pont feldjitasi intervallum-hosszanak az eloszldsa nem egyezik meg
a felujitasi intervallumok hosszanak eloszlasaval.

(d) Lassa be, hogy E(7s) > E(X). Segitség: E(7x) — E(X) =7
(e) A stacionarius allapotban mi P(as = Y|V = ), azaz rogzitett v, mellett mi az o,
feltételes eloszlasa?

(f) Markov lancok bevezetése nélkiil, heurisztikusan is kiszamithato, hogy P (v, = z) =
Pz_: legyen 1 < n. A nagy szamok torvénye segitségével saccolja meg, hogy koriil-

E(X)"

belill hany feldjitas volt n-ig. Koriilbeliill hany volt ezek koziil x hosszi? Mennyi az
x hosszu intervallumok 6sszhossza? Ha egyenletes eloszlassal valasztok az 1,...,n
idépontok koziil, akkor a valasztott intervallum hossza kabé mekkora valoszintiséggel
lesz =7

(Laplace transzformdlt modszer) A 1 feladat jelolései mellett legyen még: N; = max{n >
11Z, <t} ill. U(t) = ENy, tovabba F(z) = P(T; < z), f(x) = F'(z), ¢(\) = Eexp (=\1}).

Mutassuk meg, hogy
)t = —2N)_
|, =25

(folytatas) Tegyiik fel, hogy a felujitasi idék eloszlasa Gamma(2,1), azaz f(t) = te™*, ha
t > 0. Igazoljuk, hogy

(a)
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(¢) Szamoljuk ki U(t)-t.

(folytatés) Oldjuk meg az el6bbi feladatot arra az esetre, amikor f(t) = 1e™ + 13¢5
Miért kapunk % aszimptotikus ratat 2 helyett?

(folytatas) Tegyiik fel, hogy a felujitasi idsk eloszlasa két exponencialis keveréke: ezek p
valoszintiséggel 1 és 1-p valoszintiséggel o paramétertiek. Mutassuk meg, hogy U(t) =
At + C(e™" — 1). Hatarozzuk meg itt a paraméterek értékeit.

A felujitasok eloszlasfiiggvénye nyilvan meghatarozza az U(t) fiiggvényt. Mutassuk meg,
hogy ez megforditva is igaz.

(CHT felujitdsi folyamatokra) Legyenek 11, 7o, . . . egymasutani események kozotti fiiggetlen
és azonos eloszlasu varakozasi idk, melyeknek varhato értéke E(TZ) =m € (0,00) és
szorasnégyzete Var(r;) = o? € (0,00). Legyen 1 = max{n : > i, 7 < t} a [0,¢)
idGintervallumban bekévetkezett események szdma. A CHT felhasznalasénal bizonyitandd
a kovetkezd hatéreloszlas tétel:

lim P

t—o00 t




ahol @ az N(0,1) eloszlas eloszlasfiiggvénye.



