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7. feladatsor
Poisson folyamat

Legyenek Xy, X5, ... fiiggetlen, azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok, melyeknek stiri-
ségfiggvénye ze™", ha x > 0, és 0 egyébként. Legyen tovabba Sy =0és .5, = X;j+---+ X,
valamint legyen N(t) = max{n : S, <t}

(a) Adja meg Sy stirtiségfiiggvényét!

(b) Hatéarozza meg N (t) eloszlasat, azaz k = 0,1,2,...-raP(N(t) = k) értékét! (Szamolas
nélkiil is megy, az el6adéson tanultakra kell hivatkozni)

Van két kutya (egy vizsla és egy labrador), és kozottiik ide-oda ugral négy bolha. Minden
bolha a tobbitsl fliggetlentl A rataval ugrik at az egyik kutyarol a masikra. Kezdetben
a vizslan van mind a négy bolha. Hatérozza meg a ¢t idépontban a vizslan levé bolhak
szamanak eloszlasat.

Tekintsiink a szamegyenesen egy A paraméterti homogén Poisson folyamatot, jeloljik 0 =
To < Ty < Ty < ...-vel a folyamat pontjainak koordinatait (az egymésutani események
bekovetkezésének idGpontjait). Képezziink ebbdl egy tjabb pontfolyamatot a kovetkezd
modon: az eredeti Poisson folyamatban az egymas utani események torténési idépontjai ko-
zOtti intervallumok felezépontjaiba letesziink egy-egy pontot, majd toroljik az eredeti Po-
isson folyamat pontjait. Azaz: az 1j follyamat pontjainak koordinatéi: S; = (T;_1 +1;) /2,
1=1,2,3,....

(a) Poisson folyamat lesz-e az igy képezett pontfolyamat?

(b) Mi lesz az tjonnan képezett folyamat egymasuténi pontjai kozotti idétartam hosszanak
e, varhato értéke és szorasa?

(c) Hatarozzuk meg két egyméasutani ilyen intervallum-hossz kovariancidjat és korrelacio-
hanyadosat.

(d) Bizonyitsuk be, hogy két nem egymasuténi intervallum hossza fiiggetlen egymastol.

Egy telefonkdzpontba a hivasok Poisson folyamat szerint érkeznek, éranként atlagosan 4
hivas.

(a) Mi a valoszintisége annak, hogy az els§ o6raban ketténél kevesebb hivas érkezik?

(b) Feltéve, hogy az els6 6raban hat hivas érkezik, mi annak a valoszintisége, hogy a masodik
oraban legalabb két hivéas érkezik?

(c) A kozpont kezelGje reggeli munkakezdéskor tgy dont, hogy megvérja a tizenotodik
beérkezd hivast, majd elmegy ebédelni. Mennyi az ebédjéig kivarandoé id§ varhatod értéke?
(d) Feltéve hogy pontosan nyolc hivas érkezik az elss két 6raban, mennyi annak a valoszi-
nisége, hogy ezek koziil pontosan 6t érkezik az elsé éraban?

(e) Feltéve, hogy pontosan k hivas érkezik az els§ négy oraban, mennyi annak a val6szi-
niisége, hogy ezek koziil pontosan j érkezik az els6 6raban?

Hogy ott mindig vilagossag légyen, ablaktalan folyosonk lampéjaba azonnal becsavarjuk
az 0j ég6t, ha az el6z6 kiég. Az izzok élettartamai egymaéstol fliggetlenek, és kiilon-kiilon
exponencidlis eloszlast kovetnek A paraméterrel. ¢t = 0O-kor csavarjuk be az els§ égét.
Tekintsiik annak az izzénak a teljes élettartaméat, amelyik a ¢ id6pillanatban ég (¢t > 0 fix).
Mennyi ennek a teljes élettartamnak a varhato értéke,
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(a) Ha tudjuk, hogy a 0 id6ponttol szamitva ez az izz6 a k -adik.

(b) Ha nem tudjuk, hogy hanyadik. ¢ — oo esetén mihez konvergél a t-edik idépontban
ég6 villanykorte teljes élettartamanak varhato értéke?

Legyen adva egy A paramétert Poisson folyamat. Feltéve, hogy a [0,¢) intervallumba esik
pont, szamitsuk ki az els6 pont koordinatajanak ét.

Tekintsiink egy homogén, A\ paraméteri Poisson folyamatot, és legyen X (a,b) az (a,b)
intervallumban 1év6 pontok szama. Hatérozza meg Cov(X (a,b), X(c,d)) értékét!

Tekintslink n fliggetlen A1, Ag, ..., A\, paraméterid Poisson folyamatot. Képezziink ezek-
bél egy tjabb pontfolyamatot, melynek pontjai az elébbi fliggetlen Poisson folyamatok
pontjainak unidja. Igazoljuk, hogy az igy definialt pontfolyamat szintén Poisson, melynek
paramétere \; + \g + -+ + A\,

Az A és B iizletbe a vasarlok X, illetve Y, fiiggetlen Poisson folyamatok szerint érkeznek,
melyeknek paramétere ), illetve p. (Az id6t 6rdkban mérjiik.) Mindkét iizlet reggel nyole-
kor nyit.

(a) Mennyi annak a valoszintisége, hogy reggel el6bb érkezik vasarlo az A iizletbe, mint a
B-be?

(b) Mennyi annak a valoszintisége, hogy a nyitas utani els két 6raban a két iizletbe egytit-
tesen pontosan négy vasarlo érkezik?

(c) Feltéve, hogy a két tizletbe egyiittesen a nyités utani elsé két éraban Gsszesen négy
vasarlo érkezett, mennyi annak a valoszintisége, hogy ezek mindegyike az A iizletbe ment?
(d) Jeloljik T-vel a B {izletbe belépd elsd vasarlo érkezésének (véletlen) idejét. Ekkor Xrp
azon vasarlok szama, akik az A iizletben jartak mieldtt az els6 vaséarlo a B iizletbe betette
volna a labat. Irjuk fel az Xp valészintiségi valtozo eloszlasat. Szamitsa ki a megoldast
kétfeleképp is: a folytonos teljes valoszintiség tételével (azaz integralassal), illetve az adodo
nevezetes eloszlés definidlé tulajdonsaganak belatasaval.

Miért érdemes megudrni a kévetkezd metrot?

A 4-es metrok és az utasok is Poisson folyamat szerint érkeznek a Gellért téri megalloba, a
metrok atlagosan 5 percenként jonnek, az utasok atlagosan 1 mésodpercenként. A metrd
mar régdta miikodik, éjjel-nappal egyfolytaban.

(a) Megérkeztem a megalloba, hagyom elmenni a kovetkezé metrot, majd az azutan ko-
vetkezére felszallok (az Gsszes tobbi utas az elsé metrora szall, amit meglat). Mi a
velem egyiitt felszallo utastarsaim szaménak varhato értéke, eloszlasa?

(b) Megérkeztem a megélloba (a tobbi utastol fiiggetleniil), és felszéllok az els6 metrora.
Mi a velem egytitt felszallo utastarsaim szaménak varhato értéke, eloszlasa (azaz
mekkora a valosziniisége, hogy pontosan k masik utassal utazom egyiitt)?

Az A és B telefonokhoz a hivasok X;, illetve Y; fiiggetlen Poisson folyamatok szerint érkez-
nek, melyeknek paraméterei A, illetve p. Legyen Z;, := X; + Y, a két telefonhoz egyiittesen
érkezG6 hivasok folyamata.

(a) Mutassuk meg, hogy Z; is Poisson folyamat. Mennyi a Z; folyamat paramétere?

(b) Mennyi annak a valoszintisége, hogy az els6 hivas az A telefonhoz érkezik?

(c) Jelolje T azt a (véletlen) id6t, amikor az els6 hivas érkezik a kés6bben megszolalo tele-
fonhoz. Tehat: T az a legkorabbi id&pont, amikor mar hivés érkezett mindkét telefonhoz.



Irjuk fel a T valoszintiségi valtozo ét (sok szenvedés aran, aszerinti esetszétvélasztassal,

P

val) és eloszlasfiiggvényét (szenvedés nélkiil).



