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9. feladatsor
Folytonos idejti Markov-lancok

Legyen G egy véges allapottert, irreducibilis, folytonos ideji Markov lanc infinitezimalis
generatora. Ekkor a G matrix atlos elemei negativak, nem-atlos elemei nem-negativak és
sorosszegei nullak.

(a) Legyen a olyan pozitiv szdm, amely (szigorian) nagyobb a G maéatrix minden atlos
elemének abszolat értékénél. Legyen P := a 'G + I. Mutassuk meg, hogy P ugyanazon
véges allapottér feletti irreducibilis és aperiodikus diszkrét ideji Markov lanc atmenet va-
l6szintiségeinek métrixa.

(b) A (a)-beli eredmény felhasznéalasaval bizonyitsuk be, hogy a G matrixnak 0 egysz-
eres sajatértéke, melyhez tartozo baloldali sajatvektor (sorvektor) valoszintiségi eloszlas az
allapottéren és G minden tovabbi sajatértékének negativ a valods része.

Legyen N; egy A paramétert Poisson-folyamat és X, egy diszkrét idejii Markov lanc az
S véges allapottéren, aminek atmenetvaloszintség-matrixa @), azaz Q);; = P(X,41 =
J | X, =1). Tekintsiik az Y; = Xy, folytonos idejii Markov lancot.

(a) Legyen i,j € S-re P{; = P(Y; = j|Yy = i). Fejezze ki a P' matrixot Q és t
fliggvényeként.

(b) Elsallithato-e minden folytonos idejd véges allapottertd Markov-lanc ilyen alakban?

(c) Legyen S ={1,2}, A\ =2, Q11 = %, Qi = %, Q21 = %, Q22 = % Hatéarozza meg azok-
nak a A paramétereknek a halmazat, amikhez van olyan () dtmenetmatrix, hogy az
Y, = Xy, folAytonos ideji Markov lanc Pf; = P(Y; = j | Y = i) atmenetvaloszintiség-
métrixaira P! = P! teljesiil minden ¢ > 0-ra!

Legyen X; folytonos idejii Markov lanc a {1, 2} allapottéren, melynek ugrasi ratai: A(1 —
2) =1, illetve A\(2 — 1) = 4.

(a) Irjuk fel az atmenet valoszintiségek P! félcsoportjat.

(b) Ha X, = 1, akkor mi X, eloszlasa? Koriilbeliil mekkora legyen ¢, hogy X; eloszlasa
10 tizedesjegyig egyezzen a stacionarius eloszlassal?

Egy tlizemben 5 gép és 5 szerel§ van. A gépek hibatlan iizemelésének ideje 1 paramétert
exponencialis eloszlasi. Ha egy gép elromlik, akkor egy szerel azonnal elkezdi javitani
a gépet. A szerelés ideje exponencialis eloszlasu 2 paraméterrel. A miikodési és szerelési
idsk fiiggetlenek egymastol, eredetileg minden gép miikodik. Hatarozza meg a t idépont-
ban miikodésben levs gépek szamanak eloszlésat, azaz annak a valdszintiségét, hogy t-kor
pontosan k gép tlizemel, £ =0,...,5.

Legyen X, irreducibilis folytonos ideji Markov lanc egy véges vagy megszamlalhato S
allapottéren. Bizonyitsuk be, hogy barmely o, 5 € S ést > 0 esetén P(X; = 3| Xy = ) >
0.
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Legyen X, folytonos idejd Markov lanc az S = {1,2,3,4} allapottéren, melynek infinitez-
imélis generatora

-3 1 1 1
0o -3 2 1
G = 1 2 -4 1
0O 0 1 -1
(a) Irjuk fel az X, Markov lanc stacionérius (invarians) eloszlasat.

(b) Tegyiik fel, hogy a Markov lanc az 1 allapotbol indul. Mennyi az els6 ugrasig eltelt id6
varhato értéke?

(c) Ujbol tegyiik fel, hogy a Markov lanc az 1 allapotbdl indul. Mennyi a 4 allapot elsd
elérési idejének varhato értéke?

Egy tizemben 3 gép és 2 szerel§ van. A gépek hibatlan lizemelésének ideje A paraméterd
exponencialis eloszlasi. Ha egy gép elromlik, és van legalabb egy szabad szerels, akkor
egy szerel6 azonnal elkezdi javitani a gépet. Ha nincs szabad szerel§, akkor varni kell
addig, ameddig valamelyik szerels felszabadul. A szerelés ideje exponenciélis eloszlasu 2\
paraméterrel. A mikodési és szerelési id6k fliggetlenek egymastol. Legyen X(t) a t -kor
mikods gépek szama (¢ > 0).

(a) Adja meg ennek a folyamatnak az infinitezimalis generatorat!

(b) Nagy id6 eltelte utan kb. mennyi a valoszintsége annak, hogy egy adott pillanatban
pontosan k gép tizemel (k =0,1,2,3) ?

Egy pénzvaltd irodahoz 3 -paramétert homogén Poisson folyamat szerint érkeznek az
tigyfelek. Az irodédban egyetlen kiszolgald dolgozik, és egy-egy tigyfél kiszolgdlasanak az
idétartama 5 -paramétert exponencialis eloszlast kévet. Az iroda olyan kicsi, hogy egyide-
jileg csak 2 iigyfél lehet az irodaban. Ha az iroda tele van, akkor az tjabb iigyfelek a
konkurens céghez mennek. Az iroda nyitasatol szamitva sok id§ eltelte utan érek oda.

(a) Mi a (kozelits) valoszintisége annak, hogy az iroddban van hely a szamomra?

(b) Tegyiik fel, hogy bejutok az irodaba. Emellett a feltétel mellett az irodaban eltoltott
idémnek mennyi a varhato értéke, és

(c¢) mi az id6tartam eloszlasanak a stirtiségfiiggvénye?

Legyen n = 1,2,...-te P(v = n) = (1 — p)"p és legyenek X, X»,... azonos eloszlast
EX P(\) eloszlasa valoszintisagi valtozok, és legyen minden mindentdl fiiggetlen. Lassa be
Poisson-folyamatok felhasznalasaval, hogy a >~ | X,, véletlen tagszamu Osszeg is expo-
nencialis eloszlasu!

Egy boltba A -paramétert homogén Poisson folyamat szerint érkeznek a vasarlok. A bolt-
ban egyetlen elad6 dolgozik. Egy-egy tigyfél kiszolgaldsanak az id6tartama p-paraméteri
exponencialis eloszlast kovet, > A. Sok id§ eltelte utan betoppanok én és beallok a sorba.
Mi az eloszlasa annak az idétartamnak, amit a boltban toltok? Utmutatds: Hasznalja az
el6z6 feladat eredményét.

A Yule-folyamat



Egy petricsészében t = 0-kor van egy améba. Egy améba EX P(1) id6 elteltével ket-
téosztodik, és lesz beldle két ugyanolyan amdéba, mint az eredeti. Léssa be, hogy a t id6pont-
ban a petricsészében 16v6 amébak X (t) szama GEO(e™") eloszlast (az a fajta geometriai,
amikor nemcsak a kudarcokat szamoljuk, hanem beleszamitjuk a sikeres probalkozast is).

(a) Elgszor lassa be oly modon, hogy felirja az X (t) folyamat infiniteziméalis generatoréat,
és leellendrzi, hogy az amdébéak eloszlasanak idébeli fejlgdésére felirhato differencidlegyenlet-
rendszert és a g (0) = 01 kezdeti feltételt valoban kielégétik a pug(t) = (1—e~f)F1le?

fiiggvények.
(b) Majd annak a felhasznalasaval, hogy ha Uy, . .., U, fiiggetlen és EX P(1) eloszlasu va-

l6szintiségi valtozok, akkor max{Uj, ..., U,} ugyanolyan eloszlast, mint a Vi +---+V,,
fiiggetlen 6sszeg, ahol V; ~ EX P(i).



