2. gyakorlat - Hatvanysorok és Taylor-sorok
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1. Adjuk meg az itt szerepld sorok konvergenciasugardt és konvergenciaintervallu-
mat!

(a)

n+2
n=1
A konvergenciasugar meghatarozashoz a kovetkezd hatarértéket kell meg-

hataroznunk.
n
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Azaz a hatvanysor konvergenciasugara 1. Az biztos, hogy a (-1,1) nyilt
intervallum része a konvergenciatartomanynak, de a hatarpontokat is meg
kell még vizsgalnunk.
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x=1 Zn:l-Z

n=1

A fenti sor divergens, mivel nem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele
(az 4ltaldnos tag 0-hoz tartdsa).
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x=-1
n=1
Az el6z6hoz hasonldan ez a sor is divergens lesz, hisz itt sem teljesiil a

konvergencia sziikséges feltétele. Tehat a konvergenciasugar 1, a konver-
genciaintervallum: (-1,1).
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A konvergenciasugdr meghatdrozashoz a kovetkezd hatarértéket kell meg-
hatdroznunk.
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Azaz a hatvanysor konvergenciasugara oo, a konvergenciaintervallum: R.
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A konvergenciasugdr meghatdrozashoz a kovetkez6 hatarértéket kell meg-
hatdroznunk.
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Van = n?+1

Azaz a hatvanysor konvergenciasugara 1. Az biztos, hogy a (-1,1) nyilt
intervallum része a konvergenciatartomdnynak, de a hatdrpontokat is meg
kell még vizsgalnunk.
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x=1 Zn2+1

n=1

A fenti sor konvergens, ami majoranskritérium segitségével lathato.
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Ez a sor is konvergens lesz, hisz Leibniz tipust (az 4ltaldnos tag abszolut
értékben monoton csokkendleg tart a 0-hoz). Tehat a konvergenciasugar 1,
a konvergenciaintevallum: [-1,1].
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n=1 ”lz +3
A konvergenciasugdr meghatdrozashoz a kovetkez6 hatarértéket kell meg-

hataroznunk.
An VnZz +3
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Azaz a hatvanysor konvergenciasugara 1. Az biztos, hogy a (-1,1) nyilt
intervallum része a konvergenciatartomdnynak, de a hatdrpontokat is meg
kell még vizsgalnunk.

x=1 Z;

n=1 }’l2 +3
A fenti sor divergens, ami minordnskritérium segitségével lathato:
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Ez a sor is konvergens lesz, hisz Leibniz tipusud (az 4ltaldnos tag abszoltt
értékben monoton csokkendleg tart a 0-hoz). Tehat a konvergenciasugar 1,
a konvergenciaintevallum: [-1,1).




(e)
© (4 X — 5)2n+1
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A feladat megoldasa elott at kell alakitanunk a fent megadott sort ténylege-

sen hatvanysor alakba.

©0 (4x_ 5)2n+1 ©0 42n+1 5 —_
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n=1 n: n=1 N2
A konvergenciasugar meghatarozashoz a kovetkezd hatarértéket kell meg-
hatdroznunk.
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Azaz a hatvanysor konvergenciasugara }1. Az biztos, hogy a (1, %) nyilt

intervallum része a konvergenciatartominynak, de a hatdrpontokat is meg
kell még vizsgalnunk.
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ami konvergens.
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ami szintén konvergens. Tehat a konvergenciasugar %, a konvergenciainte-
.11 3
vallum: [1, 5].
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A feladat megoldasa el6tt at kell alakitanunk a fent megadott sort ténylege-

sen hatvdnysor alakba.
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n=1

A konvergenciasugdr meghatarozashoz a kovetkez6 hatarértéket kell meg-

hataroznunk.
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Azaz a hatvanysor konvergenciasugara % Az biztos, hogy a (0, 1) nyilt in-
tervallum része a konvergenciatartoméanynak, de a hatdrpontokat is meg
kell még vizsgdlnunk.
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ami konvergens, hisz Leibniz tipusu (az 4ltaldnos tag abszolut értékben mo-
noton csokkendleg tart a 0-hoz).
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x=1 z:;%,

ami divergens a p-szabély alapjan. Tehat a konvergenciasugar %, a konver-
genciaintevallum: [0, 1).

2. Mely x-ek esetén konvergens az
1 1( 3)+1( K) R 1n( 3"+
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végtelen sor? Mi a sor Osszege? Melyik sort kapjuk tagonkénti derivaldssal?
Mely x-ek esetén konvergens az tj sor?
A fenti sort irjuk fel szumma alakban:

4o
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Ebbdl mar egyszertien megéllapithatjuk a konvergenciasugart a kovetkezd hatar-

érték meghatdrozasaval.
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Azaz a hatvanysor konvergenciasugara 2. Az biztos, hogy a (1,5) nyilt inter-
vallum része a konvergenciatartomanynak, de a hatarpontokat is meg kell még

vizsgalnunk.
x=1
n=0

A fenti sor divergens, hiszen nem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele.

x=5 i(—l)”
n=1

Ez a sor is divergens lesz, hiszen itt sem teljesiil a konvergencia sziikséges felté-
tele. Tehat a konvergenciaintervallum: (1,5).
A sor 0sszegének meghatarozasidhoz a geometriai sor 0sszegképletét hasznaljuk.
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A tagonkénti derivaldssal kapott dj sor:
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A konvergenciaintervallum meghatarozasdhoz itt is a kovetkez6 hatarértéket kell
megvizsgalnunk.
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Azaz a hatvanysor konvergenciasugara 2. Az biztos, hogy a (1,5) nyilt inter-
vallum része a konvergenciatartomanynak, de a hatarpontokat is meg kell még
vizsgalnunk.
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x=1 Zn

n=0

A fenti sor divergens, hiszen nem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele.

x=5 i(—l)”n
n=1

Ez a sor is divergens lesz, hiszen itt sem teljesiil a konvergencia sziikséges felté-
tele. Tehat a konvergenciaintervallum itt is: (1,5).

3. Hatarozzuk meg az f(x) 4ltal (a jelzett helyen) generalt Taylor-sort!

(a)
f(x) = x> —2x+4, a=0
fx=3x2-2  f(0)=-2
ff=6x  f7(0)=0
=6 f"0)=6
FP>x) =0Yn >4
Tehat a keresett Taylor polinom:
T(x)=4+_l—!2x+0+%x3 =x>-2x+4
Ebbdl azt a kdvetkeztetés vonhatjuk le, hogy polinom Taylor-sora onmaga.
(b) |
fx) = 2 a=1

Teljes indukcidval igazolhatd, hogy a fenti f fiiggvény n-edik derivaltja a
kovetkez6 alaku: i \

f(")(x) _ ( l)xfﬁ; 1!

O =1+ 1)
Ennek segitségével mar egyszeriien felirhat6 a Taylor-sor.
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f=e, a
A fenti f(x) fliggvény n-dik derivéltja:
ffw=e fP)=¢
Ennek segitségével mar egyszerien felirhat6 a Taylor sor.
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T(x) = Z =2

n=0

(d)
f(x) =1In(1 + x), a=0

A fenti f(x) fiiggvény n-dik derivaltja:
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Ennek segitségével mar egyszertien felirhat6 a Taylor sor:
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f(x) = arctan 2x, a=2
A fenti f(x) fiiggvény derivéltja:

2

SO= 17

Ezen fiiggvény Taylor sordt fel tudjuk irni egyszerien, és ebbdl tagonkanti
integralassal megkapjuk az arctan 2x fiiggvény Taylor-sorét is.

F@ =2 (4
n=0
Igy mar egyszertien felirhat6 a Taylor-sor:

4n2n 5 (4)n 2n+1
T(x) = fZ( Y xdx = Z B

Az x = 0 helyettesitéssel kapjuk, hogy ¢ = 0, azaz

T( )_ZZ( 4) 2/‘L+1

2n+1



4. Adjuk meg a fiiggvények Taylor-sorat az x=0 helyen!
A feladat egyszertien megoldhat6, hogy ha ismerjiikk a nevezetes fiiggvények
Taxlor-sordt. Amennyiben nem emléksziink rdjuk, gy a fenti feladatban leirt
mddszerrel dolgozzunk!

(a)

(b)

(c)

(d)

9= xe
T(x)=x ﬂ a
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n=0 '

f(x) = xcosmx
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n (JﬂT) n_2n
T(x)-xZ( anr Z( )Z(W

fx) = xcos? x

A megoldis sordn felhasznaljuk a kovetkezd linearizalé formuldt: cos? x =
1+cos2x
2
2n

(2n)!

T(x) = —+ Z(— )"

1
f) = -7

A feladat tobbféle mddon is megoldhat6. Nyilvan

1 1
f dx = te=l+x+x2+-+c
(1 - x)? 1-x

Innen derivalva kapjuk, hogy

FO)=142x 438 44 4o = D+ D

VAGY: A binomilis sor képletének felhaszndldsval, VAGY: az ﬁ sor On-
magaval vett Cauchy-szorzataként. A binomidlis sor alapjan

1 - N n_n
TW= g =19 2=Z( )( Iy

n=0

5. Irjuk fel a megadott fiiggvények binomialis soranak elsé négy tagjat!
A feladat megoldésa soran a binomialis sor kovetkezé altalanos alakjat hasznal-

juk:

(1 +x)° = i (Z)x”

n=0
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6. Sorok segitségével szamitsuk ki a hatarértékeket!
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7. Sorok segitségével adjunk 107> pontossagt becslést az alabbi hatdrozott integra-
lokra!

Minden esetben a fiiggvények O pont koriili Taylor-sordt hasznéljuk kozelités-
ként. Minden esetben elég a sor elsé harom tagjat tekinteniink, ugyanis akkor
mar a megadott pontossagu lesz a kozelitésiink.

(@)
0.2
1= f sin x2dx
0



Az integral utani fiiggvény Taylor polinomja:

An+2

(o) ; x
T = ;(_1) 2n+1)!

6 xlO

_ 2 X X
T3(x) = x 3!+5!

A Taylor-sor ismeretében most mar kozelithetjiik a fenti integralt.
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(b)

0.1 _:
sSin x
1= —dx
0 X

Az integral utdni fliggvény Taylor polinomja:

© x2n
T(x) = 1) ——
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T3()C) =1- ? + §
A Taylor-sor ismeretében most mar kozelithetjiik a fenti integralt.
PR 0.13 0.1°
I~|x- =01-—+—~0.100
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1= V1 + x*dx
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A Taylor-sor ismeretében most mar kozelithetjiik a fenti integralt.
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