3. gyakorlat - Fourier-sorok
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1. Keresse meg az alabbi 27 szerint periodikus f(x) fiiggvények Fourier-sorat!

(a)

cosx, ha O0<x<nm
X) =
Fx) {0, ha 7n<x<2n

A Fourier-egyiitthat6k szdmol4sa:

‘l T
ao=—f cosxdx=...=0
27T 0
1f”
ay = — cosxcosnxdx=...=
T Jo
_ %, ha n=1
0, egyébként
1[” , 1n(l +(=1)")
b, =— cosxsinnx=...= —— ~ 27
T Jo 7 n?-1

A fenti integralok kétféle médon szdmolhat6 ki. A trigonometrikus azo-
nossagok segitségével egyszeriibb, konnyen integralhat6 alakra hozhatéak,
vagy parcidlis integraldssal szdmolhatdak. Az a,-ra kapott formulabdl az is
lathatd, hogy b, = OV paratlan n-re. Tehat a Fourier-sor a kovetkezé alaku:

I & n(l+ (="
F(x) = Cosx+_z—n( 42-( ))Sinnxz
med n?-

cosx 4w k .
= > +7_r;4k2—15m2kx
(b)
Sf(x) = [sin x|

Az f(x) fuggvény paros, igy Fourier-sordban csak konstans €és cosinusos
tagok vannak. Azaz by =0 Yk=0,1,...

1 2
aoz—f lsinxdx=...= =
2r Jo big



[ 21+ (=1y
an = — lsinx|cosnx =...= = —————
TJo 7 1-n?

A fenti integral kétféle médon szamolhat6 ki. A trigonometrikus azonos-
sdgok segitségével egyszerlibb, konnyen integralhat6 alakra hozhatd, vagy
parcidlis integraldssal szdmolhat6. Az a,-ra kapott formuldbdl az is 14thato,
hogy a, = OV péaratlan n-re. Tehat a Fourier-sor a kovetkezd alaku:

[e]

2 2K L=y ~
F(X)—;'F;ZWCOSHX—

(©)

1,
f= {0, ha 7 <[x<n

Az f(x) fuggvény péros, igy Fourier-sordban csak konstans €s cosinusos
tagok vannak. Azaz by =0 Yk=1,2,...

bis

3
= — ldx=...= =
aop o dx >

=
L [ 0, ha n péros
2
anz—f cosnxdx=...= %, ha n=4k+1
T Jz
2 -2 ha n=4k+3

nm’
A fenti integrdlok elemiek, igy egyszerlien szdmolhatéak. Tehét a Fourier-

sor a kovetkez6 alaku:
i (-1
= 20+ 1

F(x) =

I IS

+ cos(2l + 1)x

N =

(d)

f(x) = (m—|x)* hax <«

Az f(x) fuggvény paros, igy Fourier-sordban csak konstans €s cosinusos
tagok vannak. Azaz by =0 Yk=1,2,...

1 T ) 7T2
ao—ﬂj_‘n(ﬂ—lxl) dx—...—?

1 " 4
a,,=—f(7r—|x|)2cos.nx=...=—2
T . n

A fenti integralok elemiek, igy egyszertien szdmolhatéak. Tehat a Fourier-
sor a kovetkezd alaku:

2 & 4
F(x) = % +Z—zcosnx

n=1

S



(e)

f(x)=x*halx| <n

Az f(x) fliggvény péros, igy Fourier-sordban csak konstans és cosinusos
tagok vannak. Azaz by = 0 Yk=1,2,...

1 T ) 7'[2
= — dx=...=—
a = > _nx x 3
1f” R 4(=1)"
a, = — x“cosnx=...= 5
T Jr n

A fenti integrdlok elemiek, igy egyszerlien szdmolhatéak. Tehét a Fourier-
sor a kovetkezd alaku:

00

2 4(-1)"
F(x):n—+ ( )cosnx
3 n?
n=1
()
o) = x, ha F<x<3
n—x, ha %st%”

Mivel f(x) paratlan, ezért
ap = 0

a,=0

| | E 0, ha n péaros
b, = —f x sin nxdx+— f (m—x)sinnxdx =... = %, ha n=4k+1
T v/ z

-4 ha n=4k+3

nm’

—n

Tehat a Fourier-sor a kovetkez6 alaku:
(si 1 . 3y 4 1 . 5 1 . T4 )
—(sinx — =sin3x+ —sin5x— =sin7x+ —...
T 3 5 7

(g) Mennyivel egyenl6 a kovekezd végtelen sor (kordbbi két feladat segitsé-
gével)? (d) és (e) feladat Fourier-sordba x = 0-t helyettesitve a kerestt sor
kifejezhet? és azt kapjuk, hogy:

2. Keresse meg az aldbbi T szerint periddikus f(x) fiiggvények Fourier-sorat. (T=2
minden feladatban.)

(a)
x, ha 0<x<1
f(x)_{o, ha 1<x<2



A Fourier-egyiitthatok szamoldsa:

1 (! 1
= - dx=...=-
ap 2I)xx 1

fl 2nn (-1 =1
a, = xcos—xdx=...= ———
0 2 2n?
1 +1
2 -1
b,,:fxsinﬂxdxz...=&
0 2 n

A fenti integralok parcidlis integralassal szdmolhat6ak. Az a,-ra kapott for-
mulabdl az is lathatd, hogy a, = OV péros n-re. Tehat a Fourier-sor a ko-
vetkez6 alaku:

i —_1)y — _1\n+l
F(x) = % + Z(M cosnmx + ) sinnnx)

m2n? n

n=1
(b)

) x, ha 0<x<1
X) =
2—x, ha 1<x<2

A Fourier-egyiitthatok szdmoldsa: f(x) paratlan tehat b, = 0. Tovabba

1 (! 2 1
== dx + 2-xdx=...=<
a0 2foxx fl e 2

1 2
2nmx 2nmx -D"-1
n= dx + 2 - dx=...=2—F——
a L X Cos > X fl (2 - x)cos > X -
A fenti integralok parcidlis integralassal szdmolhat6ak. Az a,-ra kapott for-
mulabdl az is lathatd, hogy a, = OV péros n-re. Tehat a Fourier-sor a ko-
vetkez6 alaku:

1 = (=1 =1 1 = 1
F(X): §+2;Wcosnnx= 5—4;mcos(2k+l)nx

(c)

sin(mx), ha 0<x<1
fx) =
0, ha 1<x<2
A Fourier-egyiitthatok szamoldsa:

1

1 1 b
ap =3 fSin(nx) dx == [— cos(ﬂx)] =—
2 0o

0

2 Vg

1 1

a, = fsin(nx) cos (2r177r) dx = % fsin((n + Dax) + sin((1 — n)mrx) dx

0 0



Itt a masodik tag n = 1 esetén azonosan 0, vagyis

1

1 1 27x) |
a = Efsin(ZmC)dxz 5[—M] -0

2 0
0

Han>1:

1 [cos((n + l)ﬂx)]l 1 [cos((l - n)mc)]1
ap, = E _— 1 + _ | =

n+hr |, 2| d-wr |,
R TG G o Ve W B o
T2 n+1 l1-n o -1)

1 1

b, = fsin(nx) sin(znTﬂ) dx = % fcos((n — Drx) — cos((n + 1)mx)dx
0 0

Itt az elsd tag n = 1 esetén azonosan 1, vagyis:

1

1 1 in2rx)|' 1 1
b = 5[1 - cos(2mx) dx = 5 [x— Sm;n’”)L =5-0=>
0
Han > 1:
. 1 . 1
b, = 1 sin((n — 1)7rx) B l sin((n + 1)7x) —0-0=0
2 n-Dr |, 2 (n+Dr |,

Az a,-ra kapott formuldbdl az is lathatd, hogy a,, = 0V pdratlan n-re. Tehat
a Fourier-sor a kovetkez6 alakd:

11 I~ (1+(=1)
F(x)=7—r+§sin7rx—;z;(nz(—_]))cosmrx:

1 sinmx 2 1
- SEN L cos2k
72 ﬂ;%z—lcos ™

3. Keresse meg az aldbbi 27 szerint periddikus f(x) fiiggvények Fourier-sorat a li-
nearizal6 formuldk segitségével.

A feladat egyszeriien megoldhatd, hogy ha ismerjiik a kovetkezd trigonometrikus
azonossagokat:

cos kx cos [x — sin kx sin [x = cos(k + D)x

cos kx cos Ix + sin kx sin [x = cos(k — Dx

sin kx cos Ix + cos kx sin [x = sin(k + [)x



sin kx cos Ix — cos kx sin [x = sin(k — [)x

) 1 +cos2x
COs“ X = —————
2
.2 1 —cos2x
sin” x =
2

(a)
fx) = cos’ x sin x
F(x) = I +cos2x sinx = 1sinx+ I sin3x—sinx) _ 1sinx+ lsin3)c
a 2 2 2 2 4
(b)
f(x) = sin® x + sin® x
F 1—0052x+sin 1—cos2x 1 1c052 +1 sin 1 (sin3x —sinx
X) = X =-—= Xt—smx——=|———
2 2 2 2 2 2
1 cos2x N 3 sin sin 3x
T2 T Tyt Ty
©
f(x) = sin S5x(sin 6x + cos 3x)
Fx) = cosx  cos 11x . sin 2x N sin 8x
2 2 2 2
(d

f(x) = cos® xsin® x
1 (1 —cos4x) 1 cos4x

1 1
F(x) = Z(2 sin x cos x)% = 2 sin® 2x = 2 5 i




