Matematika A2

6. gyakorlat megoldasa

1. Hatéarozza meg, hogy az alabbi halmazok koziil melyek alkotnak vektorteret a szokisos mtveletek-

kel:
(a)

R3 azon vektorai, ahol a méasodik koordinata 1;
Ezen vektorok nem alkotnak vektorteret, ugyanis nem zéartak az Osszeadasra. Tekintsiik a
kovetkezs két vektort:
v = (071,0) Vg = (1, 1,0)
V] + U2 = (17230)
Lathato, hogy a fenti Osszegvektor nem lesz eleme a megadott térnek, hiszen a masodik koor-
dinata nem 1, hanem 2.

R3 azon vektorai, ahol a masodik koordinata 0;
Ezen vektorok vektorteret alkotnak, hiszen zartak a vektorOsszeadésra és a skalarral valo
szorzasra.

v1 = (a,0,b) vy =(c,0,d) ahol a,b,c,d tetszbleges valds szamok

v +vy = (a+¢0,b+d)
Avg = (aX, 0,b))

Lathato tehat, hogy mind az 6sszeg, mind a szorzatvektor eleme lesz a megadott térnek, az
az tényleg vektortér.

R3 azon vektorai, ahol a koordinatdk dsszege 0;
Ezen vektorok vektorteret alkotnak, hiszen zartak a vektordsszeadésra és a skalarral valo
SZOrzasra.

vy = (a,b,¢) vy = (d,e, f) ahol a,b,c,d,ef tetsz6leges valos szamok

(%1 +’02 = (a+d,b+e,c+f)
Avy = (aX, bA, cA)
Azt kell ellendrizniink, hogy a kapott vektorokra is teljesiil-e, hogy a koordinataossszeg 0-val

egyenld.
at+d+b+e+c+f=(a+b+c)+(d+e+f)=0+0=0

al+bA+cA=ANa+b+c)=X1-0=0
Lathato tehat, hogy mind az 6sszeg, mind a szorzatvektor eleme lesz a megadott térnek, az
az tényleg vektortér.

R3 azon vektorai, ahol legalabb az egyik koordinata 0;
Ezen vektorok nem alkotnak vektorteret, ugyanis nem zartak az Osszeadasra. Tekintsiik a
kovetkezs két vektort:

vy =(1,1,0) v =(0,1,1)

V] + U2 = (17231)

Lathato, hogy a fenti Osszegvektor nem lesz eleme a megadott térnek, hiszen nincsen neki
legalabb egy 0 koordinétaja.



(e) azon 2 x 2-es valos méatrixok, ahol a fgatloban 0-k vannak;
Ezek a matrixok vektorteret alkotnak, hiszen zartak a skalarral valo szorzasra és a métrixossze-
adasra. Ez a fentiekhez hasonléan lathato, ha felirjuk altalanosan az ilyen alakt matrixokat.
(Az ok az, hogy a matrixGsszeadast és a skalarral valo szorzast is elemenként végezziik.)

(f) 2 x 2-es valds, szimmetrikus matrixok;
Ezek a matrixok is vektorteret alkotnak, hiszen zartak lesznek a skalarral valé szorzasra és a
matrixdsszeadasra. Ez is a fentiekhez hasonléan lathato.

(g) azon 2 x 2-es valds matrixok, melyekben nincs 0.
Ezek nem alkotnak vektorteret. Tekintsiink ugyanis a kévetkez6 métrixokat:

Sl R

4 4
avs=|4 o]

Lathato tehat, hogy a fenti tér nem zart az Osszeadasra, hiszen fenti Gsszegmatrix tartalmaz
0-t.

(h) a harmadfoku valds egyiitthatos polinomok;
Ezek a polinomok nem alkotnak vektorteret, ugyanis nem lesznek zartak Osszeadasra. A tér
két eleme z3 és —z3. Ugyanakkor 22 — 22 = 0 és a 0 nem harmadfokd polinom.
Ezek tehat NEM alkotnak vektorteret.

(i) a legfeljebb harmadfoku valos egyiitthatos polinomok;
Ezek a polinomok vekorteret alkotnak, hiszen zartak az Osszeadésra és skalaral valo szorzasra
is.

(j) azon legfeljebb harmadfokt polinomok, ahol f(1) = 2;
Ezek a polinomok nem alkotnak vektorteret. Ugyanis

fi=2 fo=ao+1

i+t fo=x+3

Lathato, hogy az Osszegvektorra nem teljesiil a megadott feltétel, hisz f; + f2(1) = 4. Azaz
NEM alkotnak ezek a polinomok vektorteret.

(k) azon legfeljebb harmadfoku polinomok, ahol f(1) = 0;
Ezek a polinomok vektorteret alkotnak. Hiszen zartak lesznek az Osszeadasra és a skalarral
val6 szorzésra is.

(1) a legfeljebb harmadfoku polinomok kozott 1év6 paros polinomok.
Ezek a polinomok vektorteret alkotnak. Hiszen zartak lesznek az Osszeadasra és a skalarral
val6 szorzésra is.

2. Az el6z6 feladatban ahol vektorteret kapunk hatarozzuk meg egy bazisat!
(b)-ben bazis: v; = (1,0,0) wve = (0,0,1)
(c)-ben bazis: v1 = (1,—-1,0) wvg =(1,0,—1)

- 0 1
(e)-ben béazis: By = [ 0 0 } Es = [

f)-ben bazis: F; = { 10 } By, = [

SO RO

( 0 0
(i)-ben bazis: 1, z, 22, 23

(k)-ban bazis: * — 1,2% — 1,23 — 1
(1)-ben bézis: 1, 2?

3. Déntse el, hogy az alabbi halmazok R3-ben, linearisan fiiggetlenek, generatorrendszert alkotnak,
béazist alkotnak-e!



(a)

v =(1,2,3), va = (4,3,1)

Két vektor akkor lehet linedrisan Gsszefiiggs, ha egymés konstansszorosa. Ez a két vektor
egymésnak nem konstansszorosa, igy linedrisan fiiggetlenek. Nem alkotnak generédtorrendszert,
mivel az egységvektorokat nem tudjuk elsallitani a segitségiikkel. Igy ez a két vektor nem alkot
bézist.

v = (1,2,3), Vo = (1,3,—1), V3 = (5,—1, —1)

A linearis fiiggetlenség meghatarozasahoz ki kell szdmolnunk a hirom vektor alkotta 3x3-as
méatrix determinansit. Ezen determinédns értéke —58, amely nem egyenl 0O-val. Tehat ezek
a vektorok linedrisan fiiggetlenek. Haromdimenziés térben vagyunk, igy barmely 3 linedri-
san fiiggetlen vektor generatorrendszert és bazist is alkot. (A determindnst a szokott médon
hatérozzuk meg.)

vy =(1,2,3), v2 = (1,3,-1), v3 = (2,5,2)

lineéris fiiggetlenség meghatarozasahoz ki kell szdmolnunk a harom vektor alkotta 3x3-as mat-
rix determinanséit. Ezen determinans értéke 0. Tehat ezek a vektorok nem lesznek linearisan
fiiggetlenek.Igy nem alkothatnak sem bézist, sem generatorrendszert.

U1 = (1,2a3)7 V2 = (L?” _1)7 U3 = (1,070)

A linedris fiiggetlenség meghatarozasahoz ki kell szdmolnunk a harom vektor alkotta 3x3-as
matrix determinansit. Ezen determinéns értéke —11, amely nem egyenls 0-val. Tehat ezek
a vektorok linearisan fliggetlenek. Haromdimenziés térben vagyunk, igy barmely 3 linearisan
fliggetlen vektor generatorrendszert és bazist is alkot.

Mutassuk meg, hogy vi = (0,3,1,—1), vo = (6,0,5,1), és vz = (4, —7,1,3) linearisan fliggsd
rendszert alkotnak R*-ben.
Ugy tudjuk belatni a linearis Ssszefiiggsséget, hogy felirjuk ezen harom vektor lineéris kom-
binaci6jat és az egyiitthatokrdl belatjuk, hogy nem 0-k. A kovetkezs egyenletrendszert kell
megoldani:

A1V1 + Aove + A3vg =0

Az egyenletrendszer megoldasa: A\ = 14; Ao = —4; A3 = 6. Azaz ezekkel az egyiitthatékkal
szdmolva megkapjuk a fenti vektorokbol a 0 vektort. (Természetesen nem ezek az egyetlen
megfelel§ egyiitthatok. Aranyosan valtoztatva Gkett tobb jo megoldast kapunk.)

Fejezziik ki mindegyik vektort a masik kettd linearis kombinacidjaként!
Ezt egész egyzsertien megtehetjiik, csupan a fent megkapott egyenletet kell mindig atrendez-
niink a megfelel§ vektorra.
Az eredeti egyenlet:
14V1 - 4V2 + 6V3 =0

Ebbdl fogjuk kifejezni a megfelels vektorokat:

2 3
Vi = ?Vz — ?Vg

7
Va=35Vi + 5Vs

2 7
Vg = sz — §V1

5. Mutassuk meg, hogy az alabbi halmaz bézist alkot Mas-ben!

-3 8] o[ 23] en[L 2] o]

1 0
-1 2

Akkor alkotnak ezek a métrixok béazist, ha linearisan fiiggetlenek. Ezt pedig gy tudjuk ellendrizni,
hogy csak a trividlis linearis kombinéciojuk adja a nullmétrixot. Azaz csak akkor kapjuk meg a

nullmatrixot, ha a linearis kombinaci6jukban minden egyiitthaté 0.

Tehat a kovetkez6t kell megoldanunk:

MA+ B+ X3C+ XD =0



Ez egyenletrendszer alakban:

M+ A=0 6A1 — Ay —8A3=0

BAM — X — 1223 =X =0 —6X\1 —4X3+2X,=0

Megoldva ezt az egyenletrendszert megkapjuk, hogy A1 = Ay = A3 = Ay = 0. Azaz ez a négy matrix
tényleg bazist alkot.

6. Hatarozzuk meg az R? alabbi altereinek a bézisait!

(a)

A 3z — 2y 4+ 5z = 0 egyenleti sik

Ez tehat egy sik, ami kétdimenziés altérnek szamit, igy két egymassal nem parhuzamos vektor
megadja a bézist. Hiszen két nem parhuzamos vektor méar maximalis lineéris fliggetlen rend-
szert alkot, azaz bézis.

Két ilyen vektor tehat: (2,3,0);(0,5,2). Ezek benne vannak a sikben, hiszen kielégitik a sik
egyenletét, és nem parhuzamosak ez is lathato.

Az x — y = 0 egyenleti sik

A fentihez hasonléan ez is egy sik, ami kétdimenzios altérnek szamit, igy két egymaéssal nem
parhuzamos vektor megadja a bazist. Hiszen két nem parhuzamos vektor mar maximalis line-
aris fiiggetlen rendszert alkot, azaz bazis.

Két ilyen vektor tehat: (1,1,0);(1,1,1). Ezek benne vannak a sikben, hiszen kielégitik a sik
egyenletét, és nem parhuzamosak ez is lathato.

Az x =2t, y = —t, z = 4t egyenes

Az egyenes egydimenzios altér, igy egyetlen vektor megadja a bazisat. Ugyanis csak egy vektor
mar maximalisan fiiggetlen rendszer lesz.

A keresett bazis: (2,—1,4).

Az (a,b,c) alaka vektorok, ahol b = a + ¢

Ez is kétdimenzids altér lesz a koordinatak kozotti kapcsolat miatt. Tehét itt is 2 egymassal

nem parhuzamos vektor mar maximalis linearis fliggetlen rendszer lesz, azaz bézis.
Két ilyen vektor: (1,0,—1),(1,2,1). Ezek kielégitik a fenti feltételt és nem parhuzamosak.

7. Keressiik meg egy bazisat az R* megadott vektorai 4ltal kifeszitett alterének.

(a)

(15 17 _4a _3)7 (27 Oa 2) _2)7 (25 _17 37 2)

A bazis megkereséséhez a vektorokat matrixba tessziik, és Gauss-eliminaciét hajtunk végre.
Ekkor a nem 0 sorok megadjak a kifeszitett altér bazisat. A Gauss-eliminacio 1épéseit nem
részletezem, csupan a végeredményt irom le.

1 1 -4 -3 1 1 -4 =3
2 0 2 2 |(~...~|10 =2 10 4
2 -1 3 2 0 0 —4 2

Lathato, hogy a Gauss-eliminacié soran nem keletkezett csupa 0 sor, igy azt mondhatjuk,
hogy ez a 3 vektor linedrisan fiiggetlen, azaz ebben az altérben ez a 3 vektor bazist alkot.
(_17 17 _25 0)7 (3a 3a 6) 0)7 (9a Oa 0) 3)

A bazis megkereséséhez a vektorokat matrixba tessziik, és Gauss-eliminaciét hajtunk végre.
Ekkor a nem 0 sorok megadjak a kifeszitett altér bazisat. A Gauss-eliminaci6 1épéseit nem
részletezem, csupan a végeredményt irom le.

-1 1 -2 0 -11 -2 0
33 6 0 |~...~ 0 6 0 0
9 0 0 3 0 0 18 3

Lathato, hogy a Gauss-elimindcié soran nem keletkezett csupa 0 sor, igy azt mondhatjuk,
hogy ez a 3 vektor linedrisan fiiggetlen, azaz ebben az altérben ez a 3 vektor bazist alkot.



()

(1,1,0,0), (0,0,1,1), (-2,0,2,2), (0,—3,0,3)
A béazis megkereséséhez a vektorokat matrixba tessziik, és Gauss-eliminéciot hajtunk végre.
Ekkor a nem 0 sorok megadjak a kifeszitett altér bazisat. A Gauss-eliminécié lépéseit nem
részletezem, csupan a végeredményt irom le.

1 10 0 1 100
0 0 1 1 02 2 2
2 022|777 1loo0 11
0 -3 0 3 000 3

Lathato, hogy a Gauss-eliminécié soran nem keletkezett csupa 0 sor, igy azt mondhatjuk,
hogy ez a 4 vektor linearisan fiiggetlen, azaz ebben az altérben ez a 4 vektor bazist alkot.

8. Hatarozzuk meg, hogy a b vektor benne van-e az A matrix oszlopvektorai altal kifeszitett térben!
Ha benne van, akkor fejezziik ki b-t az oszlopvektorok linearis kombinaciojaként!

(a)

A=1, 6| P=1 10

A feladatmegoldasa soran lényegében meg kell oldanunk a kdvetkezd linearis egyenletrendszert:
Ax = b, ahol x koordinatai megadjak majd a linearis kombinéciéban a keresett egyiitthatokat.
Ehhez a matrix kibévitett alakjaval dolgozunk.

1 3 -2 1 0 1
4 -6 10 0 1 -1

1 3 —2]

Azaz ebbdl mar megvan a keresett két egyiitthato (ezek egyértelmtek): 1 = 1,20 = —1. Ezek
segitségével tudjuk kifejezni b-t az oszlopvektorok linearis kombinéciéjaként: b = a; — aso.

1 —4 0
A= 2 =8 b= 1

A feladatmegoldasa soran lényegében meg kell oldanunk a kovetkezd linearis egyenletrendszert:
Az = b, ahol x koordinatai megadjak majd a linearis kombinéciéban a keresett egyiitthatokat.
Ehhez a matrix kibévitett alakjaval dolgozunk.

1 -4 0 1 -4 0
2 -8 1 0 01
Ebbél az alakbol azt latjuk, hogy az utols6 sorban ellentmondasra jutottunk, azaz ez a b

vektor nem lesz benne az A matrix oszlopvektorai terében. Igy nem tudjuk kifejezni linearis
kombinéacioként.

1 -1 1 2
A= 1 1 -1 b= 0
-1 -1 1 0

A feladatmegoldasa soran lényegében meg kell oldanunk a kovetkezd linearis egyenletrendszert:
Ax = b, ahol x koordinatai megadjak majd a linearis kombinécioban a keresett egyiitthatokat.
Ehhez a matrix kibévitett alakjaval dolgozunk.

1 -1 1 2 1 -1 1 2 1 0
1 1 -1 0| ~1]0 2 -2 2|~(01 -1 -1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Ebbdl mar meghatarozhatéak a keresett egyiitthatok, amelyek azonban nem egyértelmiiek a
megfelel§ ardnyokat tartva tobb j6 megoldas is létezik. x1 = 1,290 = —1 + t, x5 = t.



