Matematika A2

7. gyakorlat megoldéasa

1. Keressiik meg a megadott matrix (i) sorainak egy bazisat, (ii) oszlopainak egy bazisat, (iii) és
hatérozzuk meg a matrix rangjat!

(a)

1 -3
2 -6
A feladat megoldasahoz Gauss-eliminaciot végziink. Ugynais ennek segitségével megadhato az

oszlopoknak, a soroknak egy bézisa és a matrix rangja egyarant. A Gauss-eliminécié sorin
csak a megengedett sormtveleteket végezziik.

e~ e o

A maésodik sor csupa 0-bdl all, igy a sorok és oszlopok bézisa 1 dimenzios lesz, és a méatrix

rangja is 1 lesz. (Rang= lineérisan fiiggetlen oszlopok szama—= lineéarisan fiiggetlen sorok szé-
= legnagyobb nem 0 aldetermindns mérete).

A sorok bazisa: (1,—3).

Az oszlopok bazisa: ( ; )

A maétrix rangja: 1.

11 2 1
1 01 2
21 3 4

A feladat megoldasdhoz Gauss-eliminéciot végziink. Ugynais ennek segitségével megadhato az
oszlopoknak, a soroknak egy bézisa és a matrix rangja egyarant. A Gauss-eliminécié sorin
csak a megengedett sormiveleteket végezziik.

1 1 2 1 1 1 2 1
101 2 |~...0]0 -1 11
21 3 4 0 0 0 1

Mivel nincs a matrixnak csupa 0 sora, igy a sorok és oszlopok bézisa 3 dimenzios lesz, emellett
a matris rangja is 3

A sorok bazisa: (1,1,2,1),(1,0,1,2),(2,1,3,4).
1 1 1

Az oszlopok bézisa: 11,1 0 |,| 2
2 1 4

A métrix rangja: 3.

1 -3 2 2 1

0 3 6 0 -2

2 -3 -2 4 4

3 -3 6 6 3

5 =3 10 10 5
A feladat megoldasahoz Gauss-eliminaciot végziink. Ugynais ennek segitségével megadhato az
oszlopoknak, a soroknak egy bézisa és a matrix rangja egyarant. A Gauss-eliminécié sordn
csak a megengedett sormtveleteket végezziik.

1 -3 2 2 1 1 -3 2 2 1
0 3 6 0 -2 0 3 6 0 -2
2 -3 -2 4 4| ~...~|0 0 —-12 0 4
3 -3 6 6 3 0 0 0 0 0
5 =3 10 10 5 0 0 0 0 0



A kapott matrixnak van 2 csupa 0 sora, igy a sorok és oszlopok bézisa 3 dimenids lesz, emellett
a matrix rangja is 3.
A sorok bazisa: (1,-3,2,2,1),(0,3,6,0,—2),(2,—3,—-2,4,4).
1 -3 2
0 3 6
Az oszlopok béazisa: | 2 |, =3 [|,]| -2
3 -3 6
5 -3 10
A matrix rangja:3.

2. Keressiink egy olyan részhalmazat az alabbi vektoroknak, amely az 6t vektor altal kifeszitett tér
egy bazisat alkotja! Minden vektort irjuk fel a kapott bazis elemienek linearis kombinaciéjaként!
vy =(1,2,0,3), vo = (2,-5,-3,6), v3 = (0,1,3,0), v4 = (2,—-1,4,-7), v5s = (5, 8,1, 2).

Ezt a feladatot is az el6z6hodz hasonloan Gauss-eliminacioval kell megoldanunk. Es az igy kapott
alakbol mér egyszertien meg tudjuk majd adni a bézist.

1 20 2 5 1000 0
2 -5 1 -1 -8 0100 3
0—3341N0010§
3 60 -7 2 0001 1

Lathato tehét, hogy ennek a métrixnak 4 fliggetlen sora van, azaz az 6t vektor egy négydimenzios
teret feszit ki és a vy, vq,v3,v4 vektor bézist alkot ebben a térben. A feladat alapjan még ki kell
fejezniink v5 vektort a bazisvektorok linearis kombinéciojaként. Az egylitthatok leolvashatok az
elminiaci6é végén kapott matrix utolsé oszlopabdl:

3 1
’U5=O~U1+§U2+§’03+1}4.

Ebbdl latszodik, hogy wvo, v3 és vy is kifejezhetd a méasik 4 vektor linearis kombinacidjaként, azaz
{v1, v3,v4,05}, {v1,02,03,05} és {v1,v9,v5,04} szintén bazis. Viszont {vs,v3,vy,vs5} nem bazis,
hiszen ezek a vektorok linedrisan dsszefiiggSek (ugyanis vy + fvs +v4 — vs = 0).

3. Keressiink egy csak sorvektorokbol allo bazisat a sortérnek, és egy csak oszlopvektorkbol allo bazisat
az oszloptérnek.

1 -2 -4 3
(a | -3 6 12 -9
1 0 1 3
Ezt a feladatot is az eddigiekhez hasonléan Gauss-eliminéciéval oldjuk meg. Ugyanis ekkor
meg tudjuk allapitani a sor illetve oszloptér dimenzi6jat, igy meg tudjuk allapitani a bézist
is.

1 -2 —4 3 1 -2 -4 3
-3 6 12 -9 |~ |0 0 0 0
1 0 1 3 0 2 5 0

Lathato, hogy a matrixnak a méasodik sora csak 0-t tartalmaz, igy a sorok és oszlopok teré-
nek dimenzi6ja 2. Vagyis 2 elemi bazist kell kijelolni. A (sorcsere nélkiil) kapott matrixbol
leolvashato, hogy az els6 két oszlop, illetve az els6 és a harmadik sor fiiggetlenek.

Sortér bazisa: (1,-2,—4,3),(1,0,1,3).

1 -2
Oszloptér béazisa: -3 1, 6
1 0
2 —4 6 8
2 -1 3 -5
(b) 4 -5 9 3
0 1 1 -2



Ezt a feladatot is az eddigiekhez hasonloan (sorcsere nélkiili) Gauss-eliminacioval oldjuk meg.
Ugyanis ekkor meg tudjuk allapitani a sor illetve oszloptér dimenzidjat, igy meg tudjuk alla-
pitani a bazist is.

2 -4 6 8 2 -4 6 8
2 -1 3 -5 0 3 -3 —13
4 -5 9 37710 0o 0o o0
0 11 =2 o o 2 I

Lathato tehat, hogy a matrixnak van csupa O sora. Tehat a sorok és az oszlopok terének
dimenziéja 3. Igy 3 elem bézist kell kijelolni. Itt barmely olyan 3 harom sor vagy oszlopvektor
jO lesz, amelyek fiiggetlenek. A vezéregyesek helye alapjan az els6 kettd és a negyedik sor,
valamint az els? 3 oszlop fiiggetlen. Ez alapjan megéallapithatjuk a bazisokat.

Sortér bazisa: (2, —4,6,8),(2,—1,3,-5),(0,1,1 — 2)

2 —4 6

]2 -1 3
Oszloptér bazisa: 4 1l =5 || o
0 1 1

4. Az alabb megadott informéciok alapjan hatirozzuk meg, hogy az Ax = b linearis egyenletrend-
szernek hany megoldasa van, és hogy a megoldasoknak hany paramétere van!

A mérete A rangja [A|b] rangja

(a) 3x3 3 3
(b)  3x3 2 3
(c) 3x3 1 1
d 5x09 2 2
(e) 5%x9 2 3
(f) 4x4 0 0
(g) 6x2 2 2

Egy tétel alapjan tudjuk meghatarozni a megoldasok és igy a paraméterek szamaét is.

(a) részben az eredeti matrix rangja= kibdvitett matrix rangja= ismeretlenek szima=3. Ebbdl azt
allapithatjuk meg, hogy az egyenletrendszer megoldéasa egyértelmt, azaz 1 megoldas létezik csupan
és nincs szabad paraméter.

(b) részben az eredeti métrix rangja # kibovitett matrix rangja. Azaz ennek az egyenletrendszernek
nem lesz megoldasa, mivel a két rang egyenlsége a megoldhatosag sziikséges feltétele.

(c) részben eredeti matrix rangja= kib&vitett matrix rangja < ismeretlenek szama. Ebbdl azt alla-
pithatjuk meg, hogy ez egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van és a szabad paraméterek
szdma 3 — 1 = 2.

(d) részben eredeti métrix rangja= kibvitett matrix rangja < ismeretlenek szama. Ebbdl azt alla-
pithatjuk meg, hogy ez egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van és a szabad paraméterek
szdma 9 —2 =7

(e) részben részben az eredeti matrix rangja # kibGvitett matrix rangja. Azaz ennek az egyenlet-
rendszernek nem lesz megoldésa, mivel a két rang egyenlGsége a megoldhatosag sziikséges feltétele.
(f) részben részben eredeti métrix rangja= kibgvitett matrix rangja < ismeretlenek szama. Ebbgl
azt allapithatjuk meg, hogy ez egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van és a szabad para-
méterek szama 4 — 0 = 4. (Tetsz?leges 4 hosszusagu vektor megoldas, hiszen minden egyiitthato
0.)

(g) részben az eredeti matrix rangja= kib6vitett matrix rangja—= ismeretlenek szima=2. Ebbdl azt
allapithatjuk meg, hogy az egyenletrendszer megoldasa egyértelmi, azaz 1 megoldas létezik csupan
és nincs szabad paraméter.

Megjegyzés: az ismeretlenek szama—= oszlopok szama.

5. Legyen p = ag + a1z + asx? és q = by + byx + byx? a P, tér két vektora. Igazoljuk, hogy a
(P, q) = apbp + a1b1 + a2bs képlettel definialt mivelet tényleg skalaris szorzat (belsé szorzat) a P
téren!

Ahhoz, hogy ez tényleg skalaris szorzat, elendrizniink kell a tulajdonsagait.



(a)

Osszegtartas: (p1 + p2,9q) = (P1,4) + (P2, q)
(P1 +P2,q) = (a0 + Ag)bo + (a1 + A1)b1 + (ag + Az)by =
(aobo + a1b1 + agbs) + (Aoby + A1b1 + A2bs) = (p1,4q) + (P2,q)

Tehat ez a tulajdonsag rendben van.

konstansszoros: (Ap,q) = A(p,q)
(AP, @) = Aaoby + Aaiby + Aazba = A(aoby + a1b1 + azbz) = A(p, q)

Tehat ez a tulajdonsag is rendben van.

szimmetrikussag: (p,q) = (q, p)
(P, q) = aogbo + a1by + azbz = boap + bray + baaz = (q,p)
Ez is teljesiil.
pozitivitas: (p,p) > 0, (p,q) = 0 akkor és csak akkor, ha p=0
(p,p) =aj +ai+a3 >0

A fenti egyenlGtlenség azért teljesiil, mivel négyzetszamokat adunk 6ssze, amik mindig nem
negativak, és csak akkor egyenls a fenti Osszeg nullaval, ha ag = a1 = a2 = 0. Azaz a
nullpolinomrél van szé, azaz p = 0.

6. Legyen u = (uq,us,us) és v = (v1,v9,v3). Hatarozzuk meg, hogy a kovetkezk koziil melyek skalar
szorzatok az R3-on!
A feladat megoldasahoz ellendrizniink kell a skaléris szorzat fenti tulajdonsagainak teljesiilését.

(a)
(b)

(u,v) = ujv1 + ugzvs

Vegyiik az u = (0,1, 0) vektort. Ekkor (u,u) = 0, noha u # 0. Tehét ez nem skaléris szorzat.
(u,v) = ufv? + u3vi + uiv?

Ez sajnos nem lesz skalaris szorzat, mivel a linearitas nem teljesiil ra. Ugyanis:

(ur + uz,v) =(us + U1)*0} + (uz + Us)*v3 + (uz + Us)*v3 #
#(uiv} + u3vs +u3v3) + (UTvi + Uzvs + Uzv3)

A fenti egyenlGség azért nem &ll fent, mivel két tag négyzete harom tagbdl all, igy nem egy
kéttagn Osszeget kapnank hanem haromtagut. Azaz nem teljeseiil méar a skalaris szorzat elsé
tulajdonsaga sem, igy a fent deifinialt kifejezés NEM skaléris szorzat.

<11, V> = 2U1U1 —+ U2v2 + 4U3’U3

Ez skalaris szorzat lesz, a fentiekhez hasonléan vezethetd le, és minden tulajdonsag teljesiil
majd.

(u,v) = u1v1 — ugve + uzvs

Ez sajnos nem lesz skalaris szorzat. A 4. tulajdonsag (a pozitivitas) nem teljesiil r4 minden
esetben. Példaul u = (1,2,1) esetén (u,u) =1 —4+1 = —2 < 0. Tehét ez emiatt nem lesz
skalaris szorzat.

7. Igazoljuk, hogy ha (u,v) euklideszi skalar szorzat R"™-en és A pedig egy n X n-es métrix, akkor

(u,Av) = (ATu,v)

Az euklideszi skalar szorzat definicioja alapjan

=1 i=1
= Z [UJ ( A;‘:%)] = ZUJ (ATw); = (ATu,v)
j=1 i=1 j=1



8. A 27 szerint periodikus integralhato fiiggvények terén tekintsiik a kovetkezs miveletet:

2m

(f,g) = | f(z)g(z)dz,

ahol f = f(x), és g = g(z). Igazoljuk, hogy ez a mivelet valoban skalar szorzas! Szamitsuk ki az
(f,g) értékét az alabbi fiiggvények esetén!

Elgszor is igazolnunk kell, hogy a fent definidlt mivelet valoban skaléris szorzés, azaz teljesiil ra az
a bizonyos 4 tulajdonsag.

(i) osszegtartéas: (f1 + f2,8) = (f1,8) + (f2, )

Ez a tulajdonsag teljesiil az integralas linearitasa miatt. Ugyanis:

2 2

(f1 +1f2,8) = /o Tr(f1($) + f2(x))g(x)dz = fi(z)g(x)dx + ; fa(z)g(x)dr = (f1,8) + (f2, )

0

(ii) skalarszorzas: (AMf,g) = Mf,g)
Ez a tulajdonsag is teljesiil a konstans kiemelhet&sége miatt. Ugyanis:

2 27
(M. g) = / M@g@dr =X [ f@)g(a)dz = Af.g)
0 0
(iii) szimmetrikussag: (f, g) = (g, f)
Ez is teljesiil, ugyanis:
27 2
g = [ flo)ga)d = / o) f(x)de = (g, £)
0 0

(iv) pozitivitas: (f,f) >0
Ez is teljesiil, mivel pozitiv fiiggvény integraljanak értéke is pozitiv. Es csak akkor egyenlg O-val,
ha a 0 fiiggvény integraljuk. De ez csak abban az esetben all fenn, ha f(z) = 0.

2
(f,f) = fA(x)dx >0
0

A feladat kovetkezs részében csak ki kell szamolni a megfelels integralokat.

(a) f =cosz, g=sinz

27 o o
1 1 9
(f,g>:/ cosxsinxdxzf/ sin 2z = = _coszw _ 0
0 2 Jo 2 2 0
(b) f = coskx, g =sinlxz, ahol k és [ egész szamok
27 1 o
(f,g) = / cos kx sin lxdx = 5/ sin(l + k)2 + sin(l — k)adz = .. = 0
0 0

Az integral meghatarozasanal hasznaltuk az ismert trigonometrikus azonossagot.
(c) f=tang, g=1

27 2T i X on
(f,g) = / tan =dz = / Smi = [—8ln cos E} =4In2
0 8 0 COSg 81o

9. Az 5. feladatban megadott skalaris szorzattal szamitsuk ki ||p/|-t!
Egy adott kifejezés normajat a skalaris szorzat segitségével a kévetkezs modon szamoljuk ki: ||p|| =
(P, p). Ezt hasznaljuk a feladat megoldasaban.

(a) p=—1+ 21+ 22

Ioll = VP F 251 = V6



(b) p=3—42?
Ipll = V37 + = V35 = 5
10. Legyen u = (3,0,1,2), v=(—1,2,7,-3), és w = (2,0,1,1). Szamitsuk ki az alabbi kifejezéseket!

Itt is az el6bb megismert képletet fogjuk hasznalni, illetve azt amit a vektorokkal kapcsolatos
miveletekrsl tudunk.

(a) [u+v|
u+v=(2228-1)
lu+v]=vV4+4+64+1=+T3
(b) full+ [vll

Ju =vVO+0+1+4=V14
v|=v1I+4+49+9 =63
[ull + [[v] = V14 + V63
(c) I = 2ul] +2[]v]]

| —2ul|=v36+0+4+16 = V56
| = 2ull + 2||v]| = V56 + 2v/63 = 2(v14 + V/63)
(d) ||3u—5v+ w||
3u—b5v+w = (16,10, —31,22)
[3u — 5v + w|| = /162 + (—10)2 + (—31)2 + 222

11. Irjuk fel az u és v vektorok kozotti euklideszi tavolsagot!
A feladat megoldésa soran a kovetkez6t hasznéaljuk. Az u és v vektorok kozotti euklideszi tavolsag
a kovetkez6 modon szamolhato: ||lu — v

(a) u= (25 _1); V= (352)
u—v=(-1,-3)

Ju=vll = vIi+9=vi0

(b) u= (1v 1, 71); V= (27670)
u—v=_(-1,-5-1)

lu—v|=v1+25+1=+v27
(¢c) u=1(2,0,1,3); v=(-1,4,6,6)
u—v=(3-4,-5-3)
lu—v| =v9+16+25+9 =59
(d) u=(6,0,1,3,0); v = (~1,4,2,8,3)

u—v=(7,-4,-1,-5,,-3)

lu—v| =v49+16 +1+ 25+ 9 = V100 = 10
12. Igazoljuk az
1 1
wov = VP - v
egyenlGséget barmely R™-beli u, v vektorokral

Az egyenl6ség igazolasdnal csupan a norma és skalaris szorzat kozotti kapcesolatot kell hasznalni.
Emellett a skalaris szorzat linearitdsat kell hasznalni.



13. Hatarozzuk meg, hogy a megadott vektorok merélegesek-e egymasra az euklideszi skalaris szorzat
szerint!
Két vektor akkor meréGleges egymaésra, ha az euklidészi skalaris szorzatuk 0. Ezt kell tehat ellen-
6rizniink minden esetben.

(a) u=(-1,2,4), v=(2,3-1)
(u,v)=-246-4=0
Tehat ez a két vektor meréleges egymésra.
(b) u=(1,1,1), v=(-1,-1,-1)
(u,v)y==-1-1-1=-3
Tehat ez a két vektor nem meréleges egymaésra.
(¢) u=(a,b,c), v=(0,0,0)
(u,v) =0+0+0=0
Minden a,b,c paraméter esetén merdéleges lesz egymasra a két vektor.
(d) u=(-2,3,-51), v=(21,-2-9)
(u,v)=-44+3+10-9=0
Tehat a két vektor meréleges egymasra.
(e) u= (03_17275)1 V= (17_273a0)
(u,v)=04+2+6+0=38
Tehat ez a két vektor nem mer6leges egymasra.
(f) u= (a7b)7 v = (_ba Cl)
(u,v) =—ab+ab=0
Tehat ez a két vektor is merdleges egymaésra barmyel a,b paraméter esetén.

14. Tekintsiik R3-on az euklideszi skalar szozatot. Milyen k értékek mellett merdleges egymasra u és
v?
Ebben a feladatban is a fenti feltételt kell ellenérizni. Azon k paramétereket keressiik, amelyek
esetén a keét vektor euklidészi skalaris szorzata 0.

(a) u=(2,1,3), v=(1,7.k)
(u,v)=24+7+3k=0, k=-3

Tehat k = —3 esetén a két vektor meréleges egymasra.
(b) u=(k,k,1), v = (k,5,6)

(0, v) =k*+5k+6=0, k =—2ky=—3

Tehat k1 = —2 és ko = —3 esetén lesz merGleges egymasra a két vektor.



