Matematika A2

8. feladatsor megoldésa

1. Tekintsiik az R™-et és rajta az euklideszi skalar szorzatot (n = 2, 3,4). Hatarozzuk meg az u és a
v vektorok altal bezart szog koszinuszat!
A bezart szog koszinuszat az euklideszi skalarszorzat segitéségével az alabbi képlettel kapjuk:

U1V + UV 4 ...
[[allflv]l

CoOSx =

(3‘) u= (17 _3)7 V= (274)
[uf = V10

(b) u=(-1,0), v=(3,8)

() u=(-1,5,2), v=1(2,4,-9)
[uf = V30
[lv] = v101
242018
3030

Cosx =

Azaz ez a két vektor meréleges egymaésra.
(d) u=(4,1,8), v=(1,0,-3)
[uf| = v81 =9
[v]l = v10
4+0-24 20

9v/10 910

Ccosx =

() u=(1,0,1,0), v=(-3,-3,-3,-3)
Jufl = v2

v = V36 =6
~3-0-3-0
6v/2

Cos&x =

Sl

(f) u=(2,1,7,—1), v = (4,0,0,0)

Jul| = V55

[v]| = V16 = 4

8+04+0+0 2
4+/55 V55

Cos&x =




2. Hatarozza meg az a = (1,1,1,1) ésab = (1,1,1,0), ¢ = (1,1,0,0), d = (1,0, 0,0) vektorok kozott
1év6 szogeket a szokaszos, euklideszi skalar szorzattal.
A feladat megoldésa sorén a fenti képletet hasznaljuk majd.

lafl = Vi =2
bl = V3
Jell = v2

ldf = V=1
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cos(a,b) = =

Bt

Tehét az a és b vektorok éaltal bezért szog: §.

s
[\
&

cos(a,c) = =

3

Tehat az a és ¢ vektorok altal bezért szog: 7.

1
s(a.d) = =
cos(a, d) 5
Tehét az a és d vektorok éltal bezért szog: 5.
2

cos(b, c) = 7

Tehat a b és ¢ vektorok altal bezart szog: arccos <\/g)

cos(b,d) =

Sl

Tehat a b és d vektorok &ltal bezart szog: arccos (%)

cos(c,d) =

Sl

Tehat a c és d vektorok éltal bezart szog: 7.

3. Legyen V egy skalarszorzatos tér. Mutassuk meg, hogy ha u és v ortogondlis vektorok V-ben tugy,
hogy [[ull = Iv|| = 1, akkor [u —v| = v2!

Jlu—v|=+v{u-v,u—v)=(uu) —2(u,v)+ (v,v=v1-2-0+1=+2
4. Legyen V egy skalarszorzatos tér. Igazoljuk a
[l v + lu = v = 2[ul® + 2| v]?

azonossadgot V minden u és v vektorara!
A feladat megoldasa soran a skalaris szorzat és a norma kozotti kapcesolatot, illetve a skalaris szorzat
linearitasat kell hasznélni.



5. Tekintsiik az R3-at az euklideszi skalar szorzassal. Az alabbiak koziil melyek ortonormélt vektor-
halmazok?
Egy vektorhalmaz akkor ortonormélt, ha a benne 1év6 vektorok paronként merdlegesek egymésra
és a hosszuk 1.

(a) a = (%JLL); b= <L7L77L>7 c= (7i707L)
277 V2 V3T V3 V3 V27T V2
A fenti vektorhalmaz nem lesz ortonormalt, mert a b és ¢ vektorok nem lesznek merdlegesek

egymasra. Ugyanis
1 1

——— = —#0
iVeT
Emiatt tehat nem alkothatnak ortnormalt vektorrendszert.

_ (2 _21 _ (21 _2 _ (1 2 2
b) a=(3,-33)b=(53-3).c=(53%3)
A fenti vektorhalmaz ortonormélt. A vektorok paronként merélegesek és egységhosszuak.

(C) a= (17070)5 b= (Oa %’ %)7 c= (0303 1)
A fenti vektorhalmaz nem ortnormaélt, ugyanis a b és ¢ vektorok nem merdélegesek egymésra:

<b7 C> -

1

(b,c) = NG

£0

@ a= (G 5o —%) 0= (Y3~ 32:0)
A fenti vektorhalmaz ortonormaélt. Ugyanis a két vektor merdleges egymasra és a hosszuk 1.
6. Hatarozza meg az a,b,c valos szamokat ugy, hogy a v; = (1,1,1,1), vy = (1,1,—1,a) és vy =
(1,—1,b,¢) vektorok ortogonalisak legyenek!
A vektorok akkor ortogonéalisak, ha mer6legesek egymasra. Azaz azt kell ellendrizniink, hogy a
megfelel§ euklideszi skalaris szorzatok 0-k legyenek.

(vi,ve)=14+1-1-a=0,—- a=-1

(vi,v3) =b+c¢=0
<V2,V3> =—b—c=0

A fenti egyenletekbdl azt latjuk, hogy a b és ¢ paraméterek kozott a kovetkezs kapcsolat all fenn:
b = —c. Azaz a feladat megoldasa: a = —1, mig b = —c¢, ahol b értéke szabadon megvalaszthato.

7. Hatarozza meg az R3-ben 16v6 x + y + 2z = 0 sik egy ortonormélt bazisat!
A sik egy kétdimenzids altér, igy az ortnormalt bézis két vektorbdl &ll majd. Emellett annak is
teljesiilnie kell, hogy a két vekor mergGleges egymasra, benne vannak a sikban illetve hosszuk 1.

A kovetkez$ vektorpar ortonormélt bazis: <%,—%,0) és (%,%, \_/—%) (Ezek megkaphatok

(1,-1,0), (1,0, —1) bazisbél Gram-Schmidt-modszerrel.)

8. Tekintsiik az R3-at az euklideszi skalar szorzéssal. Hasznaljuk a Gram-Schmidt-modszert az {u1,uz,us}
bézis ortonormélt bazissa alakitasara!
A Gram-Schmidt ortogonalizacios eljaras sordn a kovetkezd lépéseket kell végrehajtani:

Vi =up
Vi
(v1,v1)
Vi Vo

V3 = ug — <Vlau3>m - <V27UB>W

V2 = Uz — <V17U2>

Ezek még nem lesznek ortonomalt vektorok, tehat még le kell majd Sket normaélni.



(a) up =(1,1,1), ug = (-1,1,0), ug = (1,2,1)

11 1
Vi = (1a 17 1)7 V2 = (_17170)a V3 = <6a 6) _3)

Ezeket a vektorokat még le kell normalnunk. Tehat a végeredmeény:

1 1 1
Vi = 1,1,1,V - 71,1,07V = 171772
=gt = 5l hvs =g )
(b) uy = (1,0,0), up = (3,7,—2), uz = (0,4,1)
30 105
v = (1,0,0), va = (0,7, ~2), vs = (0, ) 53)

Ezeket a vektorokat még le kell normalnunk. Tehat a végeredmény:
L
V53

9. Hatarozzuk meg v S = {v1,va, vs} szerinti koordinata vektorat!

1
(07 77 _2)7 Vg = 7(07 27 7)

Vi = (17070)7 Vo = \/ﬁ

(a) v=1(2,—-1,3); wv1=(1,0,0), va =(2,2,0), vs =(3,3,3)

A koordinatavektor meghatérozasdhoz meg kell oldanunk a kovetkezd egyenletrendszert: avy +
bug+cvz = v. Ekkor v koordinatavektora: (a, b, ¢). Az egyenletrendszer egyszertien megoldhaté
az eredménye: c=1,b= -2, a = 3.

Tehat v koordinatavektora: (3, —2,1).

(b) v =1(5,-12,3); v1=(1,2,3), v2 = (—4,5,6), vg = (7,—8,9) A koordinatavektor megha-
tarozasdhoz meg kell oldanunk a kdvetkezs egyenletrendszert: avy; + bvs 4+ cvg = v. Ekkor v
koordinatavektora: (a,b,c). Az egyenletrendszer egyszertien megoldhaté az eredménye: ¢ = 1,
b=0,a=-2.

Tehat v koordinatavektora: (—2,0,1).

10. Tekintsiik a B = {uy,us} és a B’ = {vy,va} bazisait R?-nek, ahol

wei] we[3] w=[i] e e[

(a) Keressiik meg a B’-b6l B-be valo bazisdtmenet matrixat!
Ehhez fel kell irni B vektorait B’ bazisban, azaz meg kell oldani az oy - vi + 1 - v = uy és

Qg - v1 + B2 - vo = ug rendszereket és igy Pp/_,p = [ gl ?;2 ] = ﬁ [ 41 ‘;’ ]
1 D2 -

(b) Keressiik meg a B-bdl B’-be valo béazisatmenet matrixat!
Mivel B a természetes bazis, ezért ez konnyen felirhato:

2 -3
Pp_,p = [ 1 4 }
(Az (a) feladatot megoldhattunk volna ugy is, hogy elébb felirjuk Pp_, pr matrixot és ekkor
Ppiop = Pplp.)

(c) Szamitsuk ki a [w]p koordinatavektort, ahol w = [ _g } és a [w]p = P~ l[w|p képlettel
szamitsuk ki [w]p/-t is!

-] Kl

(d) Szamitésunk ellendrzésekén szamitsuk ki direkt médon is a [w] g/ -t!

|~

3| . _
5 } & [wlp = Pl p[wlp = 5

=

Az a- vy + - va = w rendszer megoldasabol is [w]p = [ g } - ﬁ [ —_12 ] adodik



11. Hatarozzuk meg, hogy az alabbi méatrixok koziil melyek ortogonalisak!

Definicié alapjan egy méatrix akkor lesz ortogonalis, ha AAT =T

oas[i ]

r |1 0
=0 7]
r_ . |10
aar = 10]
Tehat ezen A métrix ortogonélis.
_[NE 1B
BT _ 1/vV2 1/V2
—1/v/2 1/V2
r . |10
BB _I_[O 1}
Tahat a B matrix ortogonalis.
0 1 1/V2
cC=1]10 0
0 0 1/V2
0 1 0
ch = 1 0 0
1/vV2 0 1/V2
3 o 1L
2 2
cc=10 1 0
1 09 1
2 2

Lathato, hogy a C méatrix nem lesz ortogonalis, hiszen az el6bbi szorzas eredményeképp nem

az identitas matrixot kaptuk meg.

12. Hatarozza meg az R? természetes béazisaban a kovetkezd transzformaciok métrixat:

A transzformécio matrixanak megadéasahoz egyszertien azt kell vizsgalnunk, ohgy a béazisvektorok-

nak mi lesz a képe, azaz a bézisvektorok mibe mennek at.

(a) az y = x egyenesre tiikrozeés (Z);

Az < (1) > béziselem képe: ( (; )
Az ( (1) > béziselem képe: ( (1) )

Tehéat a keresett tarnszforméciés matrix: T = [ (1) (1) }

(b) az y = —x egyenesre tiikrozés (I,); Az ( (1) ) baziselem képe: ( 7(1) >

0 (. [ -1
Az < 1 ) béziselem képe: ( 0 )

Tehat a keresett tarnszformacios matrix: 7o = _01 _01 ]
et e 1 . . , -1
(c) az O-ra val6 tiikrozés (L,). Az 0 baziselem képe: ( 0 )
Az < (1) > baziselem képe: ( _(1) >
. L. o -1 0
Tehat a keresett tarnszformacios matrix: T3 = 0 -1 ]



(d) Hatarozza meg a matrixok segitségével a P(3,2) pont képeit!
2 -2 -3
TP = { 2 },TQP_ [ 2 ],TSP— { - }
(e) Irja fel a T, T, matrixot! Magyardzza meg a kapott eredmény ¢és a T', métrix kozotti kapcso-
latot!
Azt kapjuk, hogy ToT; = T3, hiszen a két tiikkrozést elvégezve pont az O-ra tiikrozést kapjuk.

13. Hatarozza meg az R3 természetes bazisidban a kovetkezd transzformaciok matrixat:

(a) az y = x sikra tiikrozés;

1 0 0
=01 0
00 -1
(b) az x,y sikra vetités;
1 00
To=10 1 0
0 0 O
(c) a z tengely koriili 60°-os forgatas.
1 =B
51
L= % 35 0
0 0 1
(d) Hatarozza meg a matrixok segitségével a P(1,1,1) pont képeit!
1 1 1—+/3
TP = 1|, ,P=|1|,T3P= \/52+1
—1 0 1

14. (a) Hatérozza meg R?-ben a Z-vel val6 forgatds matrixat a B = {bl = ( (1) ) , ba= ( ? )}
termeészetes bazisban és a B’ = { 1= ( 1 ) , bh= ( (2) )} bazisban!
0 -1 1 2
L Rl Y
(b) Hatarozza meg a bazisatmenet méatrixot!
1 2
Pp_,p = [ 10 }

(c) Hogyan kaphatjuk meg a B’-ben vett transzformacié matrixot a B-ben vett transzformacio-
méatrixbol és a bazisatmenet matrixbol?

_ 1 2
Tp = PBLB’TBPBHB’ = [ 1 1 ]



