Matematika A2

10. feladatsor megoldasa

1. Keressiik meg azt az ortogonélis koordinata transzforméciot, amellyel az alabbi kvadratikus alak
négyzetek Osszegévé transzformalhato és irjuk fel a kvadratikus alakot az j valtozok segitségével!

El6szor megkeressiik a kvadratikus alakhoz tartozé A szimmetrikus métrixot, mint a 9. feladatsor
10. feladatban. Kiszamoljuk ennek sajatértékeit (A1, A2) és sajatvektorait. A lenormalt sajatvek-
torokbol, mint oszlopokbdl elGallitjuk a P koordinata transzforméciot. Ekkor

1 — P—l . x1
Y2 T2
transzformécio esetén a kvadratikus alak A\; - y7 + Ao - y3 alaki lesz.
(a) 222 4 223 — 22179
-1 V2
cioval a kvadratikus alak: 3y? + y3.
(b) 523 + 223 + 4x179

_ 2 -1 o . 1
A= [ 9 }, sajatértékek: 3, 1, P = { 1]

] és ezzel a koordinata transzforma-

15 2 PP 1|2 - ) . f iz
A= [ 9 9 ], sajatértékek: 6, 1, P = 75 [ 1 9 } és ezzel a koordinata transzformacioval
a kvadratikus alak: 6y7 + y3.
(C) 23?156’2
A= |9 Ul sajatertekel: 1,1, P= L | 1 71| és enmel a koordinsita transzformacisval
=11 o | sajdtértekek: 1, -1, P= =5 | | | €8 ezzel a koordinata transzformaciova

a kvadratikus alak: y? — y3.
(d) —32% + 522 + 22122

[ -3 1 Cpa _ 1 V1T —4
A_[ | 5},sa‘]atertekek.1+m,1 \/ﬁ’P_Ms\/ﬁ[ L4

ezzel a koordinéta transzformacioval a kvadratikus alak: (1 +v/17)y? + (1 — V/17)y

és
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—
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2. Nevezziik meg az alabbi feliileteket és rajzoljuk fel a grafikonjukat!

(a) z =19 — 2% —¢?

xz sikban rajzolt z = 19 — 2% parabola megforgatasaval kapott forgdsparaboloid.
(0) == Vo + 5

xz sikban rajzolt z = x, x > 0 félegyenes megforgatasaval kapott kup.
(c) 22 —y? =z

Hiperbolikus paraboloid vagy nyeregfeliilet.
(d) 22 +422=16

Az zz sikban rajzolt 2% + 422 = 16 ellipszis y tengellyel parhuzamos eltolasaval kapott feliilet.
(e) 22 —y? =1

Az yz sikban rajzolt z2 — y? = 1 hiperbola z tengellyel parhuzamos eltolasaval kapott feliilet.
(f) 922 +y* + 22 =9

Ellipszoid, aminek = tengely mentén az atmérGje 2, y és z tengely mentén pedig 6.



(g) 42% + 922 = 9y?
Rogzitett y = k-ra (k € R) a 422 + 922 = 9k? ellipszis pontjai.
(h) 22 —2%2 —9y2 =1
Rogzitett z = k-ra (|k| > 1) a k* — 1 = 22 + y? kor pontjai.
(i) (22/4) —y* = (z*/4) =1
Rogzitett © = k-ra (Jz| > 2) a ’“4—2 —1=y*+ é ellipszis pontjai.
() y*—2*=4
Az yz sikban rajzolt y? — 22 = 4 hiperbola z tengellyel parhuzamos eltolasaval kapott feliilet.

3. Adjuk meg a fliggvény értelmezési tartomanyéat, hatarozzuk meg az értékkészletét, adjuk meg a
szintvonalakat, hatdrozzuk meg az értelmezési tartomany hatéarait, allapitsuk meg, hogy az ér-
telmezési tartomany nyilt, vagy zéart, vagy egyik sem, dontsiik el, hogy az értelmezési tartomany
korlatos vagy nem!

(@) flz,y)=Vy—=
A fliggvény értelmezési tartoménya azon (x,y) pontparokbol all, amelyekre y —x > 0. Azaz a
fliggvény értelmezési tartoméanya: az y = x egyenes és az efolotti teriilet. Ez zart, nem korlatos.
Ertékkészlete: nemnegativ valés szamok.
Szintvonalai: \/y — = = ¢, azaz y = x + ¢*. Azaz a szintvonalai egyenesek, amik az y tengelyt
a ¢ pontban metszik.

(b) flz,y) =9 —a? —y?
A fiiggvény értelmezési tartomanya azon (z,y) pontparokbol all, amelyekre 9 — 22 — y2 > 0.
Azaz a fiiggvény értelmezési tartoménya: az origd kozéppontt harom sugara korlap pontjai.
Ez zart, korlatos.
Ertékkészlete: [0, 3].
Szintvonalai az 2% + y? = 9 — ¢ kordk (c € [0, 3]).

(©) f(z,y) =In(z® +y?)
A fiiggvény értelmezési tartomanya azon (x,y) pontparokbol ll, amelyekre 22 + y? > 0. Azaz
a fiiggvény értelmezési tartoméanya: R? \ {0,0}. Ez nyilt, nem korlatos.
Ertékkészlete: R.
Szintvonalai 2 + y? = e° korok.

4. Hatarozzuk meg a hatarértékeket!

eYsinx

(a) lim -

(2,y)—(0,0)

Y&
e¥sinz
=l 1=1

im
(zy)=(0,0)
A hatérérték kiszamitasakor felhasznaltuk, hogy a hn%) sinz _
r—

(b) lim  cos /|zy| — 1

(z,y)—(1,1)
A fiiggvény a megadott pontban folytonos, igy a hatarérték egyszertd behelyettesitéssel sza-
molhat6. A fenti hatérérték: cos0 = 1.

¢ lim YAV 2Y lim T4+ JT+2=2
(© ()= (0,0)22y VIV (2,y)—(0,0);27y VEEVY
(d lim V2r—y—2

(2,y)—(2,0);20—y£4 22Y~4

: V2 —y—2 ) % — 1y — 4
lim — = lim
(2,y)=(2,0)20—y#4 20—y —4  (2y)—=(2,0)20—y#4 22—y —4) - (V22 —y + 2)
. 1 1
= lim - _ =
(29)—>(2,0)20—y#£4 20 —y +2 4
A hatarérték kiszamolaskor gyoktelenitettiik a szamlélot, igy mar ki tudtuk szamolni a hatér-
értéket.




5. Az (z,y)-sik mely pontjaiban folytonosak az alabbi fiiggvények?

(a) f(z,y) =sin(z +y)
A megadott fliggvény folytonos fiiggvények Gsszetétele, nincs olyan tartomany, ahol nem ér-
telmezett. Azaz ez a fliggvény a teljes valds sikon folytonos.

Folytonossagi pontok: R2.

(b) f(z,y) = In(z%+y?) A megadott fiiggvény folytonos fiiggvények dsszetétele, a teljes valos sikon
értelmezett, kivéve a (0,0) pontot. Azaz ezen fiiggvény folytonossagi pontjai: R? \ {(0,0)}.

6. Kiilonbozs gorbék (ill. egyenesek) mentén vizsgalva, lassuk be, hogy az alabbi fiiggvények hatarér-
téke nem létezik (x,y) — (0,0) esetén!

4
(a) f(xvy) = sziyz
Kézelitsiink a megadott pontba y = ma? parabolak mentén. Ekkor a fenti hatarérték a kvet-

kez6 modon alakithato at:

x4 . xt 1

li S _
(W»y)lin(oyo) x4 4 y? xlirb x4 +m2xt 1 4+ m2

Azaz lathato, hogy kiilonboz6 m értékekre kiilonbozé hatarértéket kapunk. Igy a fenti kifeje-
zésnek nem létezik hatarértéke.

(b) fla,y) = 2
Kozelitsiink a megadott pontba y = max kiillonb6z6 meredekségl egyenesek mentén. Ekkor a
fenti hatarérték a kovetkezé médon alakithatd at:

mx2 m

1m —_ = 11lm —F =
(2,y)=(0,0) [zy|  @=0 |ma?|  |m]

Azaz lathato, hogy pozitiv m értékekre a hatarérték +1, negativ m esetén viszont -1. Igy a
fenti kifejezésnek nem létezik hatarértéke.

T+

() f(z,y) = xfz Kozelitsiink a megadott pontba y = mz kiilonb6z6 meredekségt egyenesek
mentén. Ekkor a fenti hatarérték a kovetkezd mddon alakithatéd at:

. T—y . z(l—=m) 1—-m
lim = lim =
@y—00z+y z=0z(l+m) 1+m

Azaz lathat6, hogy kiilonb6z6 m értékekre kiilonbozs hatarértéket kapunk. Igy a fenti kifeje-
zésnek nem létezik hatarértéke.

7. Hatarozzuk meg a fiiggvény parcialis derivaltjait minden véltozdja szerint!

(a) f(z,y) =2* —ay+y?

fo=2z—y
fy=—r+2y
(b) flz,y) = Va?+y? .
r___r
o2+ y?
’ Yy

Va? + y?
(c) flz,y) =e"Iny
fr=ylnye™
e”y

fo= ~ +zlnye™
Yy



(d) f(x,y) =log, o = 22

1
r_
Ja= zlny
r_ Inx
Y yln®y

8. Hatérozzuk meg az 6sszes masodrendi parcidlis derivaltat!

(a) f(z,y) = 2%y +cosy +ysina
fr=2xy+ycosx

fy =% —siny +sinz

N =2y —ysinz

f;’y = ?’J’m =2z +cosx
fyy = —co8y
(b) f(z,y) =In(z +y) .
gl _
fa= 1y x4y
1
" " — 1/ — 1 — _

9. Milyen sorrendd derivalassal kapjuk meg kénnyebben f,,-t: el§szor z-szerint vagy el6szor y-szerint?

(a) f(z,y) =xsiny + e¥
El6szor x szerint kell derivalnunk, ugyanis ekkor csak az els6 tag marad meg, amit konnyd
uténa y szerint lederivalni.

(b) f(z,y) = 2® + 5y +sinx + 7e®
El6szor y szerint kell derivalni, ugyanis ekkor csak a masodik tag marad. Es azt utana konnyti
x szerint derivalni.

(¢) f(x,y) = xInzxy ElGszor y szerint derivalunk, majd x szerint.

10. Igaz-e, hogy az f(z,y) fiiggvény egy megoldasa a

2 2
Af = gz—i + ‘;75 -0
Laplace-egyenletnek?
(a) f(x,y) =e 2 cos2x
fh = —2e % sin 2z
fr = —4e Y cos 2z
[l = —2e"* cos 2z

"o —2y
vy = 4de cos 2x

Lathato, hogy ezek alapjin tényleg teljesiil a fenti allitas. Azaz

7 "o



(b) f(z,y) = 2?2 +y?a D=R?*\{(0,0)} tartoményon.

x
fo=——s
x $2+y2

2 2 _ _ a°
VY s

1
Y
fy=
v /22 + Y2
2
/2 2_ _y
"o vy z24y?
fyy - x2 4 2
Kisebb szdmoléas utan lathato, hogy
1

7 "o

/22 + 2
azaz itt nem teljesiil a fenti egyenlet.

11. Adjuk meg a gradienst az adott pontban, azutidn vazoljuk fel a gradienst és azt a szintvonalat,
amelyik az adott ponton atmegy!

() flz,y) =y -z, R(2,1)
gradf(z,y) = (falc’f@,,) =(-1,1)

Azaz ezen fliggvény gradiense minden pontban: (—1,1)
(b) f(xa y) =Y—- 332, PO(_17O)

gradf(m,y) = (f;af;;) = (—2.’E, 1)

Azaz ezen fliggvény gradiense a megadott Py pontban: (2,1).

12. Adjuk meg a fliggvény irdnymenti derivaltjat a P, pontban, A iranyaban!

A fiiggvény iranymenti derivaltjat a kovetkez6 modon szamoljuk: (gradf,v), ahol v = ﬁ, azaz
egy A-val parhuzamos lenormélt vektor.
(a) f(xvy) = 2.’Ey - 3y27 P0(27 1)7 A=4 + 3.]
1
gradf(m,y) = (29a 2x — 6y>7 gradf(PO) = (2, _2>7 V= 3(4’3)
Azaz az irdnymenti derivalt értéke: %
(b) flz,y,2) =ay+e*™Y, Po(1,1), A =12i - 5j
1
gradf(z,y) = (y + e V.x — "), gradf(Py) = (2,0), v=1:(12,-5)
Azaz az irdnymenti derivalt értéke: %.

13. Adjuk meg azokat az irdnyokat, amelyekben a fiiggvény az adott P, pontban a leggyorsabban
novekszik, ill. cs6kken!

(a) f(xay) = (EQ - y2) PO(]-v 1)
Egy fiiggvény egy adott pontban a gradiensének iranyaban né leggyorsabban és azzal ellentétes
irAnyban csokken a leggyorsabban. Most grad f(z,y) = (2z,2y), azaz gradf(Py) = (2,2). Ezt
lenormalva kapjuk a leggyorsabb névekedés iranyat: %(1, 1), a leggyorsabb cstkkenésé pedig:

—75(1,1).



Most grad f (z,y) = (14y, 1+x), azaz grad f (Py) = (1, 1). Ezt lenormélva kapjuk a leggyorsabb
novekedés irdnyat: %(1, 1), a leggyorsabb csokkenésé pedig: —%(17 1).

14. Irja fel az érintésikot a Py pontban!
Tudjuk, hogy a z = f(x,y) fliggvény érintGsikja a Py pontban a kovetkezd: f.(Py)(z — zo) +
fy(Po)(y — yo) — (2 — 20) = 0. Azaz lathatjuk hogy csupan a parcidlis derivaltakra lesz sziikség a
feladat megoldasaban.

(&) z=a? + y27 PO(L 1a2)
Az adott pont a sikban fekszik, igy felirhat6 az érintGsik.

fy=2y, f,(Po)=2
Az érint6sik egyenlete: 2(x — 1) +2(y — 1) — (2 — 2) = 0.

(b) z = V4_x2_y27P0(070a2)

Az adott pont a sikban fekszik, igy felirhat6 az érintGsik.

xT

r_ / _

fﬂc— 4—x2—y2, fac(PO)_O
Y

o= AR =0

Az érintGsik egyenlete: O(x — 1) +0(y — 1) — (2 —2) = 0.

(C) = $y+x+y7 PO(la _17_1)
Az adott pont a sikban fekszik, igy felirhat6 az érintGsik.

fy=z+1, fy(P)=2
Az érintdsik egyenlete: O(x — 1) +2(y+1) — (. + 1) = 0.



