Matematika A2

11. feladatsor megoldasa

1. Irja fel az érintdsikot a Py pontban!
Tudjuk, hogy a z = f(x,y) fliggvény érintGsikja a Py pontban a kovetkezd: fL(Py)(z — zo) +
fy(Po)(y — yo) — (2 — 2z0) = 0. Azaz lathatjuk hogy csupan a parcidlis derivaltakra lesz sziikség a
feladat megoldasaban.
(a) z=2%+12 Py(1,1,2)
Az adott pont a sikban fekszik, igy felirhat6 az érintGsik.

fy=2y, f,(Po)=2
Az érint6sik egyenlete: 2(x — 1) +2(y — 1) — (2 — 2) = 0.

(b) z=+/4—22—y2, Py(0,0,2)

Az adott pont a sikban fekszik, igy felirhat6 az érintGsik.
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fr:*m, fo(Po) =0
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Az érintGsik egyenlete: 0(x — 1) +0(y — 1) — (2 —2) = 0.
(C) z = IL'y+IL’+y, PO(L 71771)
Az adott pont a sikban fekszik, igy felirhat6 az érintGsik.
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Az érintdsik egyenlete: O(x — 1) +2(y+1) — (2 + 1) = 0.

2. Hatarozzuk meg a megadott fiiggvények Osszes lokalis minimumét, maximumat, ezek helyét és a
nyeregpontokat is!
A lokalis szélsGérték létezésének sziikséges feltétele, hogy a parcialis derivaltak eltinjenek az adott
pontban. Emellett a létezés elégséges feltétele, hogy az adott pontban a kévetkezd determinéns
értéke pozitiv:
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7 < 0 esetben lokalis maximumrol beszéliink.

Ekkor, ha f > 0, akkor lokalis minimumrol, mig

(a) f(z,y) = 22" + 3y + 49> — 5z + 2y
Elgszor ellendrizziik a sziikséges feltétel teljesiilését.
fl=4r4+3y—5=0
[ —
y = 3r+8y+2=0

A fenti egyenletrendszer megoldédsa: x = 2, y = —1. Ezen pontban lehet a fiiggvénynek lokalis
szélsGértéke. Most vizsgaljuk a fenti determinanst.

fow =4 Joy=Jye=3 fy =8
Tehat a fenti determinans értéke a (2, —1) pontban : D = 32 — 9 = 23 > 0. Azaz a (2,—1)

pont lokalis minimum lesz, mivel f7 > 0.



(b) f(z,y) = 62% — 22° + 3y® + 6zy
El6szor ellendrizziik a sziikséges feltétel teljesiilését.

fi=122 - 62> +6y=0

fy =06y +6x=0

A fenti egyenletrendszer megoldéasa: x1 =0, y; = 0 és 2o = 1, yo = —1. Ezen pontokban lehet
a fiiggvénynek lokalis szélsGértéke. Most vizsgaljuk a fenti determinénst.

flo=12-12c fl,=f, =6 f,=6

A fenti determinans értéke a (0,0) pontban: D = 36. Azaz a (0,0) pontban a fliggvénynek
lokalis minimuma van, hisz f” > 0.

A fenti determinéns értéke az (1, —1) pontban : D = —36 < 0. Azaz az (1,—1) pont nyereg-
pont.

(©) flz,y) =2®+y>+32% — 3y> - 8
ElGszor ellendrizziik a sziikséges feltétel teljesiilését.

fl=32"4+6x=0

fy=3y"—6y=0
A fenti egyenletrendszer megoldéasa: x1 = 0, y; = 0; 220 = 0, yo = 2; x3 = —2, y3 = 0 és
x4 = —2,y4 = 2. Ezen pontokban lehet a fliggvénynek lokalis szélsGértéke. Most vizsgaljuk a
fenti determinénst.
fio=062+6 [, =f.=0 f;=06y—6

A fenti determinans értéke a (0,0) pontban: D = —36 < 0. Azaz a (0,0) pont nyeregpont. A
fenti determinans értéke a (0,2) pontban: D = 36 > 0. Azaz a (0,2) pont lokélis minimum
lesz, mivel f/ > 0. A fenti determinéans értéke a (—2,0) pontban: D = 36 > 0. Azaz a (—2,0)
pont lokalis maximum lesz, mivel f < 0. A fenti determinans értéke a (—2,2) pontban:
D = —-36 < 0. Azaz a (—2,2) pont nyeregpont.

(d) f(x7y) = I2+11/2_1
ElGszor ellendrizziik a sziikséges feltétel teljesiilését.
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A fenti egyenletrendszer megoldasa: x = 0, y = 0 . Ezen pontban lehet a fiiggvénynek lokalis
szélsGértéke. Most vizsgaljuk a fenti determinanst. Ertéke a (0,0) pontban: D =4 — 0 = 4.
Azaz a (0,0) pont lokalis maximum lesz, mivel f2 < 0.

3. Keressiik meg az f(z,y) = 2% +y? fiiggvény abszoltit maximumat és minimumét az elsé siknegyedbe
es6 haromszog alaka tartomanyon, amelyet az x = 0, y = 0 és y + 2z = 2 egyenesek hatéarolnak!
Egy fiiggvénynek abszolut szélsGértéke lehet azon belsé pontokban, ahol a parcialis derivaltak értéke
0; illetve a tartomany hataran.

El6szor vizsgaljuk a bels6 pontokat:

fi=220=0 fl=2y=0

A fentiek alapjén a (0,0) pont szamitana belsé pontnak. De ez hatarpont, igy ennek a fiiggvénynek
belsé pontban nincs abszolut szélsGértéke.

Most kovetkezzék a hatar vizsgalata:

(i) z = 0 esetben f(0,y) = y?. Az igy keletkezett egyvaltozos fiiggvény szélscértékét vizsgalva azt
kapjuk hogy y = 0. Azaz a (0,0) pontban lehet abszolut szélsGértek.

(ii) y = 0 esetben f(x,0) = 2. Az igy keletkezett egyvaltozos fiiggvény szélsGértékét vizsgélva azt



kapjuk, hogy x = 0. Most nem kaptunk tjabb potencialis pontot.

(iii) y = —22 + 2 esetben f(z, —2x + 2) = 52? — 8z + 4. Az igy keletkezett egyvaltozos fiiggvény
szélsGértékét vizsgalva azt kapjuk, hogy x = 0,8, igy y = 0,4. Azaz a (0,8;0,4) pontban lehet
abszolut szélsGérték.

Emellett azt is tudjuk, hogy minden tartoméanyi csticspontban lehet abszolut szélsGérték, igy vizs-
galnunk kell még a (1,0) és (0,2) pontokat is.

A megkapott pontokat helyettesitsiik vissza a fiiggvénybe, hogy megkapjuk a minimumot és maxi-
mumot. f(0,0) =0, f(0,2) =4, f(1,0) =1, £(0,8;0,4) = 1. Azaz a fiiggvénynek a (0,0) pontban
lesz minimuma, mig a (0, 2) pontban maximuma.

. Egy lapos korlap alakt tanyér alakjat D = (z,y) : 22 + y? < 1 egyenlet irja le. A tanyért melegitjiik
gy, hogy barmely (z,y) pontjaban a hémérséklet érteke T'(x,y) = 22 + 2y? — z lesz. Abrazoljuk
a hémeérséklet néhany szintgérbéjét D-ben. Keressiikk meg a tanyér leghidegebb és legmelegebb
pontjait!

Ebben a feladatban is a megadott fliggvény abszolut szélsGértékét kell megkeresniink. Azaz elGszor
vizsgaljuk a lehetséges belsé pontokat.

fi=22-1=0 fl=4y=0

A fentiek alapjan a (3,0) belss pont egy lehetséges abszolut szélsGérték.
Most kovetkezik a hatar vizsgélata:
Paraméterezziik be a hatart polarkoordinatak segitségével.

T =cos¢, y=sing

Ekkor f(¢) = cos? ¢ + 2 sin? ¢ — cos ¢. Az igy keletkezett egyvaltozos fiiggvénynek keressiik a szél-
sGértékét,ami a kovetkezs pontokban lehet: ¢ = —%’T; %”; 0; . ezeket vissza kell helyettesiteni az x
és y helyébe, hogy megkapjuk a keresett (x,y) pontparokat. Ha ezek megvannak, akkor behelyet-
tesitjiik a kapott pontokat az eredeti fliiggvénybe. A legnagyobb értéket & = i%w esetén kapjuk,
igy a legmelegebb pontok (—%7 :I:@), mig a leghidegebb pont a az (%, 0) belsG pont.

. Keressiik meg az f(z,y) = 2y és a g(x,y) = 222 + y? fiiggvények maximumét és minimumat az
22 +9y? =4,y >0 alaki félkoron!

Ez a feladat feltételes szélsGérték problémara vezet. Ezt Lagrange-multiplikator segitségével oldhato
meg. (Masik megoldasi modszer, hogy y > 0 miatt a feltételbdl ki tudjuk fejezni y-t: y = v4 — a2,
és igy a feladat egy egyvaltozos fliggvény szélsGérték keresésére egyszertisithet?.)

(i) A megoldashoz sziikségiink van az f és a feltétel figgveény (ezt ¢-vel jel6lom majd) gradiensére.

gradf = (y,z), grade = (2z,2y)

Ekkor a kovetkezs egyenletrendszert kell megoldanunk: gradf = Agrade, illetve ¢(z,y) = 0. Az
egyenletrendszer megoldasaként 4 pontot kapunk: (v2,v2), (v/2, —v2), (—v/2,v2), (—v2, —/2).
Ezen négy pontbdl a mésodik és a negyedik nem teljesiti az y > 0 feltételt. Az els§ pont feltételes
maximum, mig a harmadik feltételes minimum. Mivel az y > 0 feltételt nem vettiik figyelembe
a Lagrange-multiplikdtornal, ezért a felkor két végpontjat ((—2,0), (2,0)) is le kell ellendrizni, de
ezek most nem adnak szélsGértéket.

ii) A g(z,y) fiiggvény esetében eljarhatunk hasonléan:
(i) y) tugg y
gradg = (4z,2y), grad® = (2z,2y)

Az egyenletrendszert megoldva a vizsgalandé pontok: (0,2), (0,—2), (2,0) és (—2,0). Ezek koziil a
maéasodik nem teljesiti az y > 0 feltételt. Az elsé pont feltételes maximum, a harmadik és negyedik
pont pedig feltételes minimum.

. Oldjuk meg a kovetkezs feladatot!
Ez a feladat is feltételes szélsGérték keresésére vezet, és ezt is Lagrange-multiplikidtoros mddszerrel
oldjuk meg.



(a) Mennyi a minimuma f(z,y) = « + y-nak, ha 2y = 16, y > 07
A megoldashoz sziikségiink van az f és a feltétel fliggvény (ezt ¢-vel jelolom majd) gradiensére.

gradf = (1,1), grad¢ = (y,x)

Ekkor a kovetkezd egyenletrendszert kell megoldanunk: gradf = Agradg, illetve ¢(z,y) = 0.
Az egyenletrendszer megoldasaként 2 pontot kapunk: (4,4), (—4,—4). A masodik pont esetén
y > 0 nem teljesiil, az els? pont adja a minimumot, aminek értéke 8.

(b) Mennyi a maximuma f(z,y) = zy-nak, ha z +y = 167
A megoldashoz sziikségiink van az f és a feltétel fiiggvény (ezt ¢-vel jel6lom majd) gradiensére.

gradf = (y,z), grad¢ = (1,1)

Ekkor a kovetkezs egyenletrendszert kell megoldanunk: gradf = Agrade, illetve ¢(x,y) = 0.
Az egyenletrendszer megoldésaként 1 pontot kapunk: (8,8). Ez a pont feltételes maximum
lesz, amelynek értéke 64.
7. Mekkordk a méretei a i—z + Z—s = 1 ellipszisbe irhaté legnagyobb keriilet téglalapnak, ha az oldalai
parhuzamosak a koordinatatengelyekkel? Mekkora a teriilete?

Ha (z,y) a téglalap elsd siknegyedbe es§ csticsa, akkor a K (z,y) = 4(x + y) fliggvényt szeretnénk
maximalizalni az i—z + %z = 1 feltétel mellett. Lagrange-multiplikitor mo6dszert hasznélva a a

4a°%b*

megoldas x = \/a‘i_bw Yy = \/agj_b2. Igy a keriilet 4v/a? + b2, a teriilet pedig e




