Matematika A2

12. feladatsor

1. Vazoljuk fel az integralési tartomanyt és szdmitsuk ki az integralt!
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2. Hatérozza meg az f(x,y) = 2% + 2y fiiggvény integréljat az A(1,1), B(0,3) és C(3,0) pontok &ltal
hatéarolt haromszogon!
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3. Hatdrozza meg az f(x,y) = cos(4y) - sin®(4y) fiiggvény integraljat az A(0,0), B(2,2), C(6,2) és
D(4,0) pontok altal hatarolt paralelogramman!
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4. Vazoljuk fel az integralasi tartomanyt, irjuk fel és szamitsuk ki az integralt forditott integralasi
sorrenddel!
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5. Hatarozzuk meg a térfogatat annak az éknek, amelyet a z = 12 — 3y? feliilet és az x +y = 2 sik
véag ki az els§ térnyolcadbol!
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6. Impropius kettGs integralok az egyvaltozos impropius integralokhoz hasonléan értelmezhetsk, és
hasonléan is szamithatok. El6szor meghatarozzuk az integralt véges tartomanyon, és megnézziik
a hatarértéket, amint a hatarok a két valtozéra egymastol filiggetleniil végtelenbe tartanak.
Szémitsuk az integralokat kétszeres integralként, majd vizsgaljuk az egyvaltozo szerinti végtelenben
vett hatarértéket!
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7. Véazoljuk az adott gorbékkel hatarolt tartoményt, azutan fejezziik ki a teriiletét mint kétszeres

integralt, majd szamitsuk is ki a tertiletet!

(a) A koordinatatengelyek és az x + y = 2 egyenes.

[+

(b) Az x = —y? parabola és az y = x + 2 egyenes.
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(c) Az x = y? és x = 2y — y? parabolak.

8. Az ebben a feladatban szerepld integralok, ill. ezek Gsszegei, xy-sikbeli tartoméanyok teriiletét adjak

Véazoljuk fel a tartomanyokat, adjuk meg a hatarologoérbéket és a metszéspontokat! Majd szamitsuk
ki az integralokat!
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Hatarozza meg az f(x,y) = o + 32 fiiggvény kettSs integraljat T tartomanyon, ahol T az origd
kozéppontu 4 sugari kor azon pontjai, melyekre z < y!
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Térjiink at polarkoordinatakra, és szamitsuk ki az integralt!
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Hatarozza meg a T tartomanyon az f(x,y) fiiggvény kettGs integraljat, ha
Mindegyik integralt polarkoordindtak segitségével lehet szamolni



(a) T={(z,9)|2* + 4> < 1,y > 0,2 > 0}, f(z,y) = 755
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(b) T = {(z,y)|1 < a®+y? <4}, f(z,y) = In(a? + ¢?)
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12. Attérés polarkoordinatakra: Szamitsuk ki az
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13. Integrélja az f(x,y) = 1 fliggvényt az y = =, y = 2z, xzy = 1 és xy = 2 gbrbék altal hatarolt
tartomanyon!

integralt!
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14. Legyen T egy tartoméany az xy-sik els6 siknegyedében, amelyet az xy = 1, xy = 9 hiperbolak és az
y =z, y = 4z egyenesek hatarolnak. Hasznaljuk az = u/v, y = uv, u > 0, v > 0 transzforméaciot
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integral atirdsahoz egy megfele16 G tartomanyra az uv-sikon! Szamitsuk ki az integralt!

A Jacobi-determinins 2% és igy a helyettesitéses integralas szabélya alapjan
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15. Hatarozza meg az f(x,y) = z fiiggvény integraljat a T = {(z,y)|z > 0,y > 0,2%/3 +¢*/3 < 1}
tartoményral
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16. Hatarozza meg az y =z, y =2z, zy =1 és xy = 2 gorbék altal hatarolt sikidom teriiletét!
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Hasznaljuk az x = y = u?v helyettesitést, azaz u® = f’ v° = zy. Ekkor a Jacobi-determinans

uza

6% és a tertlet
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17. Hatarozza meg a z = 1 — x:2 — 212 feliilet z > 0 része és az x,y sik altal hatarolt térrész térfogatat!
Az f(x,y) = 1 — 2?2 — 2y? fiiggvényt kell kiintegralni az origd kozéppontt egységkoron (hiszen a
feliilet ezen tartomany felett van az xy sik felett. A szamolasnél polarkoordinatdkat hasznalunk
T=TCOoSp, Yy = %Singa:
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18. Hatéarozza meg az f(x,y) = x + y feliiletnek az A(0,0), B(0,1), C(2,1) és D(2,0) pontok &ltal
hatéarolt téglalap feletti részének felszinét!

A feliiletet az F = [ \/1 + (f2)? + (f})? dz dy keplettel tudjuk szdmolni, vagyis
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19. Hatérozza meg az f(x,y) = zy, T = {(z,y)|2* + y? < 1} feliilet felszinét!
A feliiletet az F = [ \/1 + (f2)? + (f;)? da dy keplettel tudjuk szamolni, vagyis
T
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F= //\/1+x2+y dxdy—//\/1+r2 rdgodr——(23/2 1).

20. Hatarozza meg az f(x,y) = 1 — 2% — y? feliilet xy sik feletti részének felszinét!

A feliiletet az F = [[ \/1 + (f2)? + (f;)? d dy keplettel tudjuk szamolni, vagyis
T
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21. Hatarozza meg a T = {(x,y)|r? + y* < R?,y > 0} tartomanyt lefedd homogén siklemez tomegko-
zéppontjanak koordinatait.

A tomegkdzéppont (2=, %) ahol m = [[ f(z,y)dzdy, m, = ffx (z,y)dzdy, my = [[y-
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f(z,y) da dy, ahol f(z,y) a test strisége (x,y) pontban.

Most homogen lemeziink van, vagyis f(x,y) = 1. Polarkoordinatakat hasznalva m = B
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My = ?, igy a tomegkozéppont (O 4R)
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22. Hatarozza meg a T = {(x,y)|x*/® + y*/3> < 1,2 > 0,y > 0} tartomanyt lefed6 homogén siklemez
tomegkdzéppontjanak koordinatait.
A témegkdzéppont (2=, v ahol m = [[ f(z,y)dzdy, m, = ffx (z,y)dzdy, my = [[y-
T T

f(z,y) da dy, ahol f(z,y) a test stirisége (x,y) pontban.

Most homogén lemeziink van, vagyis f(z,y) = 1. Elébb u = 2'/3, v = y!/3 helyettesitést, majd

polarkoordinatakat hasznélva m = 3T, m, =m, = igy a tomegkdzéppont (225, 250 )
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