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Szeparabilis differenciadlegyenletek

Szétvalaszthaté (vagy szepardbilis) differencidlegyenlet dltalanos alakja:

y' = f(x) 9(v), (1)
ahol g(y) # 0. Ekkor az egyenlet altaldnos megolddsat a

/ ﬁdy: [ fa)as (2)

egyenlet megoldasabdl kaphatjuk meg.
Ha g(yo) = 0 valamilyen yo-ra, akkor (1) egyenletnek a konstans y(x) = yo fliggvény is megoldasa.

1. feladat Adja meg a kovetkez6 differencidlegyenlet altaldnos és egy partikularis megoldasat:

Yy ==
T

Megoldasvazlat Ez az egyenlet szétvélaszthaté egyenlet: (1) egyenlet jeloléseivel most f(x) = %,

g(y) = y. A (2) integralegyenletbél Iny = Inx + ¢; adddik, ahol ¢; tetszbleges konstans, vagyis
y(x) = ¢g - & valamilyen ¢y konstansra, ez a differencidlegyenlet altalanos megolddsa.

Partikularis megoldast tgy kapunk, ha rogzitiink egy co-t az altaldnos megoldasban, pl co = 1
esetén adédod partikuldris megoldés: y(z) = .

2. feladat Adja meg a kovetkez6 differencidlegyenlet altaldanos megoldasat:

y/ — ew+y

Megoldasvazlat 3y = e”-e¥ szétvalaszthatd egyenlet, aminek dltaldnos megolddsara (2) egyenletbél
az adédik, hogy
—e Y =e"+g

vagyis y(x) = — In(—e* + ¢).

3. feladat Adja meg az alabbi kezdetiérték-probléma megoldasat:

ew

:m

/

Y ) y(()) =—4

Megoldasvazlat Az altaldnos megoldés ((2) alapjan):

1
§y2+y=e“"+c. (3)

A kezdetiérték-probléma megoldasat tgy kapjuk, hogy x = 0 esetén tudjuk, hogy y = —4, igy
ezeket (3) egyenletbe behelyettesitve ¢ = 3. Tehat a kezdetiérték-probléma megoldasa:

Su(@) +y(e) =3+ " (4)

Megjegyzés: Ebbél y(z) kifejezhetd, de nem sziikséges. Eldfordulnak olyan differencidlegyenletek
is, ahol nem is lehet kifejezni y(x)-et, csak implicit képlet adhaté rd (mint (4)).



4. feladat Adja meg az alabbi kezdetiérték-probléma megoldasat:
y' = y’sin(z), y(0) = 3
Megoldasvazlat Az altalanos megoldas:

1
—— = —COosT +¢,
Y

ahol a kezdetiértékbsl ¢ = —1. Tehat y(z) = —=

cosz+1"

5. feladat Adja meg az alabbi differencidlegyenlet dltalanos megoldasat:
y—2
y=—— (x#0,y#0)
Y

Oldja meg a kezdetiérték-problémakat az alabbi esetekben:

1. y(1) =2

2. y(1)=3

3. y(—-1)=-3
Megoldasvazlat

1. (1) egyenletben g(y) = y—;z, igy g(2) = 0. Tehat az y(1) = 2 kezdeti feltétel esetén konstans
megoldast kapunk: y(z) = 2.

2. (2) egyenlet bal oldaldn az yf =1 + 53 5 fliggvényt integrdljuk, aminek primitiv fliggvénye
y+ 21n(y — 2). Tehat ekkor az altaldnos megoldas

y+2In(y —2)=Inz +c. (5)
A y(1) = 3 kezdeti feltételbdl ¢ = 3 adddik, azaz y(x) + 2In(y(z) —2) =Inz + 3.

3. y(—1) = —3 feltétel esetén az (5) egyenletben a logaritmusokban negativ szdm szerepelne. Ezért
most (2) egyenletet Ggy érdemes felirni, hogy

[1-sdy=- [ Zan

ahonnan y — 2In(2 — y) = —In(—2z) + ¢. Ekkor a kezdeti feltételbsl ¢ = —3, igy a megoldas:

y(z) =22 - y(2z)) = —In(-2) -

6. feladat A rddium bomldsa sordn a sugarzé anyag y(t) mennyisége ardnyos az anyag csokkenésének
gyorsasagaval. Tudjuk, hogy a raddium felezési ideje 1600 év. A kiinduldsi anyag mennyiségének hany
szazaléka bomlik el 100 év alatt? 1

Segitség: —y' = Ay, ahol A az ardnyossdgi tényezd és y(1600) = iy(())

Megoldasvazlat A —y’ = Ay differencidlegyenlet altaldnos megolddsa —Iny = Az + c.

Csak a lebomlott anyag ardnyédra vagyunk kivancsiak, {gy feltehetjiik, hogy y(0) = 1 (azaz a felté-
teliink y(1600) = %) Ha az y(0) = 1 feltételt behelyettesitjik az altaldnos megoldasba, megkapjuk,
hogy ¢ = 0. Az y(1600) = 3 feltételbdl az is kijén, hogy A = 422 Tehat —In(y(z)) = 123 - z. Ebbél
—In(y(100)) = 1“2 ~ 0. 043 azaz y(100) ~ 0.958. Tehdt a kiinduldsi anyag mennyiségének koriilbeliil

4.2%-a bomlik le 100 év alatt.
Homogén fokszamii egyenlet

v =1(%) (6)

x
alaki egyenlet v = ¥ helyettesitéssel u' = ! ("a): % alakra hozhaté, ami szétvalaszthaté differencidl-
egyenlet. Ezt megoldva megkapjuk u-t, ahonnan y(z) = z - u(x).




7. feladat Adja meg az alabbi differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat:
z+y—axy =0
Segitség:

Alkalmazzuk az u(x) = y(@) helyettesitést.
x

Megoldasvazlat Atalakitds utén az egyenlet y’ = 1+ Y azazy = f(¥)az f(u) = 1+u fiiggvényre.
Igy a behelyettesités utdn u(z)-re kapott differencidlegyenlet

l
u = —.
xr

Ez egy szétvalaszthat6é egyenlet, aminek &ltaldnos megolddsa u(x) = lnx + ¢, amibdl y(x) =
z-u(z) =z -lnx + cz.

8. feladat Adja meg az alabbi differencidlegyenlet altaldnos megoldéasat:
¥ !
rew +y =2y

Megoldasvazlat Az eléz6hoz hasonld tipusi, de most f(u) = e* + u, {gy v’ = %, ahonnan u(x) =
—In(—Inz —¢), igy y(z) = —zln(—lnz — ¢).

9. feladat Adja meg az alabbi kezdetiérték-probléma megolddsat:
ey +ry =2 +y?, y(1) =2

Megoldasvazlat Atalakitds utdn latszodik, hogy ez is az eléz6héz hasonld tipusd, most f (u) =
14+u? —u Az = Wf_% egyenletet megoldva atrendezés utdn u(z) =1 — ﬁ, igy az altalanos
megoldds y(z) =z — 7.

A kezdeti feltételbdl ¢ = —1, vagyis y(z) =z

_ T
Inz—1"



