Matematika A3 épitomérnokoknek 2. gyakorlat
Els6rendii linearis inhomogén differencialegyenletek

Altaldnos alakja:
y +p(z)y=q@), (1)
ahol p, ¢ ismert, folytonos fiiggvények.

Az (1) egyenlet altaldnos megolddsit konstans varidciés médszerrel tudjuk megtaldlni. Ez 2
1épésbdl all:
1. Homogén rész altalanos megoldasa:

/

y 4+ p(z) -y = 0 dtrendezés utédn (y = —p(x) - y) szétvilaszthatd egyenletként megoldhato.
Legyen y; ennek a homogén egyenletnek az altalanos megoldésa.
2. Inhomogén egyenlet partikularis megoldésa:

Ha a homogén rész altaldnos megoldésa y;, = F'(c,x), akkor az (1) egyenletnek egy y, parti-
kuldris megoldésat megkaphatjuk y, = F(c(x), ) alakban. Ezt behelyettesitve (1) egyenletbe,
megkapjuk ¢(z) fuggvényt. Innen c(x) integraldssal meghatarozhatd, ebbdl pedig yy, is.

Ekkor az inhomogén egyenlet altaldnos megoldasa y = yn + yp.

1. feladat Adja meg a kovetkez6 differencidlegyenlet altaldnos megoldédsat:
Yy —y=e" (2)

Megoldasvazlat Az egyenlet (1) alaki p(z) = —1 és q(z) = e~ * fiiggvényekkel. Igy konstans
variaciés modszerrel meg tudjuk oldani:

1. A homogén egyenlet vy — y = 0, vagyis atrendezés utdn az y' = y szétvilaszthatd egyenletet
kapjuk. Ennek az altalanos megoldésa a kordbban tanultak alapjan y, = c - e”.

2. A (2) inhomogén egyenlet partikuldris megoldasat igy y, = c(z) - €” alakban keressiik (yj-ban a
tetsz6legesen vélaszthaté konstans c-t lecseréltitk egy ismeretlen c(z) fiiggvényre). Ezt az y,-t
visszahelyettesitjiikk (2) egyenletbe. Szorzat derivalasi szabaly szerint y, = c/(z)e” + c(x)e”,
vagyis (2) egyenletbe helyettesitésbol:

(c'(z)e” + c(z)e”) — c(x)e” =e ",

azaz ' (z) = e~2*. Integrélds utdn c(z) = —1e™2* adddik, azaz y, = c(x) - * = —

%e_l’.
Tehét a (2) inhomogén egyenlet altaldnos megoldésa:

. 1
ylz)=yn+yp=c-e _56

—x

2. feladat Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet!
xy’ = cosz — 2y (3)
Megoldasvazlat
1. A homogén rész dtrendezés utan: y' = —% -y. Ez szétvélaszthaté, amibél y, = ¢ - 2.
2. A partikuldris megolddst y, = c¢(z) - 72 alakban keressiik. Visszahelyettesitve (3) egyenletbe
d(x) = x - cosz.
Ebbél parcidlis integraldssal ¢(z) = sinz - x + cos z.

Vagyis az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa

c . 1
y(x) =yn +yp = = + (sinz -z + cosx) - ot



3. feladat Adja meg a kovetkezd differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat:

y’—£=x2+3x—2
x

Megoldasvazlat A homogén rész altaldnos megoldédsa yp, = cz. Az inhomogén egyenlet partikuldris
2
megoldést y, = c(z) - x alakban keresve c(z) = % + 3z — 2Inz adddik, igy

3
y(z) = cx + % + 322 — 2z1n .

4. feladat Adja meg az alabbi kezdetiérték-probléma megoldasat:

y —y =2t y(0) =1
Megoldasvazlat Elézekhez hasonlé jeldléssel y, = cel, y, = c(t)e! = 2e?!(t — 1), ahol c(t) fiigg-
vényt visszahelyettesités utan parcialis integraldssal tudtuk kiszamolni. Vagyis az inhomogén egyenlet

altalanos megoldasa
y(t) = ce' +2e*(t — 1).

A kezdeti feltételbdl ¢ = 3 jon ki. Tehat a kezdetiérték-probléma megoldasa

y(t) = 3e + 2% (t — 1).

5. feladat Adja meg az alabbi kezdetiérték-probléma megoldasat ¢ > 0 esetén:
ty +2y=1—t+1,y(1) =1/2
Megoldasvazlat y, = ct 2, y, = (% o % + %) T2 = % — % 4 %

y(t) = ct=2 + % — % + % altalanos megoldasba a kezdeti feltételt behelyettesitve ¢ = 1—12, vagyis a
keresett fiiggvény

T ti 3Ty

6. feladat Adja meg a kovetkezd differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat:

y/ _ 2y — t262t
Megoldasvazlat vy, = ce*’, y, = t3'§2t, azaz
t3 . th
y(t) = e + —

7. feladat Adja meg a kovetkezé differencidlegyenlet altaldnos megoldasat:
ey +y) =1

Megoldasvazlat

y(x) =ce ™ +ze™”

8. feladat Adja meg az alabbi kezdetiérték-probléma megoldasat:
2
I _Z = 1 = 3
y——y==y)

Megoldasvazlat Az inhomogén egyenlet dltalanos megoldasa
y(x) = cx® +Inx - 22
A kezdeti feltételbdl ¢ = 3, igy a keresett fiiggvény

y(z) = (3 +Inx) - 22



9. feladat Adja meg a kovetkezd differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat:
y' — 3x3y = 622

Megoldasvazlat Ezt az egyenletet mar kétféleképpen is meg tudjuk oldani:

3

¢ Linedris egyenletként: vy, = cems,yp = <f2e*“’3) et = -2, {gy y(z) = ce®™ — 2.

o Szétvilaszthatoként:
y' =322 +y)

egy szétvilaszthaté egyenlet, aminek a megoldésa kordbban tanultak alapjan In(2+y) = 23 + ¢,
azaz y(z) = ce® — 2 (épp mint a masik médszerrel).

10. feladat Adja meg a kovetkezo differencidlegyenlet altalanos megoldéasat:

2
/ — =
vty x2+1’(“£0)

2 c

, Yp = (v —arctanz) - 272, {gy y(z) = 5 + L — arctans,

Megoldasvazlat y, = cx™ prai i g



