Matematika A3 épitomérnokoknek 3. gyakorlat
Autoném és egzakt differencialegyenletek

Autoném differencidlegyenletek, stabilitas

Autoném differencidlegyenlet altalanos alakja:

v =f). (1)

Egyensilyi helyzetek (vagy kritikus pontok) az f(y) = 0 egyenlet megoldésai.
Egyensulyi helyzeteket osztalyozhatjuk stabilitds szempontjdbdl. Ehhez f(y) el6jelét kell megvizs-
galni. Az yo egyensilyi helyzet

e stabil, ha yo-t6l balra f pozitiv, yo-tol jobbra negativ,
e instabil, ha yy-t6l balra f negativ, yo-tol jobbra pozitiv,
o félig stabil egyébként.

Ezutdn az (1) differencidlegyenlet megolddsai vazlatosan dbrézolhaték. Egyrészt az egyensilyi
helyzetek adjak az egyenlet konstans megoldasait. Masrészt az ezek kozotti megoldasgdrbék monoto-
nitdsa leolvashaté f eléjelébél.

Megjegyzés: Ahol f(y) # 0, ott (1) egy szétvalaszthaté differencidlegyenlet, igy az analitikus meg-
oldas is megadhato.

1. feladat Adja meg a kovetkezd differencidlegyenlet egyensilyi megolddsait és jellemezze azokat
stabilitas szempontjabol! Vazlatosan dbrazolja a megoldasokat!

Yy =3-y

Megoldasvazlat Most f(y) = 3—y, aminek az egyetlen gyoke a 3, igy az egyetlen egyenstlyi helyzet
y = 3. Mivel f y < 3 esetén pozitiv és y > 3 esetén negativ, igy ez egy stabil egyenstlyi helyzet.
A vazlatos megoldasgdrbék:

e az y = 3 egyensilyi helyzetben konstans megolddsgorbét kapunk (4brén pirossal),

e y>3esetén f(y) <0, igy itt csokkend megolddsgorbék vannak, amik rdsimulnak az egyensilyi
megolddsra (ezek koziil egy lathaté az dbran kékkel, a konstans megoldds felett),

e y < 3esetén f(y) > 0, igy itt névekvd megolddsgorbék vannak, amik szintén rdsimulnak az
egyensulyi megoldasra (ezek koziil is egy lathaté az dbran kékkel, a konstans megoldds alatt).




2. feladat Adja meg a kovetkezd differencidlegyenlet egyensilyi megolddsait és jellemezze azokat
stabilitas szempontjabol! Vazlatosan dbrazolja a megoldasokat!

Yy =yly—1)(y—2)

Megoldasvazlat f(y) = y(y — 1)(y — 2) gyokei 0, 1 és 2. Az f fiiggvény n6 0 <y < 1és2 < y
esetén és csokken y < 0 és 1 < y < 2 esetén, igy a 0 és a 2 instabil, az 1 stabil egyensilyi helyzet.

Abran megint pirossal lathatok a konstans megolddsgorbék és kékkel egy-egy megolddsgorbe a
koztes intervallumokbél:

Megjegyzés: Ahogy az dbrakon is latszédik, a nem konstans megoldasgorbék oco-ben és —oo-ben
is mindig vagy rasimulnak egy konstans megolddsra vagy elszallnak oo-be (ez csak a legnagyobb
egyensulyi helyzet felett lehetséges) vagy —oo-be (csak legkisebb egyensilyi helyzet alatt).

Egy egyensilyi helyzet pontosan akkor stabil, ha +oo-ben feliilrdl és alulrdl is rasimulnak a meg-
oldésgorbék és pontosan akkor instabil, ha mindkét irdnyban eltavolodnak téle a megoldasgdrbék
~+oo-ben.

3. feladat Adja meg a kovetkezd differencidlegyenlet egyensilyi megoldasait és jellemezze azokat
stabilitas szempontjabol! Vazlatosan dbrazolja a megoldasokat!

Y =y’ —1)

Megoldasvazlat Az egyetlen egyensilyi helyzet y = 1, ami félig stabil. Ez ad egy konstans megol-
dasgorbét. A t6bbi megoldasgdrbe monoton no.

4. feladat Adja meg a kovetkezd differencidlegyenlet egyensilyi megoldédsait és jellemezze azokat
stabilitds szempontjabdl! Vazlatosan abrazolja a megoldasokat!

y' = (" = 1)(y—2)°

Megoldasvazlat Két egyensiilyi helyzet van: a —1 stabil, a 2 instabil. A nem konstans megoldés-
gbrbék monoton nének y < —1 és y > 2 esetén, mig monoton csdkkennek —1 < y < 2 esetén.

5. feladat Adja meg a kovetkez6 differencidlegyenlet egyensiilyi megoldésait és jellemezze azokat
stabilitas szempontjabdl, tovabba vazlatosan abrazolja is a megoldasokat:

Yy =(2-y)lny



Megoldasvazlat f(y) = (2—y)lny gyokei y = 1 és y = 2. Mivel f csak az (1, 2) nyilt intervallumon
pozitiv, igy az y = 1 instabil, y = 2 pedig stabil.

Ennek megfeleléen a megoldasgorbék: y = 1-ben és y = 2-ben konstans, y > 2 és y < 1 esetén
csOkkenGek, 1 < y < 2 esetén pedig névéek.

6. feladat Tekintsiik az 3/ = y® —y? differencidlegyenletet! Hatérozzuk meg az egyenstlyi helyzeteket
és ezek tipusat! Rajzoljunk le néhany jellemz6 megoldasgorbét! Adjuk meg az analitikus megoldast
is!

Megoldas vazlat FEgyenstlyi helyzetek y =0 és y = 1. Ebbol y = 0 félig stabil, y = 1 instabil.
Megoldasgorbék egyensiilyi helyzetben konstansok, y < 0 és 0 < y < 1 esetén csokkenodek, 1 < y
esetén névekvoek.
Az egyenlet az egyensilyi helyzeteken kiviil szétvalaszthatéként megoldhato. Az integralds tortekre
bontés segitségével végezheto el, az altalanos megoldas példaul y > 1 esetén:

1
ln(y—l)—ln(y)—i—;:x—i—c.

Egzakt differencialegyenletek

M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0 (2)
alakl egyenlet pontosan akkor egzakt, ha M, N parcidlis derivaltjai 1éteznek és folytonosak és
oM  ON

= 3
oy or (3)

Ekkor létezik F(x,y) : R? — R potencialfiiggvény, amire ‘3—5 = M, %—5 = N. Ezt az F(z,y)
fliggvényt integralassal tudjuk meghatdrozni:

Az M(x,y) figgvényt integraljuk x szerint. Ekkor még F-ben van egy ismeretlen, csak y-tol
fiiggd c(y) rész, amit %—5 = N azonossdghdl tudunk meghatérozni. (Hasonléan miikodik, ha N(z,y)-t
integraljuk y szerint, majd a csak x-t0l fligg6 részt %—f = M egyenletb6l szamoljuk ki.)

Ekkor (2) éltaldnos megolddsa F(z,y) = ¢, ahol ¢ tetsz6leges konstans.

Megjegyzés: A (2)-beli felirds ekvivalens az M (z,y) + N(z,y) -y = 0 alakkal.

7. feladat Adja meg a kovetkezé differencidlegyenlet altaldnos megoldasat:

zdy+yde =0 (4)

Megoldasvazlat A (4) egyenlet (2) alaka M(z,y) =y, N(x,y) = x fuggvényekkel. A (3) feltétel
teljesiil, hiszen
oM ON
i P |
dy ox
Tehét (4) egzakt, {gy az 4ltalanos megolddshoz az F(x,y) potencidlfiiggvényt kell kiszdmolni.
Tudjuk, hogy g—i = M, {gy M(x,y) x szerinti integraldsdbdl azt kapjuk, hogy F(z,y) = xy + c(y),
ahol c(y) egy csak y-tdl fliiggd tag. Azt is tudjuk, hogy %—5 =N, gy F(z,y) = zy + c(y) fiiggvényt y
szerint derivilva N (z,y) = z fiiggvényt kell kapnunk. Az zy+c(y) fiiggvénynek az y szerinti derivaltja
x + ' (y), vagyis most ¢/(y) = 0, igy ¢(y) = 0 valaszthato.
Tehét F(z,y) = zy és {gy (4) altaldnos megolddsa: xy = ¢, ahol ¢ tetszilegesen valaszthaté
konstans.

8. feladat Adja meg a kovetkezd differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat:

(2z —3y)dy + (2y — 3z)dz =0

Megoldasvazlat Most M (z,y) = 2y — 3z, N(z,y) = 22 — 3y. A (3) most is teljesiil, igy ez is egy
egzakt differencidlegyenlet. A %—i = M azonossagbol tudjuk, hogy F(z,y) = 2zy — 322 + ¢(y) alaki.
Ezutén %—5 = N-bdl kapjuk, hogy ¢ (y) = —3y, azaz c(y) = —%yQ valaszthato.

Tehat F(x,y) = 2zy — % (x2 + y2) és az altaldnos megoldas 2zy — % (x2 + y2) =c.



9. feladat Oldja meg az alabbi differencidlegyenletet:

eVdx + (ze¥ +2y)dy =0

Megoldasvazlat M (x,y) =eY, N(x,y) = ze¥ + 2y, {gy %—]‘y/[ =e¥ = %—];7.
Ekkor a potencidlfiiggvény:

Flz,y) = / M(z,y) dz = ze¥ + c(y),

ahol ¢(.) tetszleges fiiggvény.
Maésrészt g—g = N-bol tudjuk, hogy

xe¥ + ' (y) = xe¥ + 2y
azaz c(y) = y* + c.

Igy az egyenlet altalanos megoldasa
ze¥ +y* =c.

10. feladat Adja meg a kovetkez6 differencidlegyenlet altaldnos megolddsat:
2z(sin (y) + 1) + 22 cos (y)y' =0
Megoldasvazlat Ellendrizhetd, hogy az egyenlet egzakt. A potencidlfiiggvény
F(z,y) = 2*(1 + siny),
fgy az altaldnos megoldas x2(1 + siny) = c.
11. feladat Adja meg a kovetkez6 differencidlegyenlet dltaldnos megoldéasat:
2z cos (y) + (2ycos (y) — (2% + y?)sin (y))y’ =0

Megoldasvazlat Ez is egzakt, az ltaldnos megoldas: (z? + y?) - cosy = c.

12. feladat Adjuk meg a differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat!

y
,7;44'3/
Yy =

2z %

Megoldasvazlat Az egyenlet egzakt. A hozzatartozé potencidlfiggvény

2
’ 7’ 7’ 7’ y _
igy az altalanos megoldas 25 —x = c.



