Matematika A3 épitomérnokoknek 5. gyakorlat
Prébafiiggvény-moddszer, hiAnyos masodrendii differencidlegyenletek

Prébafiiggvény-modszer

1. feladat

(a)
(b)

Oldjuk meg az y"” + 4y = 3sin z differencidlegyenletet!

Adjuk meg az aldbbi kezdetiérték-probléma megoldasat!

Y +4y=2"+3z, y(0)=0, y(0)=2

Megoldasvazlat

(a)

A karakterisztikus egyenlet 72 +4 = 0. A gyokok: r = 2i, ro = —2i. Igy a homogén rész
altalanos megoldasa y;, = ¢1 cos(2z) + co sin(2z).

Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsat prébafiggvény-moédszerrel keressiik: g(z) =
3sinx és i nem gyoke a karakterisztikus egyenletnek (azaz s = 0), igy a préobafiiggvény:

Yp = PoCOST + qoSInT.
Visszahelyettesités utan sin z-es tagok egyiitthat6ibél gp = 1, mig cos z-es tagokbdl pg = 0.
Tehét az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa y = ¢ cos(2x) + co sin(2x) + sin .

A homogén rész altaldnos megolddsa most is yp, = ¢1 cos(2z) + co sin(2x).

Az inhomogén egyenlet partikuldris megoldasat vy, = pox? + p1x + po alakban keressiik. Ezt

kétszer derivalva és az eredeti egyenletbe helyettesitve a py = %, p1 = % és py = —% egylitthatok
adédnak. Tehat az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa
1 3 1
y = ¢1 cos(2x) + o sin(2z) + ZazQ + Vit

Az y(0) = 0 feltételbél c; = §. Az y(0) = 2 egyenletbdl c; = 1. Tehat a kezdetiérték-probléma
megoldésa:
1 11 1 3 1
y=3 cos(2x) + T sin(2x) + sz + Vit

2. feladat Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémat!

y' =3y +2y=2¢", y(0)=1, y'(0)=2

Megoldasvazlat A karakterisztikus egyenlet gyokei 1 és 2, igy a homogén rész altalanos megoldasa

yn = ciet + cpe?t.

2t

Az inhomogén rész g(t) = 2et. Mivel 1 gyoke a karakterisztikus egyenletnek, ezért most s = 1, azaz
a partikuldris megoldést y, = pote’ alakban keressiik. Ezt kétszer derivalva, majd visszahelyettesitve
az inhomogén egyenletbe az et egyiitthatéibdl py = —2. Igy yp, = —2te', vagyis az inhomogén egyenlet
altalanos megoldasa:

Y=Yn +yp = cre! + coe®t — 2tel.

A kezdeti értékekbdl

l=c1+co,

2=Cl—|—202—2.

Igy ¢1 = =2, cp = 3 és y = —2e! 4 32t — 2tet.



Hianyos masodrendii differenciadlegyenlet

Hidnyos mésodrendii differencidlegyenletrdl akkor beszéliink, ha z, y és 3’ koziil valamelyik (akér
egyszerre tobb) nem jelenik meg az egyenletben. Harom tipussal foglalkozunk részletesebben:

o Ha y és v/ is hidnyzik: v = f(z). Ekkor y = [ [ f(z) dz dz.

o Ha y hidnyzik: p(z) = y'(x) helyettesitéssel (y” () = p(z)) elsérendii egyenletet kapunk p(x)-re.
Ezt megoldva y = [ p(z) dz.

e Ha z hidnyzik: p(y) = v’ helyettesitéssel (y" = 3—5 - p) p(y)-ra elsérendli differencidlegyenletet

kapunk. Ennek megoldédsa utdn y' = p(y) elsérendii szétvilaszthat6 egyenlet megoldasa y.

3. feladat Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémaékat!

y'y— () =0
(a) y(0)=0,4'(0)=3
(b) y(0)=1,4'(0)=3
(c) y(0)=3,y'(0)=3

Megoldasvazlat p(y) =y’ helyettesités utan

dp 9
Loy —p2=0
dy p-y—>p

egyenlet ad6dik. Ez szétvalaszthaté, altaldnos megolddsa p(y) = c-y. Igyya % = cy szétvalaszthatd
egyenlet megoldasabdl adédik, vagyis y = c1e®?”.

(a) Az y(0) = 0 feltételbdl ¢; = 0, {gy viszont mdsik feltétel nem teljesiilhet, azaz nincs megoldas.
(b) Kezdeti feltételekbdl c; = 1, co = 3, azaz y = e3%.

(c) Kezdeti feltételekbdl ¢ = 3, co = 1, azaz y = 3e”.

4. feladat Oldjuk meg az aldbbi kezdetiérték-problémat!
y"=12yy, y(0)=0, ' (0)=0

Megoldasvazlat p(y) = y’ helyettesités utdn a p - p’ = 12,/y szétvélaszthaté egyenletet kapjuk.
Ennek az altaldnos megoldésa p = +£1/16y3/2 + ¢. Kezdeti feltételekbél itt ¢ = 0. Igy y az v/ = +4y%/4
megolddsabdl adédik: y = 0 (ez teljesiti a kezdeti feltételeket) vagy y = (z + C)?, ahol az y(0) = 0
kezdeti feltételbsl C = 0, igy y = x*.

5. feladat Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémét!
y'=-2t(y')% y(0)=0, y'(0)=-1
Megoldasvazlat p(t) = y/(t) helyettesitéssel p’ = —2tp? szétvilaszthaté egyenletet kapjuk, aminek

az dltaldnos megoldasa p(t) = z—. Az y'(0) = —1 kezdeti feltételbél ¢ = 1.
Ezutan az eredeti egyenlet altalanos megoldéasa integralassal szamolhato:

y:/ﬁ%dt:/m—itﬁm‘iﬂ dt:%(ln(l—t)—ln(l—kt))—kC,

ahol az y(0) = 0 kezdeti feltételbél C' = 0. Tehat a kezdetiérték-probléma megolddsa:

y = %(ln(l —t) —In(1 + 1)),



6. feladat Adjuk meg a kovetkezo differencidlegyenletek dltaldnos megoldasat!
(a) y" = e* + cos(3x)

(b) ¥ =1+sinz

Megoldasvazlat Jobb oldalt kétszer integrdlva kapjuk a megoldasokat:

(a) y = 1e* — §cos(3z) + c1z + c2

(b) y:g—z—sinx—i—clx—i—@

7. feladat Adjuk meg az aldbbi egyenlet altaldnos megoldasat!

/

Yy = Y 4 wsina
x
Megoldasvazlat p(x) = y'(x) helyettesités utdn p-re elsérendii linedris egyenlet addédik:

p = Py rsina.
x

Ennek az altaldnos megoldédsa konstans varidciés mddszerrel: p(x) = ¢-x —cosz - x. Ezt integrlva
_ 2 ;
Yy =ci1x° —xsinz — cosx + ca.

8. feladat Adjuk meg a kovetkezo differencidlegyenlet altaldnos megoldédsat!
(y')* +2yy" =0

Megoldasvazlat p(y) = v’ helyettesitéssel a kapott egyenlet p? + 2yp - p’ = 0, ami 4trendezve
1

p = fgi"—y, ami szétvélaszthaté. Ennek az dltaldnos megolddsa p(y) = c-y~ 2, azaz y = c- y~z. Ezis

szétvalaszthatd, amit megoldva megkapjuk az eredeti egyenlet altaldnos megoldasat:

e

[SCIR )

Y2 = 1T + Ca.

9. feladat Adjuk meg az aldbbi kezdetiérték-probléma megoldédsat!
y' =2y, y(0)=0, y(0)=1

Megoldasvazlat A p(y) = v’ helyettesités utdn kapott szétvalaszthatd egyenlet megoldasa p(y) =
y2 4+ ¢. A kezdeti feltételeket haszndlva ¢ = 1. Az 3 = y? + 1 szétvalaszthat6 egyenlet megoldésa
y = tan(z + C), ahol az y(0) = 0 kezdeti feltételbdl C = 0, azaz y = tan z.

10. feladat Adjuk meg a kovetkezo differencidlegyenlet altaldnos megolddsat!

4
y”+—y':x
x

Megoldasvazlat A p(x) = y/(z) helyettesités utan a differencidlegyenlet p’ + %p = z egy elsbrendii
linedris differencidlegyenlet p-re. A homogén rész altaldnos megoldasa p, = ¢ -2~ %. Az inhomogén

egyenlet egy partikuldris megolddsa megkaphat6 konstans varidciés médszerrel: ppary = %. Tehat
plx) =c- -z + %2. Ezt integralva az eredeti egyenlet dltalanos megoldasa:

3

_ -3,
y=cx °+ 18—|—62.



11. feladat Adjuk meg az alabbi kezdetiérték-probléma megoldasat!
y' =4y =0, y(0)=3, y'(0)=2

Megoldasvazlat Az egyenlet megoldhaté p(y) = 3’ helyettesitéssel. A helyettesités utdn kapott

differencialegyenlet y-ra: % = 2y? + ¢, ahol a kezdeti feltételekbdl ¢ = —16. A kapott egyenletet

y'-re dtrendezve y' = 24/y? — 8, ami szétvdlaszthaté. Ennek a megolddsdhoz hasznédljuk az

1 U
/\/ﬁdu:arcosh(g)—l-c

nevezetes integralt. Ennek segitségével kapjuk, hogy

Y
ar cosh [ == | =2z + C,
<\/§>
azaz
y = V8cosh(2z + C).

Itt az y(0) = 3 feltételb8l C' = ar cosh (%) = 2 Igy egyszertisitések utdn azt kapjuk, hogy a

kezdetiérték-probléma megoldasa:

y = 2e*" e 27,

Egyszeriibben: Vegyiik észre, hogy a feladatban megadott differencialegyenlet egy konstans egytitt-

hat6s homogén mésodrendii differencidlegyenlet és {gy sokkal egyszeriibben is megoldhat6 (1. 4. Gya-
korlat 2. feladat (a)).

12. feladat Adjuk meg a kovetkezd differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat!
" =3y +u

Megoldasvazlat A p(x) = y'(z) helyettesités utdn p-re egy elsérendii lineéris differencidlegyenletet

kapunk (4trendezés utén): p’ = %p + 1. Ennek az altaldnos megoldésa p = cz® — £. Ezt integralva

5
kapjuk az eredeti egyenlet altaldnos megoldasat:

2
T
y=C1$4—Z+C2-

13. feladat Adjuk meg az aldbbi kezdetiérték-probléma megolddsat!
y'=y'e, y(0)=3, y(0)=-1
Megoldasvazlat p(y) =y’ helyettesitéssel kapott szétvalaszthatd egyenlet megoldésa

ply) =—eV+c

Ezutén az y' = —e™¥ + ¢ egyenlet megint szétvilaszthato, ahol az [ —— dy integralds az u = eV
helyettesitéssel szamolhato. A kapott megoldas ez alapjan
1
—In(1e? — 1) =z + ca.
C1
A kezdeti feltételekbdl ¢; = 1+ e73 (ezt az iy’ = —e™Y + ¢ egyenletbe helyettesitéssel érdemes
szdmolni) és ¢y = 14-% Tehat
_ n((1+e®e!) 1) =24+ ———
14+e3 1+e 3



