Matematika A3 épitomérnokoknek 13. gyakorlat
Centralis hatareloszlas tétel, linearis differencidlegyenlet-rendszerek

Centralis hatareloszlas tétel

Legyenek X7, Xo, ... fliggetlen, azonos eloszldsu valdszintiségi valtozok, melyekre E(X;) = m, D(X;) =
s minden ¢ =1,2,... esetén! Legyen S,, = X1 + X2 + --- + X,,. Ekkor minden a € R konstansra

. S, —n-m B
i P (\/a < ) = 2(a).

Megjegyzés: A tétel mondanivaléja, hogy S, standardizéltjanak, azaz S g__\}m—nek az eloszlasa

nagy n esetén jol kozelithetd N (0,1) standard normélis eloszldssal. Azaz S, eloszldsa nagy n esetén
kozelitbleg N'(n-m, s2-n). Igy S,,-re vonatkoz6 valészinfiségi kérdéseket meg tudunk oldani a norméalis
eloszlasnél tanultak segitségével.

A centralis hatareloszlas tételnek egy nevezetes specidlis esete, amikor X; olyan valtozo, ami p
valdszintiséggel 1, 1 — p val6szintiséggel 0 (ezt hivjdk p paraméterti Bernoulli eloszldsnak). Ekkor
Sy ~ BIN(n, p), igy m = p, s = /p(1 — p). Ezt nevezik de Moivre—Laplace-tételnek.

1. feladat Mennyi a valésziniisége, hogy 6000 kockadobas soran el6fordulé hatosok szama 970 és
1050 kozé fog esni?

Megoldasvazlat Legyen Sgooo a hatosok szdma 6000 dobéds utan! Ekkor Sgpog ~ BIN (60007 é) és
a kérdezett valészinliség:

970 — 1000 - 56000 — 1000 - % 1050 — 1000 -
NI IR \/600 +.2./6000 1-2.1/6000
Seo00 — 1000 - &
-4/6000

(970 < Se000 < 1050

Pl -1,04< <1,73
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Itt a de Moivre-Laplace-tétel alapjan az egyenlGtlenségek kozepén szerepld ?ﬁ% valtozé

jol kozelithetd egy N(0,1) eloszlast valtozéval. Igy a fenti valészinfiséget is tudjuk jo kozelitéssel
szamolni:

P(970 < Seo00 < 1050) ~ (1, 73) — ®(—1,04) = 0,9582 — (1 — 0,8508) = 0, 809.

Megjegyzés:
o Mivel Sgpoo eloszlasa binomidlis, igy a pontos valdszintiséget is fel tudnank irni a stlyfiiggvénye

segitségével. De ekkor a kérdezett valdszinliségre egy koriilbeliil 80 tagi Osszegiink lenne, ami
nehezen kiértékelhetd.

o Mivel egy egészértékii valtozérol szolt a feladat, az elején dgy is felirhattuk volna a kérdezett
valészintiséget, hogy P(971 < Sgooo < 1049), viszont ekkor egy kicsit mds eredményt kaptunk
volna. Mindkett6 felirasbél kapott eredmény jol kozeliti a kérdezett valoszintiséget és mindketto
j6 megoldas. Ezeknél pontosabb eredményt kapunk, ha 970,5 és 1049, 5 hatarokkal szamolunk.
Ezt hivjak folytonossagi korrekciénak.

2. feladat Egy gyar adott tipusi termékei egymastél fiiggetleniil elfogadhaté mindségiiek 0,95 valo-
szintiséggel. Becsiiljiikk meg annak valészintiségét, hogy a kovetkez6 150 termékbdl legfeljebb 10 nem
lesz elfogadhato!

Megoldasvazlat Legyen Si50 a 150 termékbdl a nem elfogadhaték szama! Ekkor tudjuk, hogy
S1s0 ~ BIN(150; 0,05). Igy a de Moivre-Laplace-tétel alapjan

S50 — 150 - 0,05 < 10 —150-0,05
v/150-0,95-0,05 — /150-0,95- 0,05

P(Si50 < 10) = P ) ~ ®(0,94) = 0,8264.



3. feladat Kétféle érménk van. Az egyik igazsigos, ami 50%-os eséllyel mutat fejet is és frést is, a
mésik viszont cinkelt, és 55%-o0s eséllyel mutat fejet. Megtaldljuk az egyik érménket, de nem tudjuk,
hogy igazsigos-e vagy sem. Ennek eldontésére az aldbbi tesztet hajtjuk végre: feldobjuk az érmét
1000-szer, majd ha legalabb 525 fejet mutat, akkor azt mondjuk, hogy ez a cinkelt érme. Ellenkez6
esetben igazsidgosnak nyilvanitjuk az érmét.

(a) Mennyi a valosziniisége, hogy a tesztiink téved, feltéve, hogy igazsdgos volt az érme?

(b) Mennyi a valészin{iség, ha hamis?

Megoldasvazlat Legyen I és H a dobott fejek szdma az igazsdgos, illetve a hamis érme esetén!
Ekkor I ~ BIN(1000; 0,5), H ~ BIN(1000; 0,55). Igy a de Moivre-Laplace-tétel alapjan annak a
valoszintisége, hogy a teszt téved:

(a) P(I >525)~1—® (%) ~ 0,0571,

(b) P(H < 525) ~ @ (s ) = 0,0559.

4. feladat Hatarozzuk meg azt a legkisebb k egész szamot, amelyre igaz, hogy annak a valésziniisége,
hogy 400 érmedobés soran a fejek szama 195 és k kozé esik, az legalabb 0,5.

Megoldasvazlat Legyen Syo0 a fejek szdma 400 dobés utdn! Ekkor Syg9 ~ BIN(400; 0,5). Olyan k
értéket keresiink, amire

P(195 < Sio0 < k) > 0,5.

A bal oldalon 1év6 valdszintiséget tudjuk kozeliteni a de Moivre-Laplace-tétel segitségével:

195 —200  S400 — 200  k—200
P(195 < S0 < ]{1) = P( < 400 ) ~

10 0 - 10

k — 200 1 k — 200
i —d(-—=)=a - .
(5557) -0 (3) =2 (F57) -omes

Ebbsl @ (£52%9) > 0,8085, gy £52%0 > 0,88, azaz k > 209.

5. feladat Hanyszor kell érmével dobnunk ahhoz, hogy 0,95-nél nagyobb valdsziniiséggel a fej ered-
mények szama a dobdsok szamanak 47%-a és 53%-a kozé essen?

Megoldasvazlat Legyen S, a fejek szdma n dobds utdn! Ekkor S, ~ BIN(n; 0,5). Olyan n-et

keresiink, amire
P(0,47n < S, < 0,53n) > 0,95.

A bal oldalon 1év6 valdszintliséget tudjuk kozeliteni a de Moire—Laplace-tétel segitségével:

~0.03n _ S, —0.5n _ 0,03n
0,5vn 0,5v/n  0,5y/n

Igy olyan n kell, amire ® (0,06y/n) > 0,975, azaz 0,06y/n > 1,96, igy n > 1067.

P(0,47n < S,, < 0,53n) =P ( ) ~ 20 (0,06y/n) — 1.

6. feladat Mennyi a valdszintisége annak, hogy 50 db fliggetlen azonos eloszlasu valdszinliségi valtozo
Osszege a [0, 30] intervallumba esik, ha egy ilyen valdszin(iségi valtozé eloszldsa a [0, 1] intervallumon

(a) egyenletes,

(b) f(z) = 2z slirliségfliggvény szerint alakul?



Megoldasvazlat Legyen X az adott részfeladatban szerepldé egy darab véltozd és Sso az 50 db
Osszege! Mivel X nemnegativ, igy S50 is nemnegativ, igy annak a valészinliségét kell kiszamolni, hogy
S0 < 30.

(a) Mivel X eloszldsa egyenletes, igy E(X) = 0,5, D*(X) = 5. Igy centrélis hatéreloszlas tétellel:

30 — 25
P(S50 < 30) ~ @ = ®(2,45) = 0,9929.

—— ==
V50 -4/15
(b) X varhaté értéke és szérasa definicié alapjan szamolhaté (1. 10. gyakorlat 3. feladat): E(X) =
D(X) = /<. Igy centralis hatdreloszlds tétellel:

wln

2
30 — 50 - 2

®m~\/§:

7. feladat Becsiiljiik meg annak valdsziniiségét, hogy 10 000 kockadobéas Gsszege 34 800 és 35 200
kozé esik!

P(S50 < 30) ~ ®(—2) = 0,0228.

Megoldasvazlat Egy kockadobds varhatoé értéke: % (1424+3+4+54+6)=3,5, szérdsa 1/35/12
(definicié alapjan szdmolhatd). Legyen S,, az els6 n kockadobds 6sszege! Ekkor standardizalds utan
tudjuk hasznalni a centralis hatareloszlas tételt:
]P(34800 < S10000 < 35200) =
34800 — 10000 - 3,5 < S10000 — 10000 - 3,5 < 35200 — 10000 - 3,5 \ cHT
v/35/12 - 4/10000 v/35/12 - 1/10000 \/35/12 - /10000

2.®(1,17) — 1 = 0, 758.

8. feladat Egy kockat folyamatosan feldobunk addig, amig a dobédsok Osszege meg nem haladja a
300-at. Becsiiljiik meg annak a valdszintiségét, hogy legalabb 80 dobésra van ehhez sziikségiink!

Megoldasvazlat Legyen S, a dobasok 6sszege n dobés utan! Az el6z6 feladatban lattuk, hogy egy
kockadobés varhaté értéke: 3,5, szordsa /35/12. Pontosan akkor van sziikség legaldbb 80 dobésra, ha
79 dobas utdn az Gsszeg még kevesebb, mint 300. Ennek a valészintiségét tudjuk becsiilni a centralis
hatareloszlas tétellel:

P(S79 < 300) ~ & (300 -3 5) =0,9394.

V79 - /35/12

9. feladat Adott 100 égd, melyek élettartama egyméastol fliggetlen exponencidlis eloszlast valészini-
ségi valtozo, 5 ora varhato értékkel.

(a) Tegytik fel, hogy az égéket egymds utdn haszndljuk, azonnal kicserélve azokat, amint kiégnek!
Becsiiljik meg annak valészintiségét, hogy 525 6ra utdn még van miikods égénk!

(b) Tegyiik fel, hogy az égék kicserélésének ideje egyenletes eloszlast kovet 0 és 0,5 6ra kozott,
tovabba az egyszeriibb szamitas érdekében tegyiik fel, hogy az utolso kiégett égét is "kicseréljik"!
Mennyi a valészinlisége, hogy igy még 550 éra mulva is lesz miikodos égénk?



Megoldasvazlat
(a) Legyen X egy égé élettartama és S,, n égd Osszélettartama! Ekkor X ~ EXP (%), igy
P(S100 > 525) &~ 1 — ®(0.5) ~ 0.3085.

(b) Legyen Y egy égd élettartama a kicseréléssel egylitt! Ekkor ez egy fiiggetlen exponencislis
és egyenletes eloszlasu valtozo Osszege, igy a varhatd értéke és szordsnégyzete is ezek varhato
értékeinek, illetve szérasnégyzeteinek az Osszege:

1
E(Y)=5+0,25=5,25, D*Y)=25+ 5~ 25,02

Legyen Tigg a 100 ég6 Osszélettartama a kicserélési idékkel egytitt! Ekkor a centralis hatdreloszlas
tétel alapjan:

950 — 525

P(Tio > 550) v 1 — & | 20— 222
(Ti00 > 550) <10-\/25,02

> = 0, 3085.

10. feladat Egy raktarban 101 ldda van, melyek stlyai egymdéstol fiiggetlenil 20 és 40 kg kozti
egyenletes eloszlas szerint alakulnak. Egy 3t teherbirasa teherauté érkezik, melyre elkezdik felpakolni
a ladakat. Becsiiljiitk meg annak a val6szinliségét, hogy mind a 101 ldda felrakhat6 a teherautéral

Megoldasvazlat Legyen M egy lada tomege és S, n 1ldda 6ssztomege! Ekkor M ~ UNI(20,40), igy

E(M) = 30, D(M) = 2% Ebbsl

_3\/§

P(S < 3000) =~ &
(Sior ) < o

) ~ 0.3015.

11. feladat Egy bizonyos népesség testsulydnak atlaga 70 kg, szorasa 10 kg. Egy hajé teherbirasa
7250 kg. Mennyi a valészintisége jé kozelitéssel, hogy 100 emberrel biztonsdgosan el tud indulni a
hajé?

Megoldasvazlat Legyen Sigp a 100 ember 6ssztomege! A centralis hatareloszlas tétellel:

7250 — 7000

P 250) =~ &
(S100 < 7250) ( 100

> =0, 9938.

12. feladat Egy téglagydrban a téglik 6,3%-a selejtes. Ha a napi termelés mennyisége 2.000 db,
mennyi a kozelitd valoszinlisége annak, hogy koztiik 135-nél kevesebb lesz a selejt?

Megoldasvazlat Jelolje S, az n termék koziil a selejtesek szamat! Ekkor

135 — 2000 - 0.063
v/2000 - 0.063 - 0.937

P(SQQOQ < 135) ~ o ( ) ~ 0.7967.

Linearis differencidlegyenlet-rendszerek

Keresiink x(t), y(t) fiiggvényeket, melyek teljesitik az aldbbi egyenleteket:
a1z’ + bz + 1y +diy = f(t) (1)
asx’ + boxw + coy’ + day = g(t), (2)

ahol a;, b;, ¢;, d; adott konstansok, f(t), g(t) adott fiiggvények.
Bevezetjiikk a D derivaldsi operatort, ami egy fiiggvényhez a derivaltjat rendeli. Azaz Dx =
', Dy = y'. Ennek segitségével kiszdmolhatjuk az aldbbi determindnsokat:

1D+ dy _ a1D + by f(t)
62D+d2 - a2D+b2 g(t) ’

aiD+b aD+d;

a2D+b2 CQD +d2

f(t)

o =
‘g(t)
Ezutdn megoldjuk a Az = «, Ay =  differencidlegyenleteket. Az {gy kapott x(t), y(¢) meg-
olddsokban szerepelnek kiilonbo6zé vélaszthaté konstansok. Ezek kozil példaul az y(t) egyenletében

szerepld konstansok kifejezheték az x(t)-ben szereplé konstansokkal, ha visszahelyettesitjiik a megol-
dédsokat (1), (2) egyenletek valamelyikébe. Igy kapjuk meg a rendszer altaldnos megoldésat.



13. feladat Oldjuk meg az aldbbi kezdetiérték-problémat!

2" =y +y, ¥ =22"+22, 20)=1, y(0)=-2

Megoldasvazlat A =4D +2, a=p3=0.
Igy a megoldandé egyenletek 4z’ 4+ 2z = 0, 4y’ + 2y = 0.
Ebb6l () = Cy - e~ 2%, y(t) = Cy - e~ 2.
A 22’ =y + y egyenletbe helyettesitésbdl Co = —2C4.
A kezdeti értékekb8l Cy = 1. Igy z(t) = e3¢, y(t) = —2e~ 2",

14. feladat Oldjuk meg az =’ = y + €%, 3/ = z differencidlegyenlet-rendszert!

Megoldasvazlat A= —-D?+1, a = —2e%, g = —e?.
Igy a megoldandé egyenletek —2'/ + x = —2e%, —y +y = —e*.
Ebbél z(t) = Cre’ + Cre™ + 2e?, y(t) = Cse’ 4+ Cye™" + 2t
Az y' = z egyenletbe helyettesitésbdl C3 = Cp, Cy = —Cs.
Tehét z(t) = Cre’ + Coe™" + Ze*, y(t) = Cre! — Cre™! + 1e*.
15. feladat Oldjuk meg az o’ +z +y' +2y = et, 2’ + 2z + ¢ + 4y = 0 differencidlegyenlet-rendszert!

Megoldasvazlat A = D, a = bet, 3 = —3e'.
Igy a megoldandé egyenletek =/ = 5et, i/ = —3et.
Ebbél z(t) = 5et + Oy, y(t) = —3et + Cs.
Az ' 4+ 2z + 3y + 4y = 0 egyenletbe helyettesitésbdl Cy = f%C’l.
Tehdt x(t) = 5e' + C1, y(t) = —3e' — 1.

16. feladat Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-feladatot!

¥ =3r-2y, ¥y =2r-2y, x(0)=1, y(0)=-1
Megoldasvazlat z(t) = —e™! + 22!, y(t) = —2e~! + 2.
17. feladat Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenlet-rendszert!
¥ rr=—y, 22'=-y —vy

Megoldasvazlat

x(t) = Cre"2HV3)E | Cpe(=2-V3)E
y(t) = (=1 4+ V3)C1eT2HVAE _ (1 4 \/3)Coe"27V3),



