Matematika A3 épitomérnokoknek 2. gyakorlat
Egzakt és autoném differencidlegyenletek, stabilitas

Egzakt differencialegyenletek

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 (1)
alakd egyenlet egzakt pontosan akkor, ha M, N parcidlis derivaltjai léteznek és folytonosak és
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Ekkor létezik F(z,y) : R?> — R potencialfiiggvény, amire ‘?9—1; =M, % = N és (1) éltalanos
megolddsa F(x,y) = ¢, ahol ¢ tetsz6leges konstans.

1. feladat Oldja meg az aldbbi differencidlegyenletet: e¥dx + (xe¥ 4 2y)dy = 0.

Megoldasvazlat M(x,y) =¥, N(z,y) = ze¥ + 2y, igy % =e¥ = %—g.

Ekkor a potencialfiiggvény:

Fla,y) = / M(z,y) de = ze + f(y),

ahol f(.) tetszéleges fliggvény.
Mésrészt 35 = N-bél tudjuk, hogy
ze¥ + f'(y) = we¥ + 2

azaz f(y) =y +c.
Igy az egyenlet altalanos megoldasa
ze¥ + 9% =c.
Autoném differencidlegyenletek, stabilitas

Autoném differencidlegyenlet dltalanos alakja:

v =f). (2)

Egyensulyi helyzetek (vagy kritikus pontok) az f(y) = 0 egyenlet megoldésai. Ahol f(y) # 0, ott
szétvalaszthatd egyenletként megoldhaté (2).

Egyensilyi helyzetek osztalyozasiahoz a fazisvonalakat kell dbrazolni, melyek irdanya f elGjelétol
fligg. Lehetséges tipusok: aszimptotikusan stabil, instabil, félig-stabil. Fazisvonalak segitségével az
egyenlet megoldasai vazlatosan abrazolhatok.

2. feladat Adja meg a kovetkezd differencidlegyenlet egyensilyi megoldasait és jellemezze azokat
stabilitas szempontjabdl, tovabba vazlatosan abrézolja is a megoldasokat:

y'=(2-y)ny.
Megoldasvazlat : f(y) = (2 —y)lny gyokei y = 1 és y = 2. Mivel f csak az (1,2) intervallumon
pozitiv, igy az y = 1 instabil, y = 2 pedig aszimptotikusan stabil.

Ennek megfeleléen a megoldasgérbék: y = 1-ben és y = 2-ben konstans, y > 2 és y < 1 esetén
csokkendek, 1 < y < 2 esetén pedig novéek.

Iranymez6

y' = f(z,y) megoldédsait f(z,y) = c egyenletek megoldasdnak segitségével abrézoljuk.

3. feladat Vazoljuk fel a differencidlegyenlet megoldésait!
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Megoldasvazlat Ha 22+y?—2 = —1, akkor 2 +y2 = 1, vagyis ez az origd kozépponti egységsugari
kor.

Ha 22 + 42 — 2 = 0, akkor 2% + 4% = 2, vagyis ez az origd kozéppontti v/2 sugart kor.

Ha 22 4+ y%> — 2 = 1, akkor z2 + y? = 3, vagyis ez az origd kozépponti /3 sugari kor.

Tovabbi feladatok

4. feladat Tekintsiik az y' = y3 — y? differencidlegyenletet. Hatdrozzuk meg az egyensilyi helyze-
teket, és ezek tipusit, illetve az inflexids pontokat! Rajzoljuk le a fizisegyenest, és néhany jellemz6
integralgorbét! Adjuk meg az analitikus megoldast is!

Megoldas vazlat FEgyenstlyi helyzetek y =0 és y = 1. Ebb6l y = 0 félig-stabil, y = 1 instabil.
Megoldasgorbék egyensiilyi helyzetben konstansok, y < 0 és 0 < y < 1 esetén csokkendek, 1 < y
esetén névekvéek.
Az egyenlet az egyensiilyi helyzeteken kiviil szétvilaszthatoként megoldhatd. Az integralas tortekre
bontas segitségével végezheto el, az adltaldnos megoldas példdul y > 1 esetén:

1
ln(y—l)—ln(y)—i—;:x—i—c.

5. feladat Adjuk meg a differencialegyenlet altalanos megoldasat!
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Megoldasvazlat Az egyenlet egzakt. A hozzatartozé potencidlfiggvény
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igy az altalanos megoldas 25 —x = c.



