Matematika A3 épitomérnokoknek 3. gyakorlat
Konstans egyiitthat6ju masodrendii linearis differenciadlegyenletek, préba-
fiiggvény-maodszer

Konstans egyiitthatés masodrendii linearis differenciadlegyenletek
ay” + by’ +cy = g(t) (1)

alakd egyenletet szeretnénk megoldani, ahol a,b,c € R, a # 0, g(t) ismert folytonos fiiggvény.
A megoldds menete két 1épéshél 4ll:

1. ay” 4+ by’ + cy = 0 homogén egyenlet altalanos megolddsa: Yy a1t
2. (1) egy partikuldris megolddsdnak meghatérozdsa: y,
Ezek utan (1) dltaldnos megoldasa: y = Yy, 416 + Yp-
A 2. 1épésre két mddszert tanulunk majd a késébbiekben: probafiiggvény-modszer, illetve konstans
varidciés moédszer (5.heti gyakorlat).
De el6szor 1. 1épéssel foglalkozunk.
Homogén rész megoldasa
ay” +by' +cy =0 (2)
egyenlet megoldasanak 1épései:
(a) Felirjuk a karakterisztikus egyenletet: a-r2 +b-r+c =0
(b) Megkeressiik a karakterisztikus egyenlet gyokeit: ri, 7o
(¢) Meghatédrozzuk az altaldnos megolddst:

e Ha ry,72 € R és 1y # ro, akkor Yy, a1t = cre”! + coe™!
e Ha r,72 € R és 1y = 1o, akkor Yy, 410 = c1e”t + cote™!

e Hary,ro ¢ Résry =u+iv (azaz ro = u — iv), akkor Yy, a1t = c1e™* cos(vt) + coe™ sin(vt)
1. feladat Oldja meg az aldbbi differencidlegyenletet: y”’ + 4y = 0!

Megoldasvazlat A karakterisztikus egyenlet 72 + 4 = 0. Gyokok 71 = 2i, 7, = —2i. Ez a fenti (c)
eset u =0, v = 2-vel, igy az dltaldnos megoldds Y}, 411 = ¢1 cos(2x) + c2 sin(2z).

2. feladat Adjuk meg az aldbbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat!
y' =2 +y=0

Megoldasvazlat A karakterisztikus egyenlet 72 — 2r + 1 = 0, igy a gyokok r; = ry = 1. Ez tehét
(b) eset, igy Y, a1t = c1e! + cotel.
Proébafiiggvény-modszer

ay” + by’ +cy = g(t) 3)

egyenlet egy partikularis megoldasdnak meghatarozasira akkor tudjuk hasznalni a probafiiggvényt-
modszert, ha
g(t) = e" - (A, (t) cos(vt) + By, (t) - sin(vt))

alakd valamilyen u,v € R-re és A,,, B,, n-ed, illetve m-edfokd polinomra, azaz
An(t) = ant™ + ap_1t"" 1 4+ .. ayt + ag,

By (t) = bypt™ + by 1t™ 1 4. b1t + b
alakiak adott ag,...,an,bo, ... b, egyltthatokra.



Legyen s € {0,1,2} az u + iv komplex szadm multiplicitdsa a homogén részhez tartozé karakterisz-
tikus egyenletben. Ekkor a partikularis megoldést

yp =1° €™ (P - cos(vt) + Q(2) - sin(vt))
alakban keressiik, ahol k = max(n,m), Py, Qk pedig k-adfoki polinomok, azaz
Pi(t) = pet® + pe—1t" ' + .. .p1t + po,

Qr(t) = qut* + qr—1t" 1 + .. qut + qo,

ahol az ismeretlen egyiitthaték a (3) egyenletbe val6 visszahelyettesitésbél adédnak.

3. feladat Adott g(t) esetén milyen alakban keressiik a partikuldris megolddst? (Tegyiik fel, hogy
s =0 a példakban.)

Megoldasvazlat
(a) u=0,v=0, A,(t) =1+t B,, =0, igy k = max(2,0) = 2, tehdt y, = pat® + p1t + po.
(b) u=3,v=0, Ap(t) =1—t, B,, =0, {gy k = max(1,0) = 1, tehat y, = " - (p1t + po).
(¢) u=-2,v=4, A,(t) =0, By, =1, igy k = max(0,0) = 0, tehat
yp = e 2" (po cos(4t) + o sin(4t)).
(d) u=1,v=2, A,(t) =1, By, =1 +t3, {gy k = max(0,3) = 3, tehat

yp = € - ((pst® + pat® + prt + po) cos(2t) + (gst” + qot” + 1t + o) sin(2t)) .

4. feladat Adja meg a kovetkezd differencidlegyenlet altaldnos megoldasat:

y// + y/ — 2y = et

Megoldasvazlat A karakterisztikus egyenlet gyokei 1 és -2, igy a homogén rész dltaldnos megoldasa

t —2t
Y, a1 = cre” + coe” 7.

Proébafiiggvény-modszerrel: g(t) = e és -1 nem gyodke a karakterisztikus egyenletnek (azaz s = 0),
igy a probafiiggvény: y, = poe".

Egyenletbe visszahelyettesitésbél py = —%.

Tehét az inhomogén egyenlet ltaldnos megolddsa: y = cre’ + coe™ 2t — Te7™.

5. feladat Oldja meg az aldbbi differencidlegyenletet: y” + 4y = 3sinx!

Megoldasvazlat 1. feladatban lattuk, hogy a homogén rész altalanos megoldasa
Yh, a1 = ¢1 cos(2x) + cosin(2z).

Prébafiiggvény-médszerrel: g(x) = 3sinz és ¢ nem gyoke a karakterisztikus egyenletnek (azaz
s =0), igy a prébafiggvény: y, = pocosz + o sin x.

Visszahelyettesités utan sin z-es tagok egyiitthatoibol gp = 1, mig cos z-es tagokbdl py = 0.

Tehat az inhomogén egyenlet altaldnos megolddsa y = ¢ cos(2z) + ¢ sin(2x) + sin .



6. feladat Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémét!
y' =3y +2y=2¢" y(0)=1, y'(0)=2 (4)

Megoldasvazlat A karakterisztikus egyenlet gyokei 1 és 2, igy a homogén rész dltalanos megoldasa
Vi1 = cre’ + cae®.

Az inhomogén rész g(t) = 2¢t. Mivel 1 gydke a karakterisztikus egyenletnek, ezért most s = 1, azaz
a partikuldris megolddst y, = pote’ alakban keressiik. Ezt kétszer lederivalva, majd visszahelyettesitve
(4) egyenletbe az et egyiitthat6ibol py = —2. Igy yp = —2te’, vagyis (4) dltaldnos megoldésa:

y =Y +yp = cre’ + cae® — 2tel.

A kezdeti értékekbdl
1=1c + ¢y,
2= c1 + 202 — 2.
Igy ¢1 = =2, co = 3 és y = —2et + 32t — 2tet.



