Matematika A3 épitomérnokoknek 4. gyakorlat
Konstans variaciés modszer, hianyos masodrendii differenciadlegyenletek

Konstans varidciés mdodszer

Konstans varidcios modszerrel
Y +pt)y +alt)y = g(t) (1)

alakd mésodrend(l, linedris (akar viltozd egytitthatés) inhomogén differencidlegyenlet egy partikuléris
megoldasat tudjuk el6allitani, ahol g tetsz6leges folytonos fliggvény.

A moédszer 1épései:
1. Allitsuk el (1) homogén részének altaldnos megoldasat Yy, 414 = c1y1(t) + cay2(t) alakban.

2. Ekkor a partikuldris megoldast keressiik y, = C1(t)y1(t) + Ca(t)y2(t) alakban (azaz a homogén
egyenlet altaldnos megolddsiban a ci, co konstansokat ismeretlen Ci(t), Ca(t) fiiggvényekkel
helyettesitjiik).

3. Hatdrozzuk meg az ismeretlen fiiggvények derivaltjait (C}(t), C%(t)) az aldbbi egyenletrendszer
megoldasaval:
Ci(t)y(t) + C(t)ya(t) = 0
CL(t)4 (1) + Ch(t)lt) = gt
4. C{(t), C5(t) integralasaval megkapjuk C(t), Co(t) fuggvényeket. Ezekkel felirjuk y,-t és (1)
altaldnos megoldédsa y = Y}, 41c + yp lesz.

Megjegyzés: a mddszer ugyanarra vald, mint prébafiiggvény-modszer, de ez altalanosabb, hiszen
valtozé egyiitthatés esetben is miikodik és nem kell g(¢)-nek specidlis alakinak lennie. Viszont, ha
lehet hasznalni probafiiggvény-moddszert, az altalaban kénnyebben szamolhaté.

1. feladat Keressiikk meg az aldbbi egyenlet partikuldris megoldésat konstans varidciés médszerrel!

y//+y1_2y:e—t

Megoldasvazlat A 3. gyakorlat 4. feladataban lattuk, hogy a homogén rész dltalanos megoldasa

t —2t
Yh’élt = c1e + cge .

Tehét a partikuldris megoldast y, = C1(t)e! + Cae™ 2! alakban keressiik.
A megoldandé egyenletrendszer:

Cret + Che 2 =0,
Cret —205e % =71,
¢

2 Ch=—1e', amib8l C = —fe 2, Cy = —Let azaz y, = —1e7".
gyakorlat 4. feladatdban ugyanezt kaptuk probafiiggvény-mddszerrel.

Ebbdl C] =
Megjegyzés:

Le
3.
2. feladat Tekintsiik az alabbi differencidlegyenletet!

2y —tt+2)y +(t+2y=2t3 t>0 (2)

Ellendrizziik le, hogy Y1 = t és Yo = te! megolddsa (2) homogén részének! Adjuk meg az inhomogén
egyenlet dltaldnos megoldasat!



Megoldasvazlat Y; és Y, visszahelyettesitéssel ellenOrizhetd. Mivel ezek nem egymés konstansszo-
rosai a homogén egyenlet altaldnos megoldasa: Y3, 41t = c1t + cotet.
(2)-et el kell osztani t>-tel, hogy 3" egyiitthatéja 1 legyen, igy g(t) = 2t. Igy a megoldandé
egyenletrendszer:
Cit + Cyte! =0,
Cy + Ch(e! + te') = 2t.
Ebbdl C] = =2, Cy = 2e7t, amib8l C; = —2t, Cy = —2e7! azaz y, = —2t> — 2t. Itt —2t

beolvaszthat6 cit tagba, igy az inhomogén egyenlet altaldnos megoldédsa:

y=cit+ cotet — 212

Hianyos masodrendii differencialegyenletek

Hidnyos méasodrendii differencidlegyenletrdl akkor beszéliink, ha z, y és 3’ koziil valamelyik (akér
egyszerre tobb) nem jelenik meg az egyenletben. Harom tipussal foglalkozunk részletesebben:

1. Ha y és ' is hidnyzik: y” = f(z). Ekkor y = [ [ f(z)dz dz.

2. Ha y hidnyzik: F(z,y',y") = 0. Ekkor p(x) = y/(z) helyettesitéssel (y"(z) = p'(z)) elsbrendii
egyenletet kapunk p(z)-re. Ezt megoldva y = [ p(z) d.

3. Ha z hidnyzik: F(y,y’,y”) = 0. Ekkor p(y) = ¢’ helyettesitéssel (y” = 3—5 -p) p(y)-ra elséren-

dii differencidlegyenletet kapunk. Ennek megolddsa utdn y' = p(y) elsérendii szétvilaszthatd
egyenlet megoldasa y.

3. feladat Oldjuk meg az aldbbi kezdetiérték-problémékat!
'y —(y)* =0

=0,9
=19

Megoldasvazlat p(y) =y’ helyettesités utdn

dp 9
Loy —p2=0
dy p-y—>p

egyenlet adodik. Ez szétvdlaszthatd, dltaldnos megoldésa p(y) = c-y. Igy v a % = cy szétvalaszthatd
egyenlet megoldasabol adodik, vagyis y = c1e“”.

(a) y(0) = 0-bdl ¢; = 0, igy viszont mésik feltétel nem teljestilhet, azaz nincs megoldas.

(b) Kezdeti feltételekbdl ¢; = 1, co = 3, azaz y = €3*.

4. feladat Adjuk meg az 6sszes y(z) fiiggvényt, melyre y” = €2* + cos(3x).

Megoldasvazlat Jobb oldalt kétszer integralva: y = %eh — %cos(Bx) +c1z + co.

5. feladat Adjuk meg az aldbbi egyenlet dltaldnos megoldasat!

y/
y' =>4+ zsinz
T

Megoldasvazlat p(x) = y'(z) helyettesités utdn p-re elsérendii linedris egyenlet adédik. Ennek
megolddsa konstans varidciés médszerrel p(x) = ¢+ & — cosz - . Ezt integrélva

Yy = clm2 —xsinx — cosx + co.



