Matematika A3 épitomérnokoknek 4. gyakorlat
Proébafiiggvény-moddszer, konstans variaciéos moédszer

1. feladat Adjuk meg az alabbi differencialegyenlet altalanos megoldasat!
y' 42y +5y = e 'sint (1)

Megoldasvazlat A karakterisztikus egyenlet gyokei: 1y = —1424, ro = —1-2i, igy az y"'+2y'+5y =
0 homogén egyenlet dltaldnos megolddsa Yy, a1 = c1e™ ! cos(2t) 4 coe ™! sin(2t).

Az inhomogén rész g(t) = e~ sint, igy probafiiggvény-modszert hasznélva az inhomogén egyenlet
egy partikuldris megolddsat y, = poe " cost + goe ' sint alakban keressiik.

y, fiiggvényt kétszer lederivalva, majd (1) egyenletbe visszahelyettesitve az e ! cost egyiitthat6ibol
3po = 0, igy pg = 0. Mésrészt e~ tsint egyiitthat6ibol 4py + 3qo = 1, igy qo = % Igy egy partikulris
megoldas: y, = se~sint.

Ebbél (1) dltaldnos megoldésa:

1
y=Yra+yp= cre” "t cos(2t) + coe ! sin(2t) + ge*t sint.

2. feladat Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémét!
y' =3y +2y=2¢", y(0)=1, y'(0)=2 (2)

Megoldasvazlat A karakterisztikus egyenlet gyokei 1 és 2, igy a homogén rész altalanos megoldasa
Yiae = crel + cae?.

Az inhomogén 1ész g(t) = 2et. Mivel 1 gydke a karakterisztikus egyenletnek, ezért most s = 1, azaz
a partikuldris megolddst y,, = pote’ alakban keressiik. Ezt kétszer lederivalva, majd visszahelyettesitve
(2) egyenletbe az ! egyiitthat6ibol pg = —2. Tgy y, = —2te, vagyis (2) altaldnos megoldasa:

y=Ynax+yp = cret + 0262t — 2tel.
A kezdeti értékekbol
1= c1 + Co,
2= c1 + 202 — 2.
Igy ¢1 = =2, co = 3 és y = —2et + 32t — 2tet.

Konstans varidciés mddszer

Konstans varidciés médszerrel

y" +pt)y +a(t)y = g(t) (3)
alakd mésodrend(l, linedris (akar viltozé egytitthatés) inhomogén differencidlegyenlet egy partikuldris
megoldasat tudjuk el6allitani, ahol g tetsz6leges folytonos fliggvény.

A moédszer 1épései:

1. Allitsuk el§ (3) homogén részének altalanos megoldasat Y, a1 = c1y1(t) + caya(t) alakban.

(
2. Ekkor a partikuldris megoldast keressiik y, = C1(t)y1(t) + Ca(t)y2(t) alakban (azaz a homogén
egyenlet altaldnos megolddsdban a ci, co konstansokat ismeretlen Ci(t), Ca(t) fiiggvényekkel
helyettesitjiik).

3. Hatédrozzuk meg az ismeretlen fliggvények derivédltjait (Cf(¢), C5(t)) az aldbbi egyenletrendszer
megoldasaval:
Ci(O)y1(t) + Ca(t)y2(t) = 0
CL(t)ya (1) + Co(t)ya(t) = 9(t)

4. C{(t), C4(t) integralasaval megkapjuk C(t), Ca(t) fuggvényeket. Ezekkel felirjuk y,-t és (3)
altaldnos megoldésa y = Y}, 41c + yp lesz.

Megjegyzés: a mbdszer ugyanarra valdé, mint prébafiiggvény-modszer, de ez altalanosabb, hiszen
valtoz6 egylitthatds esetben is miikodik és nem kell g(¢)-nek specidlis alakinak lennie. Viszont, ha
lehet hasznalni probafliggvény-médszert, az altalaban kénnyebben szamolhaté.



3. feladat Keressiik meg az aldbbi egyenlet partikularis megoldasat konstans varidciés médszerrel!

y”+y’—2y=67t

Megoldasvazlat A 3. gyakorlat 1. feladatdban lattuk, hogy a homogén rész altalanos megoldasa

t —2t
Yy a1 = cre” + cae” .

Tehét a partikuldris megoldast y, = C1(t)e! + Coe™ 2" alakban keressiik.
A megoldandé egyenletrendszer:

Cre' + Che ' =0,

Cret —2Che™ =™,

Ebbdl Cf = 1e72, C) = —Le', amibél Oy = —fe™ 2, Co = —1¢', azaz y, = — e ",
Megjegyzés: 3. gyakorlat 5. feladatdban ugyanezt kaptuk prébafiiggvény-maddszerrel.

4. feladat Tekintsiik az alabbi differencidlegyenletet!
2y —tt+2)y + (t+2y =2t t>0 (4)

Ellendrizziik le, hogy Y1 = t és Ya = te! megolddsa (4) homogén részének! Adjuk meg az inhomogén
egyenlet altaldnos megoldasat!

Megoldasvazlat Y és Y, visszahelyettesitéssel ellenorizhetd. Mivel ezek nem egymés konstansszo-
rosai a homogén egyenlet altaldnos megoldasa: Y}, 41t = c1t + cotel.

(4)-et el kell osztani t>-tel, hogy 3" egyiitthatéja 1 legyen, igy g(t) = 2t. Igy a megoldandé
egyenletrendszer:

Cit + Chte! =0,
Cy + Ch(e + te') = 2t.

Ebbdl C] = =2, Cy = 2e7", amib8l C; = —2t, Cy = —2e7!, azaz y, = —2t* — 2t. Itt —2¢
beolvaszthaté cit tagba, igy az inhomogén egyenlet dltalanos megoldasa:

y=ct+ cotet — 2t2.

5. feladat Adjuk meg az aldbbi egy partikuldris megoldasat konstans varidciés médszerrel!
y" + 2y + 5y = e 'sint
Megoldasvazlat Az 1. feladatbdl tudjuk, hogy a homogén rész altalanos megoldasa:
Yh.a16 = cre” b cos(2t) + coe " sin(2t).
A konstans varidciés méddszer soran megoldandoé egyenletrendszer:

Cie " cos(2t) + Che 'sin(2t) = 0,
C1(—e " cos(2t) — 2e " sin(2t)) + Ch(2e " cos(2t) — e 'sin(2t)) = e 'sint.

Ebbél Cf = —sintcost, C4 = cos?tsint — 1 sint, amibsl

1 1 1
Ci = —3 sin®t, Cy = —3 cos> t + icost,

azaz y, = e ' (—1sin®tcos(2t) + (—3 cos® t + L cost)sin(2t)) = e 'sint, ami megegyezik az 1. fel-

adatban kapott megoldéssal.



