Matematika A3 épitomérnokoknek 6. gyakorlat
Kombinatorika, a valésziniiségi modell és annak egyszerii kovetkezményei,
klasszikus valészintiségi modell

Kombinatorika
Permutacio

e Ismétlés nélkiili permutécié: n kiilonb6zo elemet hanyféleképpen lehet sorba rendezni: P, = nl.

e Ismétléses permutacié: n elemet hanyféleképpen lehet sorba rendezni, ha ezek koziil kq, ko, . . ., ks
E1,ksye ks !
egnyl"HlaZ P,(L p ) = kll-k;IL-'-mks'

Kombinacié
o Ismétlés nélkiili kombindcié: n kilénb6z6 elembol hanyféleképpen lehet k& darabot kivalasztani:
k __ n! _(n
Cﬂ T kl(n—k)! — (k)

o Ismétléses kombindcié: n kilénbo6z6 elembdl hanyféleképpen lehet & darabot kivalasztani, ha
egy elemet tobbszor is valaszthatunk: CF = ("HF1).
Variacié

e Ismétlés nélkiili varidcié: n kiilonbo6z6 elembdl hanyféleképpen lehet k& darabot kivalasztani, ha

. z ’ !
a sorrend is szamit: V,F = (nﬁ‘k),.

e Ismétléses varidcio: n kiillonb6z6 elembdl hanyféleképpen lehet k darabot kivalasztani, ha a

sorrend is szamit és egy elemet tobbszor is valaszthatunk: Vi = nk.

1. feladat Hanyféleképpen alakulhat a 12 csapatos NBI tabelldja, ha tudjuk, hogy a Fradi kiemel-
kedik, igy vezeti a bajnoksagot, az Ujpest pedig leggyengébb csapatként a megérdemelt, utolsé helyet
foglalja el? Es, ha azt is tudjuk, hogy a Felcsit biztosan a tabella elsé felében van?

Megoldasvazlat Ismétlés nélkiili permutéciét hasznalva 10!, illetve 5 - 9!.

2. feladat Az ELéVALASZTAS sz6 betiiinek Gsszekeverésével hany kiilénb6z6 (nem feltétleniil
értelmes) 12 betlis sz6 készithet6? Es a VADASZKIALLITAS betiibdl hdny 15 betiis?

» » , , s e s ! . !
Megoldasvazlat Ismétléses permutacidval: %, illetve %

3. feladat A differencidlegyenletek zh-n 10 kiilonb6zé tipusu feladat lehet.

(a) Hényféleképpen lehet Osszedllitani az 5 feladatos dolgozatot, ha tudjuk, hogy minden feladat
kiilonbo6z6 tipusi és minket csak az érdekel, hogy milyen tipusi egyenletek szerepelnek?

(b) Hogyan véltozik ez a szdm, ha egy tipus tobbszor is szerepelhet?
(¢) Mennyi a lehetdségek szdma a két esetben, ha azt is tudni akarjuk, hogy melyik feladat melyik
differencidlegyenlet tipusba sorolhat6?
Megoldasvazlat
(a) Ismétlés nélkiili kombindciéval: () = 252.
"y o gsa (1045—1\ _ (14y _
(b) Ismétléses kombindcio: (7271 = () = 2002.
10!

(c) Els6 esetben ismétlés nélkiili variaciéval o5 = 15—0!! = 30240. Madsodik esetben ismétléses
varidcigval 10° = 100000.

4. feladat A fenti zarthelyire a hallgatok olyan jol felkészultek, hogy senkit se sikeriilt megbuktatni.
2 darab kettes, 4 darab harmas, 5 darab négyes és 8 darab 6t6s dolgozat sziiletett. Hanyféleképpen
lehet kivalasztani 5 hallgatét agy, hogy a jegyeik kozott szerepeljen mind a négy osztélyzat?



Megoldasvazlat 5 hely van, mind a 4 jegy képviselve kell legyen, igy valamelyikhez 2 hallgaté
tartozik. Ezek egymdéstol fliggetlen lehetéségek, igy kiilon-kiilon osszeadédnak:

()-tsse () o2sens (B)2tse () 2aos

5. feladat Egy masik tanszéken véletlenszeriien osztalyoznak, csak azt hatarozzédk meg elére, hogy
a kiillonbo6z6 osztalyzatokbdl hany darabnak kell sziiletnie. Hanyféleképpen alakulhatnak a hallgatok
jegyei egy 20 f6s csoportban, ha minden érdemjegyhez 4-4 hallgatot szeretnének kivalasztani?

Megoldasvazlat (240) . (146) . (142) : (Z)
A valésziniiségi modell és annak egyszerii kovetkezményei, klasszikus valo-

sziniségi modell

Véletlen kisérletek eredményét vizsgaljuk. Lehetséges kimeneteleket elemi eseményeknek nevezziik,

ezek Osszessége az eseménytér. Az eseménytér tetszéleges részhalmazat eseménynek nevezziik.
Példdul kockadobdsnél az elemi események (a dobds lehetséges eredményei): 1, 2, 3, 4, 5, 6. Az

eseménytér: {1,2,3,4,5,6}. Események példdul: A = {pérost dobunk}, B = {a dobds 1 vagy 2}.

Alapfogalmak:

e A és B esemény egymis komplementere, ha biztosan az egyik kovetkezik be kozilik, jel:
B=A=AC°.

E az A és B unidja (vagy osszege), ha E pontosan akkor kévetkezik be, ha A és B koziil legaldabb
az egyik: E = A+ B=AUB.

e ' az A és B metszete (vagy szorzata), ha F pontosan akkor kovetkezik be, ha A és B is
bekovetkezik: F = A-B=ANB.

e G az A és B kiilonbsége, ha G pontosan akkor kévetkezik be, ha A bekévetkezik, de B nem:
G=A-B=A\B.

e A és B egymast kizaré események, ha egyszerre soha nem kovetkeznek be.
e A maga utan vonja B eseményt, ha A bekovetkezése esetén B is bekovetkezik: A C B.

Ha egy kisérletet végtelen sokszor megismételhetiink és n4-val jeloljiik azon kisérletek szamaét,

ahdnyszor A esemény bekovetkezik n kisérletbdl, akkor %4 egy szdmhoz fog tartani, ezt nevezziik A

valdszintiségének, P(A)-val jeloljiik.
A valésziniliség axiomai, alaptulajdonsagai

e 0 <P(FE) <1 minden E eseményre

e P(S) =1, P(0) =0, ahol S az eseménytér

e Ha A=A+ -+ Ap+... és A;-A; = ) minden ¢ # j-re, akkor P(A) = P(Ay)+---+P(Ax)+
P(EC) =1 - P(E)
P(E) <P(F),ha ECF
P(EUF)=P(E)+P(F)-P(ENF)
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—-P(ANC)—-P(BNC)+P(ANBNC)

e Ha egy kisérletnek véges sok kimenetele lehet és ezek mind azonos valdsziniiséggel kovetkeznek
be, akkor egy F esemény valdszintlisége:

P(E) = E-beli elemi események szama

az Osszes elemi esemény szama



6. feladat Két dobozba 7 golyét tesziink, véletlenszertien. Mi a valdszintisége, hogy mindkét
dobozban lesz goly$?

Megoldasvazlat Osszesen 27 elemi esemény van, ebbdl 2 esetben nincs mindkettében golyé, igy a
keresett valoszinliség: 1 — 2%

7. feladat Egy dobozban van 7 z6ld és 4 fehér goly6. Visszatevés nélkiil kivesziink harmat. Mi a
valészintisége, hogy az els6 kettd zold és a harmadik fehér lesz?

Megoldasvazlat
7

6
1110

O A~

8. feladat Az A illetve B urnak 4 zold és 8 fehér illetve 2 z6ld és 3 fehér golydt tartalmaznak. Ha
egy-egy golyét kivesziink a két urnabdl, mi a valdszintisége, hogy kiilonb6z6 szintiek lesznek?

Megoldasvazlat Osszes esemény szdma 12 -5 = 60. J6 események szdma 4 -3 + 8 - 2 = 28, azaz a

valoszintiiség % = %

9. feladat Ha két kockat feldobunk, mi a valdsziniisége, hogy a két dobas eltérése legfeljebb 27

Megoldasvazlat Osszesen 36 elemi esemény van. Ebbél 12 esetben lesz a kiilénbség nagyobb, mint
2. Igy a valdsziniiség %

10. feladat Ot ember, nevezziik ket A, B,C, D, E-nek, véletlenszertien leiil egy padra. Mi a
valdsziniisége, hogy A balra il B-t6l és B balra il C-t617

Megoldasvazlat Osszes lehet6ség: 5! = 120. A, B, C sorrendje ismert. D, E hozzajuk képest 4

helyen tlhet. Ebb6] kett6t (ismétléses kombindcidval) (g) = 10-féleképpen lehet kivalasztani. D és E
sorrendje miatt mindegyik vélasztdshoz 2 elemi esemény tartozik. Igy a valészinfiség: % = %.

11. feladat Az 1-t6]1 1000-ig terjedd szamok koziil taldlomra kivalasztunk egyet. Mi a valdszintisége,
hogy a szdm 3-mal vagy 5-tel oszthat6?

333
10007

illetve 299

Megoldasvazlat 1000 -

12. feladat Egy dobozban 3 1j és 2 hasznalt teniszlabda van. Taldlomra kivesziink egyet és
jatszunk vele, majd visszatessziik a dobozba. A kovetkezd jatékban (ismét taldlomra kivéve egyet)
milyen valdszinliséggel jatszunk majd 1j labdaval?

Megoldasvazlat Osszes lehetéség szama 5 -5 = 25. Azon lehetségek szédma, amikor dj labdaval
jatszunk 2 -3 4+ 3 -2 = 12. Tehat a valdsziniiség: %

13. feladat Ot ember, nevezziik 8ket A, B,C, D, E - nek, véletlenszeriien leiil egy padra. Mi a
valdsziniisége, hogy A és B egymés mellé iil?

Megoldasvazlat A-t és B-t egy emberként kezelve a jo letilések szama 4! - 2, igy a val6szintliség %

14. feladat Két férfi és harom noé il egy padon. Mi a valészintisége, hogy nemek szerint felvaltva
iilnek?

Megoldasvazlat 3L2 =

1
51 10°



