Matematika A3 épitomérnokoknek 7. gyakorlat
Feltételes valdszintliség, szorzasi szabaly, teljes valdoszintliség tétele, Bayes-
tétel, fiiggetlenség

Feltételes val6szintliség

Ha B olyan esemény, melyre P(B) # 0, akkor A esemény B eseményre vonatkozé feltételes valdszi-
niisége azt fejezi ki, hogy azon eseteknek, amikor B bekdvetkezik héanyad részében kovetkezik be A
esemény is:

P(AN B)

Szorzasi szabaly:

P(EyNEyN---NE,) =P(Ey) - -P(Es|Ey) - P(Es|EyNEg) -+ -P(E,|E1N---NE,_1).

Teljes valdszinliségi tétel: Legyen By, Bo, ... teljes eseményrendszer (azaz barmely kettd metszete
tires és lefedik a teljes eseményteret). Ekkor

P(A) = P(A|By) - P(B1) + P(A|By) - P(B2) + P(A|Bs) - P(Bs) +

Bayes-tétel: Legyen Bi, Bo, ... teljes eseményrendszer. Ekkor
P(By) - P(A|Bx)

P(Bild) = S E(B) F(AIB)

1. feladat Feldobtunk harom kockat. Feltéve, hogy a dobott szamok Gsszege 15, mi a valdszintisége,
hogy van koztiik hatos?

Megoldasvézlat Legyen A = {dobtunk 6-ost}, B = {az sszeg 15}. Ekkor P(B) = 3%, P(ANB) =
316> 18y P(A|B) = 55

2. feladat Egy bizonyos orszigban sziiletettek 89%-a éri meg a 60 éves kort és 57%-a éri meg a 80
évet. Mi a valdszinlisége, hogy egy 60 éves ember megéri a 80 évet?

Megoldasvazlat Legyen A, illetve B az az esemény, hogy valaki megéri a 60, illetve a 80 évet.
Ekkor P(A) = 0,89, P(B) = 0,57. Tudjuk, hogy B C A (azaz AN B = B, fgy P(B|A) = 53} ~ 0,64.

3. feladat Az ikrek lehetnek egy- illetve kétpetéjliek. Altalaban az ikrek egvharmada egypetéji,
Ok természetesen egynemiiek; a kétpetéjli ikreknél tegyiik fel, hogy minden lehetdség egyenld valdszi-
niiséggel all fenn. Mindezek alapjan mi a valésziniisége, hogy egy sziiletendd ikerpar mindkét tagja
fia?

Megoldasvazlat Definidljuk az alabbi eseményeket:
A = {egy ikerpér egypetéjii}
B = {egy ikerpar kétpetéjii}
C = {egy ikerpar mindkét tagja fit}.

Ekkor P(A) = 1 P(B) = IP’(C’\A) = 3, P(C|B) = 3. Teljes valésziniiség tétele szerint P(C) =
) =

P(C|4) - B(A) + P(C|B) -
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4. feladat A zsebemben harom pénzérme van. Egy koztik olyan, mellyel 0,5 valésziniiséggel, a két
masikkal 0,6 — 0, 6 valoszintiséggel dobok fejet. Taldlomra kiveszem az egyik pénzérmét és haromszor
feldobom.

a) Mi a valdsziniisége, hogy mindhérom dobds fej lesz?

b) Feltéve, hogy mindhdrom dobds fej lett, mi a valdsziniisége, hogy a szabdlyos érmével dobtam?



Megoldasvazlat Legyen A = {szabdlyos érmét vettem ki}, B = {cinkelt érmét vettem ki}, C' =
{mindhdrom dobds fej}. Ekkor P(4) = %, P(B) = 2, P(C|4) = 0,5% = £,P(C|B) = 0,6° = 2L
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a) Teljes val6sziniiség tétele szerint P(C) = P(C|A) - P(A) + P(C|B) - P(B) ~ 0, 19.

b) Bayes-tétellel P(A|C) = %W ~ 0, 22.

Fiiggetlenség
A és B esemény, melyre 0 < P(B) < 1, fiiggetlen, ha

P(A) = P(A|B) = P(A|B°).
P(B) = 0 vagy P(B) = 1 esetén A és B mindig fiiggetlen.

Tétel: A és B pontosan akkor fliggetlen, ha P(AN B) = P(A4) - P(B).

Tétel: Ap, Ay, As,... események sorozata pontosan akkor teljesen fiiggetlen, ha minden k-ra és
11 <ty <--- < ip-ra
]P)(All n---N Alk) = P(All) """ P(Alk)

5. feladat Legyenek az A, B és C események teljesen fliggetlenck és legyen P(A) = P(B) =
1/3, P(C) = 1/4. Hatarozza meg az AB + AC' esemény valészinliségét!

Megoldasvazlat Szita formulat haszndlva A N B és A N C eseményekre, majd kihasznélva a teljes
fiiggetlenséget (azaz metszetek valésziniisége a valdsziniiségek szorzata):

P(AB + AC) = P(AB) + P(AC) — P(AB N AC)) = P(AB) + P(AC) — P(ABC) = é + % - % = %

6. feladat Egy érmét haromszor feldobunk. Jelentse A azt az eseményt, hogy legfeljebb egy fejet
dobtunk és B azt, hogy fejet és irdst is dobtunk. Fiiggetlenek-e az A és B események?

Megoldasvézlat A lehetséges esetek dsszeszamoldsaval P(A) = £, P(B) = 3, P(ANB) = 2. Vagyis
P(AN B) =P(A) - P(B) teljesill, {gy fiiggetlenek.

7. feladat Vizsgiljuk meg az aldbbi példakban, hogy a megadott A, B és C események fiiggetlenek-e
paronként, illetve teljesen.

a) Egy szabdlyos érmét kétszer feldobunk. Legyen A az az esemény, hogy az els6 dobds eredménye
fej, B az az esemény, hogy a masodik dobas eredménye fej, és C az az esemény, hogy a két dobas
eredménye egyezik.

b) Feldobunk egy szabélyos dobdkockét, legyen A az az esemény, hogy a dobds eredménye 4-nél
nem nagyobb, B az az esemény, hogy a dobas eredménye 4-nél nem kisebb, és C' = B.

Megoldasvazlat
a) Mindhdrom esemény valGszintlisége % és barmelyik kett6 metszetének valdszinilisége i. Tehat
paronként fiiggetlenek. Viszont a harmas metszet valdsziniisége is %, vagyis teljesen nem fiig-
getlenek.

b) P(A) =2, P(B) =P(C) = 4. Noha P(ANBNC) = ¢ =P(A)-P(B)-P(C), de mégsem teljesen
fiiggetlenek, hiszen paronként sem azok (pl. B és C esetén ez nyilvanvald).

8. feladat Egy spam-sziir6 program ugy miikodik, hogy a spamekben gyakran eléforduld szavakat
figyeli. Tegytk fel, hogy az emailek 80%-a spam. A spamek 10%-dban az "ingyen" szé eléfordul,
mig ugyanez a sz6 a rendes email-eknek csupdn 1%-dban olvashat6. Egy most érkezett email-ben az
"ingyen" szé olvashatd. Mi a valésziniisége, hogy az spam?



Megoldasvazlat Legyen A = {gz email spam}, B = {szerepel az "ingyen" sz6}. Ekkor P(A) =0, 8,
P(B|A) = 0,1, P(B|AY) = 0,01. Igy Bayes-tétellel

P(A) -P(B|A) 0,08

PAIB) = 54y iBI4) + P(AC) -B(BIAC) ~ 0,08 40,002 ~

0,98.

9. feladat Egy dobozbdl, melyben 1 piros és 4 fehér golyd talalhaté, kiveszek egyet és anélkiil, hogy
megnézném, eldobom. Mi a valdszintlisége, hogy ezutdn pirosat hiazok?

Megoldasvazlat Médsodik csak akkor lehet piros, ha az elsé fehér, ennek a valdsziniisége 4/5. Ha
az elsé fehér, akkor a masodik 1/4 valdsziniiséggel fehér. Igy szorzdsi szabdly szerint annak a valdszi-
niisége, hogy a masodik piros az 1/5.

10. feladat Két kockat feldobok. Mi a valésziniisége, hogy kiilonbozéket dobtam, feltéve, hogy
dobtam hatost?

Megoldasvazlat 11 olyan elemi esemény van, amikor dobtunk hatost, ebbdl 10 esetben a dobasok
kiilonbozok. Igy a keresett valdszintiiség %.

11. feladat Egy érmét haromszor feldobunk. Feltéve, hogy van fej a dobasok k6zott, mi a valdszi-
nilisége, hogy iras is van?

Megoldasvazlat 7 olyan elemi esemény van, amikor dobtunk fejet, ebbdl 6 esetben dobtunk irast
is. Igy a keresett valésziniiség g.

12. feladat Van a zsebiinkben egy szabdlyos és egy olyan pénzérme, amelynek mindkét oldala fej.
Kivessziik az egyiket és feldobjuk kétszer, az eredmény mindkét esetben fej. Mi a valdszintisége, hogy
a hamissal dobtunk?

Megoldasvazlat Legyen A az az esemény, hogy a szabalytalan érmével dobalunk és B az az esemény,
hogy mindkét dobas fej. Ekkor Bayes-tételt haszndlva

12 4
PAIB) = 5417 = 5



