Matematika A3 épitomérnokoknek 9. gyakorlat
Folytonons valdszintiségi valtozok, stirtiségfiiggvény, varhaté érték a folyto-
nos esetben, az egyenletes és az exponencialis eloszlas

X folytonos valdszinfiségi valtoz6 silirliségfiiggvénye f, ha P(X € B) = [ f(z) dz minden B € R
B

halmazra.
Strlségfiiggvény tulajdonsigai:

o f(2) >0

o0

. _f fl@)yde=1

X eloszlasfiiggvénye: F(z) =P(X <z)=P(X <z) = f F(@)de.
Eloszlasfiiggvény tulajdonsagai: -

e monoton né

e —oo-ben 0-hoz, co-ben 1-hez tart

e egy oldalrél folytonos

Folytonos valészintiiségi valtoz6 varhatd értéke, szérdsnégyzete:

o

E(X) = / - f(x)dz

— 00

Var(X) =E (X?) — (E(X))* = /:r2-f(x)dx— /xf(ac)dx

Nevezetes folytonos eloszasok

Egyenletes X eloszldsa egyenletes az (a,b) intervallumon, ha siiriségfiiggvénye

——  hax € (a,b)
= b—a ) ’
f(@) { 0  egyébként

Eloszlasfiiggvénye
0 yhaz <a
F(r) = i—= ,haxe(a,b)
1 yhabv <z

Jele: X ~ UNI(a,b) ~ E(a,b). Varhaté értéke £, szérésnégyzete “’;;”2.

Exponencialis X eloszldsa exponencialis A\ paraméterrel, ha strliségfiiggvénye

Xe ™  hax >0
f(x)_{O ,haz <0

Eloszlasfiiggvénye

0 ,hax <0
F(m):{ 1—e ™ _haz>0

Jele: X ~ EXP(\). Vérhato értéke 1, szérdsnégyzete 1.

Fontos tulajdonsaga az orokifjisag:

P(X >s+t|X >s)=P(X >1).



0 ,hax <0
Példa Legyen egy X valészintiségi valtozé eloszlésfiiggvénye F'(z) = { x? , ha z € (0,1]
1 yhal<z

Ekkor, ha tetszoleges a < b konstansokra az a kérdés, hogy mi annak a valészintisége, hogy X ezek
kozotti értéket vesz fel:

Pla < X < b) = F(b) — F(a).

X stirtiségfiiggvénye: f(x) = F'(x) = 2z, ha x € (0,1), egyébként f(x) = 0. Ebbdl varhat6 értéke,
illetve szérasa integralassal szamolhato:

E(X) = /x'f(m)dx:/szdx:;
—0o0 0
oo 1
E(X?) = /J;2~f(a:)dx:/2m3dx:%,
D(X) = VE(X?) — BOP =y 72

2
1. feladat Tekintsik az f(x) = { cz® , haz € (0,1) fliggvényt, ahol ¢ ismeretlen konstans.

0 egyébként
a

b

) Mennyi a ¢ értéke, ha az f egy X valdszinliségi véltozé siirliségfiiggvénye?
) Szdmitsa ki a P(X > 0.5) val6sziniiséget!
¢) Szémitsa ki az E(X) és E (X?) varhato értékeket!

)

d) Hatarozza meg az eloszlasfiiggvényt!

Megoldasvazlat

a) [ f(zx)dz =1 egyenletbdl ¢ = 3.

b) P(X > 0.5) :0}: fa)de =1,

¢) Definici6 alapjan E(X) = %, E(X?) = %

d) Definicié alapjan F(z) =0, ha < 0és F(z) =1, haz > 1. Haz € (0,1]:
x T
F(z) = /f(t)dt:/3t2dt=a;3.
— oo 0

2. feladat Lehetnek-e az alabbi fliggvények eloszlasfiiggvények? Ha igen, szamoljuk ki a varhaté
értéket!

2
— 4% >
) F(J}) { 2 1 ,hax 0,

0 , egyébként
0 ,ha z <0,
b) Flz)=¢ §-(4—2) ,ha0<z<2,
1 yhaz > 2
Megoldasvazlat

a) Végtelenben 2-hoz tart, {gy nem lehet eloszlasfiiggvény.

b) Sziikséges tulajdonsdgok ellenbrizhetdk, ez egy eloszldsfuggvény. Varhaté értékhez el8szor de-
rivaldssal meghatarozzuk a stirtiségfiiggvényt: f(x) = F'(x) = 1 — §, ha x € (0,2) (egyébként
f(x) =0). gy

00 2
E(x)z/xf(x)dxz/x—ﬁdng.
—00 0



3. feladat Egy informécios vonalnal a varakozasi idé exponencidlis eloszldst 3 perc varhato értékkel.
Mi a valOsziniisége, hogy ha mar 2 perce varakozom, akkor a kévetkezo percben sorra keriilok?

Megoldasvazlat Legyen T a varakozasi id6. Varhaté érték alapjan a paramétere % Orokifja

tulajdonsdg alapjén a kérdezett valészintiség P(T < 1) =1 — e~ /3,

4. feladat Tudjuk, hogy a busz 10:00 és 10:30 k6zotti egyenletes idében érkezik a megalloba, ezért
10:00-ra a megalléba megyiink.

a) Mi a valészintisége, hogy legaldbb 10 percet kell a buszra varnunk?

b) Ha 10:15-kor még mindig varjuk a buszt, mi a valészintisége, hogy még legalabb 10 percet fogunk
a buszra varni?

Megoldasvazlat Legyen T a varakozasi idS, ekkor T' ~ UNI(0, 30).
a) P(T >10) =2
b) P(T'>25|T > 15) = 4
5. feladat A buszmegdlléba érkezésemkor megtudom, hogy az el6z6 busz mar legalabb 3 perce

elment. Mi a valdszintisége, hogy 5 percen beliil megérkezik a buszom, ha a buszok kovetési ideje
exponencidlis eloszlast, 10 perc varhaté értékkel?

Megoldasvazlat Ha X a varakozasi id6, akkor az orokifju tulajdonsag alapjan a kérdezett valdszi-
nfiség P(X < 5) =1—e"1/2.

6. feladat Annak valdszinlisége, hogy egy telefonbeszélgetés legalabb 5 percig tart, 0.3. Mennyi a
valésziniisége, hogy 10 perc utan is tart még?

Megoldasvazlat Felteheto, hogy egy telefonbeszélgetés hossza exponencialis eloszlasu, ez legyen T.
Ekkor P(T > 5) = 0.3, amibdl az eloszlds paramétere A = —1202 amibél P(T' > 10) = e~19* = 0.09.

7. feladat Egy adott teriileten a foldrengések erejei egymaéastol fiiggetlen, exponencialis eloszlasu
valészintiségi valtozok, 2.4 varhaté értékkel a Richter skaldn. Mi a valdszinilisége, hogy a kovetkezd

a) foldrengés ereje meghaladja a 4-et?

b) két foldrengés egyike sem lesz 4-nél erésebb?

Megoldasvazlat Legyen X,Y a kovetkezo két foldrengés ereje.

a) P(X >4) =e /3

b) P(X <4,V <4) = (1—e5/3)
8. feladat FEgy X valdsziniiségi valtozo stirliségfiiggvénye: f(z) = cx(1—x), ha z € (0,1), egyébként
az értéke 0.

a) Mennyi a ¢ konstans értéke?

b) Mi az X varhato értéke?

Megoldasvazlat

o0

a) [ f(z)dz =1 egyenletbdl ¢ = 6

b) Definici6 alapjén a varhaté érték .



9. feladat A bankunkban viarakozunk, ahol az atlagos kiszolgaldsi id6 exponencidlis eloszlasi, 5 perc
varhato értékkel. Ha csak egyvalaki van elottiink és 6t éppen kiszolgdljdk, akkor mi a valészintisége,
hogy 4 percen beliil sorra keriiliink,

a) ha éppen most érkeztiink?

b) ha mér 4 perce varakozunk?

Megoldasvazlat
a) 1—e /5

b) Orékifjt tulajdonsig miatt 1 — e=4/5.

10. feladat Egy benzinkit hetente egyszer kap benzint. Ha a heti eladds (ezer literben mérve) egy
valbsziniiségi valtozo

[ 5(1—-2)* ,haze(0,1),
@)= { 0 , egyébként

stirliségfiiggvénnyel, akkor mekkora méretii tartaly sziikkséges ahhoz, hogy egy adott héten a benzinkut
0.01 valdszintiséggel fogyjon ki a benzinbol?

Megoldasvazlat Legyen X a kereslet és T a keresett tartdlyméret. Ekkor P(T < X) = 0.01.
Integraldssal adédik, hogy (1 — T')°> = 0.01, amibsl T =1 — +/0.01 = 0.6.

11. feladat Egy 1 hossztsagt ropit taldlomra vilasztott pontban ketté toriink. Mi az igy keletkezett
darabok koziil a rovidebbiknek az eloszlasfiiggvénye?

Megoldasvazlat Az eloszlasfiiggvény

0 , ha x <0,
F(z) = QTI ,haxG(O,%)
1 yhaox > 1,

azaz a rovidebb darab hossza egyenletes eloszlasu a (0, %) intervallumon.

12. feladat Adott tipusi elektomos berendezések 2%-a 1000 tizemodrdn beliil elromlik. Tegyiik fel,
hogy a meghibdsodasig eltelt id6 exponencidlis eloszlast kovet. Mekkora a valdszinlisége, hogy egy
ilyen berendezés az atlagosndl tovabb mikédik? Hény éra garanciat vallaljanak, ha garancialis idon
beliil csak 5% garanciaigényt akarnak kielégiteni?

Megoldasvazlat Legyen X egy berendezés miikodési ideje. Ekkor P(X < 1000) = 0.02, amibdl az
eloszlas paramétere A = _138698 ~ 2.02-1075. A varhaté miikodési id6 % Annak a valdszinfisége,
hogy ennél tovabb miikodik egy berendezés: P(X > %) =e L

Ha T a véllalt garanciaidé, akkor az kell, hogy P(X < T) = 0.05, ahonnan T = — %2 ~ 2538.




