Matematika A3 épitomérnokoknek 11. gyakorlat
Markov- és Csebisev-egyenl6tlenség, Nagy Szamok Gyenge Torvénye

Markov- és Csebisev-egyenlGtlenség

Markov-egyenl6tlenség Ha X egy nemnegativ valészintiségi valtozd, a > 0 konstans, akkor

E(X
P(X >a) < ( )
a
Csebisev-egyenl6tlenség Ha X virhat6 értéke m, szérdsnégyzete s, akkor minden k > 0 kons-

tansra

s2

P(X —m| 2 ) < 2

1. feladat Egy zh-n a dolgozatok atlaga 40% volt.
a) Adjunk felsd becslést azok ardnydra, akik legaldbb 80%-ot értek el!

b) Adjunk jobb becslést, ismerve, hogy a széras 20%!

Megoldasvazlat Legyen X egy véletlen dolgozat eredménye.
a) Markov-egyenlétlenséggel P(X > 80) < 20 = 1.

b) Csebisev-egyenlétlenséggel P(X > 80) < P(|X — 40| > 40) < % =1
2. feladat Egy pénzérmével a fejdobds valdszintisége 0.2. Adjunk minél jobb felsé becslést annak
valdsziniiségére, hogy 20 dobasbdl legalabb 16 fej lesz! Mi lenne a pontos érték?

Megoldasvazlat Legyen X a fejek szdma. Ekkor X ~ BIN(20,0.2), igy E(X) =4, Var(X) = 3.2.
Markov-egyenlStlenséggel: P(X > 16) < i.

Csebisev-egyenlétlenséggel: P(X > 16) < P(|X — 4] > 12) < 22 ~ 0.022.

Markov-egyenl6tlenség tritkkosen: P(X > 16) < P(2% > 216) < lflzo ~ 0.0006.
Pontosan (binomialis silyfiiggvényt haszndlva): P(X > 16) = 1.38 - 10~5.

3. feladat Egy X valdsziniiségi valtozo eloszlasfiiggvényére F(0) = 0, F(10) = 0.8.
a) Adjunk alsé becslést E(X)-re!
b) Tegyiik fel, hogy E(X) = 5. Adjunk becslést Var(X)-re!

Megoldasvazlat
a) X nemnegativ F(0) = 0 miatt. Igy Markov-egyenlétlenséggel E(X) > 10P(X > 10) = 2.
b) Csebisevvel: Var(X) > 25P(|X — 5| > 5) = 5.

4. feladat Egy szabdlyos érmét feldobunk 100-szor. Becsiiljik meg annak a valésziniiségét, hogy a
fejdobdsok szdma 40 és 60 kozé esik! Megjegyzés: a valddi valdszintiség 95% koriil van.

Megoldasvazlat Legyen X a fejek szdma. Csebisevvel: P(|X — 50| > 10) < 1, gy a keresett
val6szintiség legalabb %.

5. feladat Feldobok 100 dobdkockat. A Csebisev-egyenlStlenség segitségével becsiiljiik meg annak
a valészintiségét, hogy a szdmok Gsszege 335 és 365 kozé esik



Megoldésvézlat Legyen X a dobott szdémok dsszege. Ekkor E(X) = 350, Var(X) = 100- 33 = 815,
Ekkor hasznédlhatjuk a Csebisev-egyenlétlenséget:

35
P(|X —350| > 15) < —
(1 = 350] = 15) < 2,

amibdl a kérdezett valdszintiségre csak egy trivialis hatar adédik.

Nagy Szamok Gyenge Torvénye Legyenek X7, Xo, X3, ... fliggetlen, azonos eloszlasu valészini-
ségi valtozok, melyek varhaté értéke E(X;) = m, szérdsnégyzete D?(X;) = s2. Jeldlje S, az elsé n

valoszintiségi valtozo Gsszegét, azaz S, = X1 + X + - -+ + X,,. Ekkor tetszélegesen kicsi € > 0 esetén

(
6. feladat Legyen g:[0,1] — [0,1] egy integralhaté fiiggvény és vdlaszuk véletleniil (egyenletesen)
Py, Py, ... pontokat a [0,1] x [0, 1] négyzeten. Legyen X; az a valdsziniiségi valtozd, ami 1, ha P; pont

2 X

a g(x) fiiggvény gorbéje alatt van és 0, ha felette. Hova tart =-—7

n

Sn n—oo
— —m >5) .

Megoldasvazlat A nagy szamok gyenge torvénye alapjan az érték E(X;)-hez tart. X; ~ BER(p),
1

ahol p annak a valdszinfisége, hogy egy pont a gorbe ald esik, ami épp [ g(z)dz. Igy a hatdrérték
0

Ot

g(x) dz.

7. feladat Legyen g : [0,1] — R egy korldtos, integralhaté fliggvény és X1, Xo, ... fliggetlen, azonos
eloszldst valdszintiségi valtozok UNI[0, 1] eloszldssal. Legyen Y; = g(X;) minden ¢ = 1,2,... esetén.
Hova konvergal Y; valésziniiségi valtozok atlaga?

Megoldasvazlat Nagy szdmok gyenge torvénye alapjan az atlag az Y; valtozok varhato értékéhez
tart. Mivel X; siirtiségfiiggvénye: fx(z) =1, ha x € [0,1] és fx(z) = 0 egyébként, {gy
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Tehat az atlag most is a fliggvény integraljahoz tart.



