Matematika A3 épitomérnokoknek 11. gyakorlat
Folytonos val6szintiségi valtozok, Markov- és Csebisev-egyenlotlenség

1. feladat A buszmegdlloba érkezésemkor megtudom, hogy az el6z6 busz mar legalabb 3 perce
elment. Mi a valésziniisége, hogy 5 percen beliill megérkezik a buszom, ha a buszok kdvetési ideje
exponencidlis eloszlasi, 10 perc varhaté értékkel?

Megoldasvazlat Ha X a varakozasi id6, akkor az orokifju tulajdonsag alapjan a kérdezett valdszi-
nfiség P(X < 5) =1—e /2.

2. feladat Annak valdszinilisége, hogy egy telefonbeszélgetés legalabb 5 percig tart, 0.3. Mennyi a
valdszinisége, hogy 10 perc utan is tart még?

Megoldasvazlat Feltehetd, hogy egy telefonbeszélgetés hossza exponencidlis eloszlasu, ez legyen T.

Ekkor P(T" > 5) = 0.3, amibél az eloszlas paramétere A = — 203 amibsl P(T > 10) = e~1%* = 0.09.

3. feladat Egy adott teriileten a foldrengések erejei egymastdl fiiggetlen, exponencidlis eloszlast
valdsziniségi valtozok, 2.4 varhato értékkel a Richter skalan. Mi a valdszintisége, hogy a kévetkezd

a) foldrengés ereje meghaladja a 4-et?

b) két foldrengés egyike sem lesz 4-nél erésebb?

Megoldasvazlat Legyen X,Y a kovetkez6 két foldrengés ereje.

a) P(X >4) =e /3

b) P(X <4,V <4) = (1—e5/3)?
4. feladat Egy X valdsziniiségi valtozo stirliségfiiggvénye: f(z) = cx(1—x), ha x € (0,1), egyébként
az értéke 0.

a) Mennyi a ¢ konstans értéke?

b) Mi az X varhaté értéke és szordsa?

Megoldasvazlat

a) [ f(z)dz =1 egyenletbsl ¢ = 6
b) Definicié alapjén a vérhaté érték 3, a szérds 1/0.05.

5. feladat A bankunkban virakozunk, ahol az atlagos kiszolgalasi id6 exponencidlis eloszlasi, 5 perc
varhato értékkel. Ha csak egyvalaki van elottiink és 6t éppen kiszolgdljdk, akkor mi a valészintlisége,
hogy 4 percen beliil sorra keriiliink,

a) ha éppen most érkeztiink?

b) ha mér 4 perce varakozunk?

Megoldasvazlat
a) 1—e /5

b) Orokifjt tulajdonsdg miatt 1 — e=4/5.

6. feladat Egy benzinkit hetente egyszer kap benzint. Ha a heti eladds (ezer literben mérve) egy
valbsziniiségi valtozo
51—2)* ,haze(0,1),
foy_ { B0t e )
0 , egyébként
stirliségfiiggvénnyel, akkor mekkora méretii tartaly sziikkséges ahhoz, hogy egy adott héten a benzinkut
0.01 valészinliséggel fogyjon ki a benzinbél?



Megoldasvazlat Legyen X a kereslet és T a keresett tartdlyméret. Ekkor P(T" < X) = 0.01.
Integraldssal adédik, hogy (1 — T')°> = 0.01, amib8l T = 1 — +/0.01 ~ 0.6.

7. feladat Egy 1 hosszisagu ropit taldlomra valasztott pontban ketté toriink. Mi az igy keletkezett
darabok koziil a révidebbiknek az eloszlasfiiggvénye?

Megoldasvazlat Az eloszlasfiiggvény

0 ,ha x <0,
F(z)=4 % ,hawze (0,%)
1 ,hax >1,

L) intervallumon.

azaz a rovidebb darab hossza egyenletes eloszlast a (0, 5

Markov- és Csebisev-egyenlStlenség (ez mar nem része a zarthelyi anyaga-
nak)

Markov-egyenl6tlenség Ha X egy nemnegativ valdszintiségi valtozd, a > 0 konstans, akkor

E(X)

P(X >a) <
(Xza)< =

Csebisev-egyenl6tlenség Ha X varhaté értéke m, szérdsnégyzete s, akkor minden k > 0 kons-

tansra

82

B(X —m| > k) < 5.

8. feladat FEgy zh-n a dolgozatok atlaga 40% volt.
a) Adjunk felsé becslést azok ardnydra, akik legaldbb 80%-ot értek el!

b) Adjunk jobb becslést, ismerve, hogy a szérds 20%!

Megoldasvazlat Legyen X egy véletlen dolgozat eredménye.

a) Markov-egyenlétlenséggel P(X > 80) < % =1

b) Csebisev-egyenldtlenséggel P(X > 80) < P(|X — 40| > 40) < % = %.
9. feladat Egy pénzérmével a fejdobas valdszintisége 0.2. Adjunk minél jobb fels6 becslést annak
valésziniiségére, hogy 20 dobasbdl legalabb 16 fej lesz! Mi lenne a pontos érték?

Megoldasvazlat Legyen X a fejek szdma. Ekkor X ~ BIN(20,0.2), igy E(X) = 4, Var(X) = 3.2.
Markov-egyenlétlenséggel: P(X > 16) < 1.
Csebisev-egyenlétlenséggel: P(X > 16) < P(|X — 4| > 12) < 22 ~0.022.
Markov-egyenl6tlenség triikkosen: P(X > 16) < P(2X > 216) < 1;20 ~ 0.0006.
Pontosan (binomiélis stlyfiiggvényt haszndlva): P(X > 16) = 1.38 - 1078,

10. feladat FEgy X valdszinliségi vdltozé eloszlastiiggvényére F(0) = 0, F(10) = 0.8.
a) Adjunk alsé becslést E(X)-re!
b) Tegyiik fel, hogy E(X) = 5. Adjunk becslést Var(X)-re!

Megoldasvazlat

a) X nemnegativ F(0) = 0 miatt. Igy Markov-egyenlétlenséggel E(X) > 10P(X > 10) = 2.
b) Csebisevvel: Var(X) > 25P(|X — 5| > 5) = 5.



11. feladat Egy szabdlyos érmét feldobunk 100-szor. Becsiiljiik meg annak a valdsziniiségét, hogy
a fejdobésok szdma 40 és 60 kozé esik! Megjegyzés: a valddi valdszintiség 95% koriil van.

Megoldasvézlat Legyen X a fejek szama. Csebisevvel: P(|X — 50| > 10) < I, gy a keresett
valdsziniség legalabb %.

12. feladat Feldobok 100 dobdkockat. A Csebisev-egyenlGtlenség segitségével becsiiljiik meg annak
a valoszinliségét, hogy a szamok Osszege 335 és 365 kozé esik

Megoldasvazlat Legyen X a dobott szdmok 6sszege. Ekkor E(X) = 350, Var(X) = 100 - % = %.
Ekkor hasznalhatjuk a Csebisev-egyenl6tlenséget:

35
P(|X — >15) < —
(1 —350] > 15) < 2.

amibél a kérdezett valdszintiségre csak egy trividlis hatar adédik.



