Matematika A3 épitomérnokoknek 12. gyakorlat
Nagy Szamok Gyenge Torvénye, normalis eloszlas, centralis hatareloszlas-
tétel

Nagy Szamok Gyenge Torvénye Legyenek X7, Xo, X3, ... fliggetlen, azonos eloszldsu valészinii-

ségi valtozok, melyek varhaté értéke E(X;) = m, szérasnégyzete D?(X;) = s2. Jeldlje S, az elsé n

valbsziniiségi valtozo Osszegét, azaz S, = X1 + Xo + - - - + X,,. Ekkor tetszélegesen kicsi € > 0 esetén
S,
P(‘"—m‘ >€) "Z%0.
n

1. feladat Legyen g: [0,1] — [0, 1] egy integralhaté fliggvény és vilaszuk véletleniil (egyenletesen)
Py, Py, ... pontokat a [0,1] x [0, 1] négyzeten. Legyen X; az a valdsziniiségi valtozd, ami 1, ha P; pont
> x

a g(z) fliggvény gorbéje alatt van és 0, ha felette. Hova tart =—7

n

Megoldasvazlat A nagy szdmok gyenge torvénye alapjén az érték E(X;)-hez tart. X; ~ BER(p),

1
ahol p annak a valdszinfisége, hogy egy pont a gorbe ald esik, ami épp [ g(z)dz. Igy a hatdrérték
0
1
[ g(z)dz.
0

2. feladat Legyen g: [0,1] — R egy korldtos, integralhaté fiiggvény és X, Xo, ... fiiggetlen, azonos
eloszldsi valdsziniiségi valtozok UNI[0, 1] eloszlassal. Legyen Y; = ¢(X;) minden ¢ = 1,2,... esetén.
Hova konvergél Y; valdszintiségi valtozok atlaga?

Megoldasvazlat Nagy szamok gyenge torvénye alapjan az atlag az Y; valtozdk varhatéd értékéhez
tart. Mivel X; slirliségfiiggvénye: fx(z) =1, ha z € [0,1] és fx(z) = 0 egyébként, {gy

E(Y;) = E(g(X.) = / o(2) - fx (@) dz = / o(x) da.

Tehat az atlag most is a fliggvény integraljahoz tart.

Normélis eloszlds X valészintiségi valtozé normélis eloszlasi m, s? paraméterekkel (jel: X ~
N(m, s?)), ha stirtiségfiiggvénye:
1 _(e=m)?

f(x): \/%.se 252

Ekkor varhaté értéke E(X) = m, szérasnégyzete D?(X) = s2.
Sztenderd normalis eloszlasrél akkor beszéliink, ha m = 0, s = 1. Ekkor a sfirliségfiiggvény:

T2 .. 7 .
f(x) = \/%6_7, eloszlasfliggvénye pedig

Erre nincs elemi képlet, viszont értékei tablazatbol kiolvashaték pozitiv x-ekre. Negativ x esetén a
®(—z) = 1 — ®(z) azonossigot hasznalhatjuk.

Ha X ~ N(m,s?), akkor az 6 sztenderdizaltja Z := X%m ~ N(0,1).
3. feladat Egy 0jsziilott testsilya normalis eloszlast, 3500 g varhatéd értékkel és 500 g szorassal.
Mi a valdszinlisége, hogy a kovetkezd tjsziilott siulya meghaladja a 3200 g-ot? Mi a valasz az el6z6
kérdésre, ha tudjuk, hogy az Gjsziilott nem igen kis stlyt (egy ujsziilott igen kis silyt, ha a sulya
kisebb, mint 1500 g)?



Megoldasvazlat Legyen a kovetkezd tjszulott testsilya X és Z a sztenderdizaltja. Ekkor X ~
N (3500,5002), igy

P(X > 3200) = P (Z > —2) =d (?) ~ 0.7257,

P(X > 32 o (2
P(X > 3200| X > 1500) = PEX i ‘?588; = @EZ)) ~ 0.7257.

4. feladat Egy 4j adozasi torvényt tgy szerkesztenek meg, hogy az kedvezzen a "kézéposztalybeli”
csalddoknak, vagyis azoknak, amelyeknek a jovedelme $20000 and $30000 kozott van. Ha a csalddok
jovedelme normalis eloszlast kovet $25000 varhaté értékkel és $100002 variancidval, akkor a csalddok
hany szazalékdnak kedvez a torvény?

Megoldasvazlat Legyen X egy csaldd jovedelme $1000-ban és Z a sztenderdizdltja. Ekkor X ~
N(25,10%), gy
1
P(20 < X < 30) =P(-0.5< Z <0.5) =29 (2> —1~0.383.

5. feladat Az A3-at tanulé didkok végsé szazalékpontos eredményei normaélis eloszlasunak tekint-
hetok 65 varhaté értékkel és 15 széréassal.

(a) Mi a valdszintisége, hogy egy véletlenszerii didk kozepest (3-ast) kap (azaz, a pontja 60 és 70
pont kozé esik)?

(b) Az dtment didkok (azok, akik legaldbb 50 pontot értek el) hdny szézaléka kap kozepest?
Megoldasvazlat Legyen X egy véletlenszertien valasztott didk szazalékpontos eredménye. Ekkor
X ~ N(65,152).

(a) P(60 < X < 70) =2 (%) — 1 ~ 0.2586

2)_
(b) P(60<X<70|X>50):%x0.31

)

6. feladat Dohanyosok nikotinszintje normdlis eloszlasi valdszintiségi valtozéval modellezheto,
melynek varhato6 értéke 315, szoérasnégyzete 17 161.

e Mi a valészintisége, hogy egy dohdnyos nikotinszintje meghaladja a 450-et?

e Mi a valészintisége, hogy egy dohdnyos nikotinszintje 150 és 400 kozé esik?

e Mi az a nikotinszint, amely folottivel a dohdnyosok 5%-a bir?

e Mi a valdszintisége, hogy egy dohdnyos nikotinszintje 400-nal magasabb, feltéve, hogy az az

atlagnal magasabb?

Megoldasvazlat Legyen X egy véletlenszeriien valasztott dohdnyos nikotinszintje. Ekkor a feladat
alapjan X ~ N(315,1312). Igy

o P(X >450)=1-®(132) ~ 0.1515

o P(150 < X <400) = (%) + @ (12°) — 1 ~ 0.6384

« Kell a, amire P(X > a) = 0.05, azaz ® (“321°) = 0.95, amibél a ~ 531.2.

_le(d)
o P(X >400| X > 315) = — B ~ 0.5156



Centralis hatareloszlas-tétel Legyenek X7, Xo,... fiiggetlen, azonos eloszldsu valdszinliségi val-
tozdk, melyekre E(X;) = m, D(X;) = s minden ¢ = 1,2, ... esetén. Legyen S, = X1 + Xo+--- + X,,.
Ekkor minden a € R konstansra

S, —n-m
. Sp—n-m .\ _ '
hrrlnIP’< s Vn _a> O(a)

Ennek specidlis esete, amikor X; ~ BER(p). Ekkor S,, ~ BIN(n, p) és

limP (Sn—np < a> = ®(a).
n np(l —p)

Ezt nevezik de Moivre—Laplace-tételnek.

Folytonossagi korrekcié: Fenti tételekben, ha S, egy egészértékii valtozd, akkor pontosabb ered-
ményt kapunk, ha

1 1
P(S, =i) helyett P (z —5< Sp <+ 2) -et
hasznalunk. Ezt nevezziik folytonossagi korrekciénak.

7. feladat Szamos, gyermekek szamara készitett tarsasjatékban annyit kell elérelépniink a babuval,
mint ahdnyast a kockdval dobtunk. Legyen n dobas utdn a pozicionk S,,. Mi a kozelité valdsziniisége,
hogy 30 dobés utén a poziciénk 90 és 120 kozé esik (a hatdrokat is beleértve)? Egy kockadobds szérasa

V/35/12.

Megoldasvazlat

31
P(89.5 < Sy < 120.5) %' 2 <> —1~0.8904

V350

folytonossagi korrekcié

P(90 < Sz < 120)

8. feladat Egy félvezetS chipeket gyarté cég termékeinek 6.3%-a selejt. Ha a napi termelés mennyi-
sége 2000 darab, mennyi a kozelit6 valdszintisége annak, hogy koztiik 135-nél kevesebb selejt lesz?

Megoldasvazlat Jeldlje S, az n termék kozil a selejtesek szamat. Ekkor

134.5 — 2000 - 0.063
v/2000 - 0.063 - 0.937

P(SQOOO < 135) = P(SQOOO < 1345) ~ o ( ) ~ 0.7823.

9. feladat Egy kollégiumban az iires férohelyek szama 150. Egy ide jelentkez6 hallgaté 0.6 valészini-
séggel felel meg a felvételi kovetelményeknek. Ha 240-en jelenkeznek, akkor mi a kozelité valdszintisége,
hogy a felvettek koziil senkit sem kell atirdnyitani masik kollégiumba?

Megoldasvazlat Legyen X a felvettek szama. Ekkor

150.5 —240- 0.6

P(X < 150) = P(X < 150.5) ~ ® (
V240-0.6-0.4

) ~ 0.8051.

10. feladat Egy 10000-es kisvarosban polgdrmestert valasztanak; két jelolt van, A és B. A szavazok
nagyon bizonytalanok; egy adott szavazd A-ra 51% valdsziniiséggel szavaz majd (és igy B-re 49%-os
valészintiséggel). Mi a kozelit6 valészintisége, hogy A nyeri a vilasztast?

Megoldasvazlat Legyen A az A-ra leadott szavazatok szdma. Ekkor A ~ BIN(10000,0.51), igy
annak a valdsziniisége, hogy A nyer:

0.995

P(A > 5000) = P(A > 5000.5) ¢ | —=
( ) ( ) (\/0.51 -0.49

) ~ 0.9767.



11. feladat Egy raktarban 101 1lada van, melyek stlyai egymastol fliggetlen és — kg-ban véve — a
(20, 40) szdmkozben egyenletes eloszlasi valdszintiségi valtozdk. Egy 3t teherbirdsi teherauté érkezik,
melyre elkezdik felpakolni a ladakat. Becsiilje meg annak valdszinliségét, hogy mind a 101 lada
felrakhat6 a teherautéra!

Megoldasvazlat Legyen M egy lada tomege és S, n 1ldda 6ssztomege. Ekkor M ~ UNI(20,40), igy
E(M) = 30, D(M) = 2 Ebbdl

_3\/§
v 101

12. feladat Adott 100 égbnk, melyek élettartama egymastél fliggetlen exponencialis eloszlst, 5 éra
varhaté értékkel. Tegyiik fel, hogy az égéket egymas utan hasznaljuk, azonnal kicserélve azt, amelyik
kiégett. Becsiiljik meg annak valészintiségét, hogy 525 éra utdn még van miikods égénk!

P(S101 < 3000) ~ ® ( ) ~ 0.3015.

Megoldasvazlat Legyen X egy ég6 élettartama és S, n ég6 osszélettartama. Ekkor X ~ EXP (%),

fgy
P(S100 > 525) ~ 1 — ®(0.5) ~ 0.6915.



