Matematika A4 - Valészintliségszamitas 6. gyakorlat
Varhaté érték (folytonos), normalis eloszlas, nagy szamok torvénye, CHT

Folytonos valdsziniiségi valtozdk varhato értéke

oo

Folytonos valészintiségi valtozd varhaté értéke: E(X) = [ z- f(z)d.
X eloszlasa E(X) Var(X)
UNI(a, b) (a+b)/2 | (b—a)?/12
EXP()\) 1/A /X2

1. feladat Tekintsik az f(x) =

2
{ cz® , haz € (0,1) fliggvényt, ahol ¢ ismeretlen konstans.

0 egyébként

(a) Mennyi a c értéke, ha az f egy X valdszinliségi valtozé siirliségfiiggvénye?

(b) Szédmitsa ki a P(X > 0.5) valésziniiséget!

(c) Szémitsa ki az E(X) és E (X?) varhato értékeket!
)

(d) Hatérozza meg az eloszldsfuggvényt!
Megoldasvazlat
(a) [ f(z)dz =1 egyenletbdl c = 3.
_7 _T
(b) P(X >0.5) 70f5 f(z)dr = §.
(c) Definici6 alapjan E(X) = 2, E(X?) = 2.
(d) Definicié alapjén F(z) =0, ha x <0 és F(z) =1, haz > 1. Haz € (0, 1]:

F(z) = jf(t)dt:i3t2dt=x3.
—o0 0

2. feladat Lehetnek-e az alabbi fliggvények eloszlasfiiggvények? Ha igen, szamoljuk ki a varhatd
értéket!

0 haz <0
— L > ) — )
(8) F(z) = { 2o o2 Py =8 f-a) hmo<a<2
» cgyebien 1 ,hax > 2
Megoldasvazlat

(a) Végtelenben 2-hoz tart, igy nem lehet eloszlasfiiggvény.

(b) Sziikséges tulajdonsagok ellenérizhetdk, ez egy eloszldsfiggvény. Véarhaté értékhez elszor de-
rivaldssal meghatarozzuk a stirtiségfiiggvényt: f(x) = F'(z) = 1 — §, ha x € (0,2) (egyébként
f(z) =0). gy

o) 2
E(x):/xf(x)dmz/x—a?dng.
—00 0

3. feladat Egy X valdszintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye: f(z) = cx(1—x), ha = € (0,1), egyébként
az értéke 0. Mennyi a c konstans értéke? Mi az X varhato értéke?

Megoldasvazlat [ f(z)dz =1 egyenletbdl ¢ = 6

Definici6 alapjan a varhaté érték %



Nagy szamok gyenge torvénye

Legyenek X7, Xo, X3,... fliggetlen, azonos eloszlasu valdszinliségi valtozok, melyek varhaté értéke
E(X;) = m, szérasnégyzete D?(X;) = s2. Jelolje S, az els6 n valészintiségi valtozé Osszegét, azaz
Sn=X1+ Xo+ -+ X,,. Ekkor tetszélegesen kicsi € > 0 esetén

IP’<‘S"m‘>5) "3,
n

4. feladat Legyen g : [0,1] — [0, 1] egy integralhaté fiiggvény és valaszuk véletlentl (egyenletesen)
Py, Py, ... pontokat a [0,1] x [0, 1] négyzeten. Legyen X, az a valdsziniiségi valtozd, ami 1, ha P; pont

n
a g(z) fiiggvény gorbéje alatt van és 0, ha felette. Hova tart + - > X;?
i=1

Megoldasvazlat A nagy szamok gyenge torvénye alapjan az érték E(X;)-hez tart. X; ~ BER(p),

1

ahol p annak a valdszinfisége, hogy egy pont a gorbe ald esik, ami épp [ g(z)dz. Igy a hatdrérték
0

1

J 9(z) da.

0

Normalis eloszlas

X valészintiségi valtozd normélis eloszldst m, s paraméterekkel (jel: X ~ N(m,s?)), ha sfirfiségfiigg-
)2
vénye f(x) = \/2L.Se 3.2 . Ekkor varhat6 értéke E(X) = m, szérasnégyzete D?(X) = s2.

(z—m

Sztenderd normalis eloszlasrol akkor beszéliink, ha m = 0, s = 1. Ekkor a slirliség- és eloszlas-
fliggvénye:
L2y 1 [ e .
Tr)=—€e 2, T) = —— e 2 dt.
f@) = —— @=—= [

Erre nincs elemi képlet, viszont értékei tablazatbol kiolvashaték pozitiv z-ekre. Negativ = esetén
a ®(—z) =1 — &(z) azonossigot hasznalhatjuk.
Ha X ~ N(m, s?), akkor az 6 sztenderdizaltja Z := 2= ~ N(0,1).

5. feladat Egy 0j adozéasi torvényt ugy szerkesztenek meg, hogy az kedvezzen a "kézéposztalybeli"
csalddoknak, vagyis azoknak, amelyeknek a jovedelme $20000 and $30000 kozott van. Ha a csalddok
jovedelme normalis eloszlast kovet $25000 varhaté értékkel és $100002, variancidval, akkor a csalddok
hény szazalékdnak kedvez a torvény?

Megoldasvazlat Legyen X egy csaldd jovedelme $1000-ban és Z a sztenderdizaltja. Ekkor X ~
N(25,102), {gy

1
P(20 < X < 30) =P(-0.5< Z <0.5) =2 (2> —1=0.383.
6. feladat Az Ad-et tanuld didkok végsd szazalékpontos eredményei normadlis eloszlastinak tekint-

hetok 65 varhato értékkel és 15 szorassal.

(a) Mi a valdszintisége, hogy egy véletlenszerti didk kozepest (3-ast) kap (azaz, a pontja 60 és 70
pont kozé esik)?

(b) Az adtment didkok (azok, akik legaldbb 50 pontot értek el) hdny szdzaléka kap kozepest?

Megoldasvazlat Legyen X egy véletlenszeriien vélasztott didk szazalékpontos eredménye. Ekkor
X ~ N(65,152).

(a) P(60 < X < 70) =2® (%) — 1 ~ 0.2586

2\ _
(b) P(60 < X < 70| X > 50) = mégl)) L ~0.31



7. feladat Dohanyosok nikotinszintje normaélis eloszlasi valésziniiségi valtozéval modellezhetd,

melynek varhato6 értéke 315, szoérasnégyzete 17 161.

(a) Mi a val6sziniisége, hogy egy dohdnyos nikotinszintje meghaladja a 450-et?

(b) Mi a valészintisége, hogy egy dohdnyos nikotinszintje 150 és 400 kozé esik?

(¢) Mi az a nikotinszint, amely 616ttivel a dohdnyosok 5%-a bir?
)

(d) Mi a valdsziniisége, hogy egy dohdnyos nikotinszintje 400-ndl magasabb, feltéve, hogy az az
atlagnal magasabb?

Megoldasvazlat Legyen X egy véletlenszertien valasztott dohdnyos nikotinszintje. Ekkor a feladat
alapjan X ~ N(315,1312). Igy

(a) P(X >450) =1— & (133) ~ 0.1515

(b) P(150 < X < 400) = ® (&) + @ (128) — 1~ 0.6384

(c) Kell a, amire P(X > a) = 0.05, azaz ® (23212) = 0.95, amibél a ~ 531.2.

131
1-0( )
(d) P(X >400| X > 315) = — 2 ~ 0.5156

Centralis hatareloszlas-tétel

Legyenek X7, X, ... fliggetlen, azonos eloszlast val6szintiségi valtozok, melyekre E(X;) = m, D(X;) =
s minden ¢ = 1,2,... esetén. Legyen S,, = X7 + X2 + --- + X,,. Ekkor minden a € R konstansra

Sp—n-m
1 < = .
117anIP’< s S a> D(a)

Ennek specidlis esete, amikor X; ~ BER(p). Ekkor S,, ~ BIN(n,p), {gy m = p, s = /p(1 — p).
Ezt nevezik de Moivre—Laplace-tételnek.

Ha S,, egy egészértékii valtozo, akkor pontosabb eredményt kapunk, ha folytonossagi korrekci6t
hasznélunk, azaz P(S,, = i) helyett P (i — 3 < S, < i+ %)-vel szdmolunk.

8. feladat Szamos, gyermekek szaméra készitett tarsasjatékban annyit kell elérelépniink a babuval,
mint ahanyast a kockaval dobtunk. Legyen n dobas utdn a pozicionk S,. Mi a kozelitd valdsziniisége,
hogy 30 dobés utén a poziciénk 90 és 120 kozé esik (a hatdrokat is beleértve)? Egy kockadobds szérasa

V/35/12.

Megoldasvazlat

nossdgi korrekeld CHT 31
P(90 < Sao < 120) OVronossiE! korreleid (

P(89.5 < Sso < 120.5) =" 20 [ 22— ) — 1 ~ 0.8904
( 50 ) \/35())

9. feladat Egy félvezetS chipeket gyarté cég termékeinek 6.3%-a selejt. Ha a napi termelés mennyi-
sége 2000 darab, mennyi a kozelité valoszinlisége annak, hogy kéztiik 135-nél kevesebb selejt lesz?

Megoldasvazlat Jeldlje S, az n termék koziil a selejtesek szamat. Ekkor

134.5 — 2000 - 0.063
/2000 - 0.063 - 0.937

P(S2000 < 135) = ]P)(SQOOO < 1345) ~ o ( ) ~ (0.7823.

10. feladat Egy raktarban 101 lada van, melyek stlyai egymastol fliggetlen és — kg-ban véve — a
(20, 40) szdmkozben egyenletes eloszlasi valdsziniiségi valtozdk. Egy 3t teherbirdsi teherauté érkezik,
melyre elkezdik felpakolni a ladakat. Becsiilje meg annak valdszinliségét, hogy mind a 101 lada
felrakhat6 a teherautéral



Megoldasvazlat Legyen M egy lada tomege és S, n 1ldda 6ssztomege. Ekkor M ~ UNI(20,40), igy
E(M)=30,D(M) = %. Ebbdl
_3\/3

P(S < 3000) ~ P
(Sio1 ) (m

) ~ 0.3015.

11. feladat Adott 100 égénk, melyek élettartama egymaéstdl fiiggetlen exponencidlis eloszlasi, 5 ora
varhaté értékkel. Tegyiik fel, hogy az égéket egymas utdn hasznaljuk, azonnal kicserélve azt, amelyik
kiégett. Becsiiljiik meg annak valosziniiségét, hogy 525 éra utdn még van mikods égénk!

Megoldasvazlat Legyen X egy égé élettartama és S, n ég6 Osszélettartama. Ekkor X ~ EXP (%),

igy
P(S100 > 525) ~ 1 — ©(0.1) ~ 0.4602.

12. feladat Egy gyar kétfajta érmét gyart: egy igazsigosat, és egy hamisat ami 55% eséllyel mutat
fejet. Van egy ilyen érménk, de nem tudjuk igazsigos-e vagy pedig hamis. Ennek eldontésére a
kovetkezO statisztikai tesztet hajtjuk végre: feldobjuk az érmét 1000-szer, ha legalabb 525-szor fejet
mutat, akkor hamisnak nyilvanitjuk, ha 525-nél kevesebb fej lesz a dobédsok kozott, akkor az érmét
igazsdgosnak tekintjiik. Mi a valészinlisége, hogy a tesztiink téved abban az esetben, ha az érme
igazségos volt? Es ha hamis volt?

Megoldasvazlat Legyen I és H a dobott fejek szdma az igazsagos, illetve a hamis érme esetén.
Ekkor I ~ BIN(1000,0.5), H ~ BIN(1000,0.55). Igy annak a valdsziniisége, hogy a teszt téved:

24.5

P(I >525)=P(] >524.5)~1—-® | — | =~ 0.0606,
(0 529) =B > 5245)~1 -0 (75
—25.5

+/1000 - 0.55 - 0.45

P(H < 525) = P(H < 524.5) ~ & ( ) ~ 0.0526.



