Matematika A4 - Valészintliségszamitas 7. gyakorlat
CHT, valtozdk transzformacidja, konvolicio

Centralis hatareloszlas-tétel

1. feladat Egy kollégiumban az iires férohelyek szama 150. Egy ide jelentkez6 hallgaté 0.6 va-
l6szintiséggel felel meg a felvételi kovetelményeknek. Ha 240-en jelentkeznek, akkor mi a kozelito
valésziniisége, hogy a felvettek kozil senkit sem kell atirdnyitani masik kollégiumba?

Megoldasvazlat Legyen X a felvettek szama. Ekkor

150.5 —240- 0.6
Vv240-0.6-04

folyt_korr.

P(X < 150) P(X < 150.5) ~ ® ( ) ~ 0.8051.

Valtozok transzformacidgja
Legyen Y = g(X).

—1
e Ha g fiiggvény szigortian monoton névé: Fy (y) = Fx (97 (y)), fy (y) = %.

e Ha g szigortian monoton csékkend: Fy (y) =1 — Fx (g_l(y)), fry) = —%.

« B(Y) = _}O (@) fx (z) da, DY T 9(@) fx (@) do — E(Y)2.

2. feladat Vegyiik azt az X folytonos eloszldst, amelynek a slirliségfiiggvénye f(x) = 2z, ha x €
(0,1), egyébként 0. Mi lesz az Y = 3 4+ 5X valdszinliségi véiltozd siirliségfiiggvénye? Vizsgaljuk a
varhaté értéket!

Megoldasvazlat g(r) = 3 + 5z szigortian monoton fiiggvény és g~ (y) =
Stirliségfiiggvénye a fenti képlet alapjan: fy(y) = (%53) ha ¥z= 3 < (0, ) azaz y € (3,8). Egyéb-

ként fy(y) = 0.
Véarhat6 értéket tobbféleképpen is szdmolhatjuk:

1
o E(X) = [222de =2, gy E(Y) =3+5E(X) =1
0

8
o Y siirliségfiiggvényébsl: E(Y) = [y- 2823 qy = 19
3

1
e Transzformélt valtozé varhaté értékére vonatkozé képlettel: E(Y) = [(3 + 5z) - (2z) dz = £
0

3. feladat Van egy 25 éra varhaté értékii exponencialis eloszlas szerint kiég6 égénk. A baratommal
a kovetkez6 jatékot jatsszuk: fizetek neki 625 forintot, és ha kiég az égd, akkor 6 kifizeti nekem az
ég6 orakban mért élettartalmanak négyzetét. Kinek elonyos a jaték? Szamoljuk ki a bardatom altal
fizetett pénz eloszlasat!

Megoldasvazlat Legyen X a kiégés ideje, E(X) = 25, igy X ~ EXP (%)
Legyen Y a nyeremény, azaz Y = X2 — 625. g(r) = 2% — 625 Szigorﬁan monoton né R -on.

EY) = Of( — 625) f(z) dz parcidlis integraldssal szdmolhaté vagy f 2 fx(z)dz = E(X?) =

D?(X)+E(X)? = 625+ 625 és f 625fx (x) dex = 625 f fx(x)dx =625, igy E(Y) = 625, vagyis nekem
0 0

elényos a jaték.
g y) = Vy + 625, igy Y eloszlasfiiggvénye Fy (y) = 1 — e~ 25VUT25 ha y > 625, egyébként

)
Fy(y) = 0.



4. feladat Legyen X val6sziniiségi valtozo egyenletes eloszldsi a [0, 1] intervallumon. Hatdrozzuk
meg az alabbi valtozok eloszlasat! Hogyan valtozik a varhaté érték és széras?

(@) VX (D) X? (X2 ()X (0) X2

Megoldasvazlat
(a) Legyen Y = v/X. Ekkor g(z) = v/ monoton névé R -on, g~ (y) = 42, igy

e Iy(y)=3%,ha0<y<1(Fy(y)=0,hay <0, Fy(y)=1,hal<y)
1
. E(Y):gg(x)-ldng

e D?(Y) = jg(x)2 lde —E(Y)? =&

(b) Legyen Y = X2. Ekkor g(x) = 22 monoton névé R -on, g~ (y) = \/z, igy
o I'y(y) =y, ha0<y<1(Fy(y) =0,hay <0, Fy(y)=1,hal<y)

. E(Y):{g(:c)ldx:%

o DY) = {19(»”6)2 ldzr —E(Y)* = g

(c) Legyen Y = X 2. Ekkor g(z) = 272 monoton csdkkend R -on, g~ (y) =y~ 2, igy
o Fy(y)=1-y* hal<y (Fy(y)=0 hay<1)
1
e E(Y)= [g(z) - 1dz =2
0

1
e D2(Y) = [g(z)?- 1dz — E(Y)? nem véges
0

(d) Legyen Y = X!, Ekkor g(x) = 2! monoton csékken6é R -on, g~ 1(y) =y~ 1, igy

o Fy(y)=1-y Lhal<y(Fy(y)=0hay<1)
1

e E(Y) = [g(z)-1dz nem véges
0

1
e D2(Y) = [g(z)?- 1dz — E(Y)? nem véges
0

Nl

(e) Legyen Y = X2, Ekkor g(z) = 22 monoton csékkend R, -on, g~ (y) =y

o Fy(y)=1-y * hal<y (Fy(y)=0hay<1)
1

e E(Y) = [g(x)-1dz nem véges
0

1
e D2(Y) = [g(z)?- 1dz — E(Y)? nem véges
0

5. feladat Legyen X 2 paraméterti exponencialis eloszlast valészintiségi valtozé. Mi lesz X* elosz-
lasa?

Megoldasvazlat X ~ EXP(2), g(z) = 2* (szigortian monoton né [0, 00)-n), g~ !(y) = Y. Igy, ha
Y = X*, akkor fy(y) = A-e V¥ Lyi-1,

6. feladat Legyen X egyenletes eloszlasi az [5,8] intervallumon. Szdmoljuk ki az eloszlds- és
stirliségfiiggvényét az alabbi valtozoknak!
(a) | X — 6] (b) X?



Megoldasvazlat

(a) Y =|X—6]|. g(x) = |z—6| nem monoton az adott intervallumon. Viszont Fy (y) = P(|X—6| < y)
szakaszonként meghatarozhaté:

0 ,hay <0
2y ha0<y<1
_ 3 ) >

Fy(y) 1"% ,hal<y<2

1 ,ha2 <y
Ebbdl a stirtiségfiiggvény:

% yhad<y <1
fr(y) =< 5 ,hal<y<?2

0 egyébként

(b) Y = X2 g(x) = 2* szigortian monoton nové az adott intervallumon, g~*(y) = /y. Ebbdl

0 ,hay <25
Fy(y)=4 Y°  ha25<y<64

1 ,ha 64 <y

Ebbdl a stirliségfliggvény:

L ha25<y<64
fr(y) =4 SV 11z v=
0 egyébként

7. feladat Legyen X egy 1 paraméter(i exponencidlis eloszlasi valdsziniiségi valtozé. Hatarozzuk
meg Y = In(X) sliriségfiiggvényét.

Megoldasvazlat g(z) = In(z) szigortian monoton né, g~ (y) = e, igy fy (y) = e’ tv.

8. feladat Legyen X normélis eloszlast p varhaté értékkel és o szérassal. Mi lesz Z := aX + b
eloszlasa?

(z—b—am)?

Megoldasvazlat fz(z) = == -e 2@ | vagyis Z ~ N(b+ au,ac).

2moa

Konvoluicié

Legyen X és Y fuggetlen valdszinliségi valtozok.

Ha X ésY diszkrét: P(X +Y =m)= > P(X=k)-P(Y =m—k).

k=—o00

Ha X ésY folytonos: fxiy(t) = T fx(@)- fy(t —z)da.

X ~ BIN(n,p), Y ~ BIN(m,p) fiiggetlen, akkor X +Y ~ BIN(n + m,p)

X ~ POI(N), Y ~ POI(p) fuggetlen, akkor X +Y ~ POI(A + )

e Ritkitott Poisson: X ~ POI(\) és X darab pont egymastdl fiiggetleniil p valdsziniiséggel piros,
akkor a piros pontok szamanak eloszlasa POI(p))

o X1, Xs,..., X, ~EXP()\) fuggetlenek, akkor > X; ~ Erlang(n, A)
i=1

9. feladat Egy adott helyen atlagosan évente 6tszor van foldrengés.

(a) A foldrengéseknek 20%-a jar cunamival. Mi a valdszintisége, hogy egy évben tobb, mint 2 cunami
van?

(b) Egy évben atlagosan tizszer torténnek erddtiizek. Mi annak a valdsziniisége, hogy egy évben
pontosan 8 természeti katasztréfa (foldrengés vagy erddtiiz) kovetkezik be?



Megoldasvazlat

(a)

(b)

Foldrengések szamdanak eloszldsa F' ~ POI(5). Poisson ritkitds alapjdn a cunamik szdmdanak
eloszlasa C' ~ POI(1), igy
P(C >2)=1-25¢e"".

Az erd6tiizek szaménak eloszlasa E ~ POI(10). Igy a katasztréfék szama K = F+FE ~ POI(15).
Vagyis
158

— _ =15

10. feladat Egy villamosmérndk hallgaté A4 zh-ra késziil.

(a)

Ugy dént, hogy addig csindl korabbi zh feladatsorokat, amig valamelyik nem lesz hibétlan.
Mivel kozben mér nem tanul, minden feladatsort egymaéstdl fuggetleniil 20%-o0s valészintiséggel
irja meg hibatlanul. Viszont pont mikor irt egy hibatlant, az egyik csoporttarsatol kap még 8
feladatsort, amik kozott allitdlag ott van a mésnapi zh. Sajnos mar nagyon faradt, ezért nem
tudja mindet megnézni. Ehelyett mind a 8 feladatsorrdl kiilon-kiilén pénzfeldobassal donti el,
hogy végigmenjen-e rajta. Mi valdszintisége, hogy pontosan m feladatsort old meg a gyakorlas
soran?

Nem volt szerencséje és pont kihagyta gyakorlasnal a tényleges feladatsort, igy csak 4-est kapott.
Természetesen ezutan elkezd késziilni a pétzh-ra, de 4j taktikdval. A meglévé 10 darab pétzh
feladatsort egymastol fliggetleniil 75-75% eséllyel csindlja meg. Viszont mikor ezekkel elkésziilt,
megint kap 5 extra feladatsort, amikr6él megint pénzfeldobassal dont. De most mindegyiknél
kétszer dobja fel az érmét és csak akkor hagyja ki, ha két fejet dob. Mi a valdszinlisége, hogy
pontosan 6 feladatsort csindl meg potzh-ra készilve?

Megoldasvazlat

(a)

(b)

Legyen X és Y az eredeti és az extra feladatsorokbdl megoldottak szama. Ekkor X ~ GEO(0.2),
Y ~ BIN(8,0.5). Ha Z a megoldott feladatsorok szdma, akkor Z = X +Y, {gy

min(8,m—1)

i P(X=m—k)-P(Y=k)= > 08" % '.02. (2) -0.55.

k=—o00 k=0

Legyen X és Y az eredeti és az extra feladatsorokbodl megoldottak szama. Ekkor a feladat
alapjan X ~ BIN(10,0.75), Y ~ BIN(5,0.75), igy Z := X +Y ~ BIN(15,0.75). Igy

1
P(Z =6) = (65> -0.755 - 0.25%.

< sz

Megoldasvazlat XY ~ N(0,1),Z:=X+Y

1 7 1 _ =yt ty* y) y>
/fxz— ) fy (y) / o dy =
27r

2
_w—z/2)? z/2> —22/4 1 2?4

Vaver ©

B \/5\/%4 Var/ V2’

z 1

hiszen az utolsé integralban épp N (7 —) eloszlas striségfiiggvénye van, igy az integral értéke 1.
lgy Z ~ N(0,v2).

27 /2

12. feladat Legyen X ~ UNI(0,1) és Y ~ UNI(1,3). Hatérozzuk meg X + Y eloszldsat!



Megoldasvazlat fx(z) =1, hax € (0,1) és fy(y) = %, ha y € (1, 3), egyébként a siirliségfiiggvé-
nyek értéke 0. Igy

] min(1,t—1)
1
frvlt) = [ fx@frle-a)do= [ Jdo
e max(0,t—3)

2l hal<y<2
- 1 yha2<y<3
Vagyls Jxr(t) =4 A ha3<324

0 egyébként



