Matematika A4 - Valészintliségszamitas 8. gyakorlat
Konvoluciod, diszkrét valtozék transzformacidja, geometriai valoszintiség, fel-
tételes varhato érték, teljes varhato érték tétel

Konvolicié
Legyen X és Y figgetlen valdszinliségi valtozok.
Ha X és Y diszkrét: P(X +Y =m)= > PX=k)-P(Y =m—k).
k=—oc0

Ha X és Y folytonos: fxiy(t) = }o fx(@) - fy({t —x)dx.

1. feladat Egy villamosmérnok hallgaté A4 zh-ra késziil.

(a) Ugy dént, hogy addig csindl korabbi zh feladatsorokat, amig valamelyik nem lesz hibatlan.
Mivel kozben mar nem tanul, minden feladatsort egymdstdl fiiggetleniil 20%-os valészintiséggel
irja meg hibatlanul. Viszont pont mikor irt egy hibatlant, az egyik csoporttarsatol kap még 8
feladatsort, amik kozott allitdlag ott van a mésnapi zh. Sajnos mar nagyon faradt, ezért nem
tudja mindet megnézni. Ehelyett mind a 8 feladatsorrdl kiilon-kiilon pénzfeldobassal donti el,
hogy végigmenjen-e rajta. Mi valészinlisége, hogy pontosan m feladatsort old meg a gyakorlas
soran?

(b) Nem volt szerencséje és pont kihagyta gyakorldsndl a tényleges feladatsort, {gy csak 4-est kapott.
Természetesen ezutan elkezd késziilni a pdtzh-ra, de 4j taktikdval. A meglévé 10 darab pétzh
feladatsort egymastol fliiggetleniil 75-75% eséllyel csindlja meg. Viszont mikor ezekkel elkésziilt,
megint kap 5 extra feladatsort, amikrél megint pénzfeldobassal dént. De most mindegyiknél
kétszer dobja fel az érmét és csak akkor hagyja ki, ha két fejet dob. Mi a valdszinlisége, hogy
pontosan 6 feladatsort csindl meg potzh-ra késziilve?

Megoldasvazlat

(a) Legyen X ésY az eredeti és az extra feladatsorokbdl megoldottak szdma. Ekkor X ~ GEO(0.2),
Y ~ BIN(8,0.5). Ha Z a megoldott feladatsorok szdma, akkor Z = X +Y, {gy

min(8,m—1)

P(Z =m) = f: P(X=m—k)-P(Y=k)= > 08" % '.02. (2) -0.5%.
k=—o00 k=0

(b) Legyen X és Y az eredeti és az extra feladatsorokbdl megoldottak szdma. E}{kor a feladat
alapjan X ~ BIN(10,0.75), Y ~ BIN(5,0.75), fgy Z := X +Y ~ BIN(15,0.75). Igy

15

P(Z =6) = <6> -0.75% . 0.25°.

Megoldasvazlat X, Y ~ N(0,1),Z:=X+Y

oo

R L

NG v

—0o0

(y—z/2)%
- 272 dy . 6_22/4 1 —22/4

1 1
-7 | T wov I

hiszen az utolsé integralban épp N (%, %) eloszlas striségfiiggvénye van, igy az integral értéke 1.

lgy Z ~ N(0,v2).

3. feladat Legyen X ~ UNI(0,1) és Y ~ UNI(1,3). Hatdrozzuk meg X + Y eloszlasat!



Megoldasvazlat fx(z) =1, hax € (0,1) és fy(y) = %, ha y € (1, 3), egyébként a siirliségfiiggvé-
nyek értéke 0. Igy

min(1,t—1)

fx+v(t) = / fx @) fy(t —z)de = / %dx

max(0,t—3)
21 hal<y<?2
L ha2<y<3
Vagyis t) = _ ’ -
gy fX+Y() % ,ha3<y<4

0 egyébként

Diszkrét valtozdk transzformacidja
4. feladat Ha X ~ GEO(p), akkor mi az aldbbi Y viltozdk sulyfiiggvénye, varhaté értéke, szérdsa?
(a) Y =3X —2 (b) Y =eX
Megoldasvazlat
(a) Y =3X — 2 esetén:

IE”y(k)zP(Y:k):IF’(3X—2:k):IP><X:k—g2> =(1-p)Fp,

ha %52 pogitiv egész, azaz k € {1,4,7,...}.

Varhato érték tulajdonsagai alapjan:

(b) Y = e¥ esetén:

ha In k pozitiv egész, azaz k € {e,e?,¢e3,...}.
Varhato érték és szorasnégyzet definicié alapjan szamolhato:
) oo
E(Y) = D01 —p) e = 2 (el o)t 2
k=1

ha p > 1— 1 egyébként a varhaté érték nem létezik. (x)-nal azt hasznéltuk, hogy ¢ > 0 esetén

e’

o0
Y gk = 7%, ha ¢ < 1, egyébként a sor nem konvergens.
k=1

Ehhez hasonléan

ha p > 1 — %, egyébként a varhaté érték nem létezik. EbbSl D?(Y) = E (Y2) — E(Y)2

Geometriai valésziniiség

5. feladat A (0;0), (1;0), (1;1) cstcst haromszogon vett egyenletes eloszlas esetén hatarozzuk meg
Z =Y/X eloszlasét!



Megoldasvazlat Z értéke definicidja alapjan 0 és 1 kozott van. Igy z € (0,1) esetén:
Fz(2)=P(Z<2)=PY <z-X)= = =2,

ahol(*)-ndl azt hasznaltuk, hogy a hdromszog azon részének a teriilete, ahol y < z - x, az z/2, mig az
egész haromszog teriilete 1/2 (egyenletes eloszlds miatt a valoszintiségek ardnyosak a teriiletekkel).
A kapott eloszldsfliggvénybdl latjuk, hogy Z ~ UNI(0, 1).

6. feladat Vegyiink egy két dimenzids (X,Y") eloszldst, amelynek stirliségfiiggvénye f(z,y) = 4ay
ha 0 < 2z < 160 < y < 1, egyébként 0. Szamoljuk ki kiilon-kiilon U = XY és V = Y/X
eloszlasfliiggvényét és siirliségfiiggvényét!

Megoldasvazlat

e U értéke definici6ja alapjan 0 és 1 kozott van. Igy u € (0,1) esetén:

11
1 *
FU(u):]P’(U<u):]P’<Y<u-X> (:)1—//f(:z:,y)dyd:lc:...:uQ—Qqunu7

U u/z
ahol (x)-nél azt hasznédltuk, hogy azok a pontok az egységnégyzeten, amelyekre y < u - % NEM
teljesiil az épp {(z,y) : u <z < lu/x <y <1}
Ebbdl derivdldssal a stirliségfiiggvény fu(u) = 4ulnu, ha u € (0,1), egyébként fy(u) = 0.

e V értéke definicioja alapjan 0 és co kézott van. Viszont rajz alapjén latjuk, hogy v <1ésv >1
eseteket kiilon kell kezelni. Igy v € (0,1) esetén:
1 vz
® v’
Fy(v) =PV <v) =P <vX) = //f(x,y) dyde = ... = 5
00

ahol (x)-nél azt haszndltuk, hogy azok a pontok az egységnégyzeten, amelyekre y < vz teljestil
az épp {(z,y) : 0 <2 <1,0 <y <wz}.

v € (1,00) esetén:

y/v

Fr(v)=P(V <v)=P(Y <uX) 21— fley)dedy = .. =1— —
/]

ahol (x)-ndl azt hasznaltuk, hogy azok a pontok az egységnégyzeten, amelyekre y < va NEM
teljesiil az épp {(z,y) : 0 <y <1,0 <z <y/v}.

Ebbél derivalassal a sfirfiségfiiggvény fi-(v) = v, ha v € (0,1), mig fy(v) = v=3, ha v € (1,00)
egyébként fy (v) = 0.

Feltételes varhato érték, teljes varhaté érték tétele (diszkrét)

o X feltételes varhaté értéke,
— ha az A esemény adott: E(X|A) => P(X =k|A) - k.
k

— adott Y val6szintiségi valtoz6 esetén: E(X|Y =y) =Y P(X =k|Y =y) - k.
%

o Teljes varhaté érték tétele: E(X) = > P(Y = m) - E(X|Y =m), azaz E(X) = E(E(X|Y)).

7. feladat Kétszer dobtunk egy kockaval. Mennyi az els6 dobas feltételes varhato értéke, ha
ismerjiik a dobasok 0sszegét? Mennyi a feltételes varhato értéke az elsé dobasnak, ha tudjuk, hogy a
két dobés Gsszege 107



Megoldasvazlat Legyen Y az els6, Z a méasodik dobéas, X pedig a dobésok 6sszege. Vilagos, hogy
E(Y|X =2) =E(Z| X = z), a szimmetria miatt. Viszont

EY| X=2)+EZ|X=2)=EY +Z|X =2)=u,
igy E(Y | X = 2) = §. Ha 2 = 10, akkor ez 5.

8. feladat Dobjunk egy érmével annyiszor, amennyit egy szabalyos kockéval dobtunk. Jeldlje X a
fejek szdmat. Mennyi E(X)?

Megoldasvazlat Legyen A; az az esemény, hogy a dobés értéke i. Ekkor a teljes varhaté érték tétel
értelmében
1 3 5
(A+1+2+24+35+3) 7

E(X) = E(X|A1)P(A1) + - + E(X|Ag) P(Ag) = - -5

ami teljesen természetes, hiszen a kockadobas varhato6 értéke 3,5 és varhatdéan ezek fele lesz a fejre es6
érmék szama.
Ismétlés

9. feladat Egy sportlovo 0.9 valosziniiséggel 16 10-est. Egy 16véssorozat 10 16vésbol all és akkor elfo-
gadhat szamara, ha legalabb 9 tizes taldlat van benne. Mi a valdszintisége, hogy harom lovéssorozat
mindegyike elfogadhatd lesz?

Megoldasvazlat Egy lovéssorozatban a 10-es 16vések szdma BIN(10,0.9) eloszlasi. Igy annak a
valészintisége, hogy egy lovéssorozat sikeres 0.91° +10-0.9%-0.1 ~ 0.736. Annak a valészintisége, hogy
mindharom lévéssorozat sikeres 0.736% ~ 0.399.

10. feladat Ha E(X) =1 és D?(X) = 5, hatdrozzuk meg a kivetkez6 mennyiségeket:
(a) E [(2+X)2} (b) D2(4+3X)
Megoldasvazlat
(a) 14
(b) 45

11. feladat Egy adott teriileten a foldrengések erejei egymastél fliggetlen, exponencidlis eloszlasi

valészintiségi valtozdk, melynek paramétere % a Richter skdlan. Mi a valésziniisége, hogy a kovetkezd

(a) foldrengés ereje meghaladja a 4-et?

(b) két foldrengés egyike sem lesz 4-nél erésebb?

Megoldasvazlat Legyen X,Y a kovetkezd két foldrengés ereje.
(a) P(X >4) =e /3

(b) P(X <4,Y <4)= (1 _ 6—5/3)2

12. feladat Tegyiik fel, hogy egy villanykorte élettartama (évben) 1/2 paraméterii exponencidlis
eloszlasi valészintliségi valtozoé.

a) Mennyi a varhato élettartama?

(
(b) Mi a valdszintisége, hogy kevesebb, mint 2 évig ég?

)
)
(c) Mi a valdsziniisége, hogy tobb, mint 1 évig nem ég ki?

(d) Mi a val6sziniisége, hogy mostantol kezdve egy napig ég, de utdna a kovetkezd nap folyaman
kiég?



(e) Feltéve, hogy 1 évig nem ég ki, mi a valdsziniisége, hogy utdna még legalabb negyed évig miik6dni
fog?

(f) Mindig amint kiég, kicserélem az ég6t egy ugyanolyan tipusu j égére. Mi a valésziniisége, hogy
a kovetkez6 10 évben legalabb 4 égére van sziikségem?

Megoldasvazlat Legyen az élettartam X.

X
(b) (X <2)=F(2)=1-¢ %2 =1-¢"!=0,632L.
(c) P(X >1)=1—F(1) = e = = 0,6065.
(d) P(g0z < X < 3%) =F (3%) — F(355) = e 255 —e 3555 = 0,1367%.

legalabb 4 ég6 kell (azaz legaldbb 3 kiég):

52
P(Y<3)=1—e¢". <1+5+2> —1-18,5e°.

13. feladat Egy X valdszinliségi véltozd stirtiségfiiggvénye: f(z) = cx(l — x), ha z € (0,1),
egyébként az értéke 0. Mennyi a c konstans értéke? Mi az X varhaté értéke?

Megoldasvazlat [ f(z)dz =1 egyenletbdl ¢ = 6

Definici6 alapjan a varhaté érték %

14. feladat Egy 0j adozési torvényt ugy szerkesztenek meg, hogy az kedvezzen a "kézéposztalybeli"
csalddoknak, vagyis azoknak, amelyeknek a jovedelme $20000 and $30000 kozott van. Ha a csalddok
jovedelme normaélis eloszlast kovet $25000 varhaté értékkel és $100002, varianciaval, akkor a csaladok
hany szazalékanak kedvez a torvény?

Megoldasvazlat Legyen X egy csalad jovedelme $1000-ban és Z a sztenderdizaltja. Ekkor X ~
N(25,10?), igy

1
P(20 < X < 30) = P(—0.5 < Z < 0.5) = 2& (2> —1~0.383.

15. feladat Adott 100 égénk, melyek élettartama egymastdl fiiggetlen exponencidlis eloszlasi, 5 ora
varhaté értékkel. Tegyiik fel, hogy az égéket egymas utan hasznaljuk, azonnal kicserélve azt, amelyik
kiégett. Becsiiljiik meg annak valdszintiségét, hogy 525 6ra utdn még van mikodo égénk!

Megoldasvazlat Legyen X egy égé élettartama és S, n ég6 Osszélettartama. Ekkor X ~ EXP (%),

igy
P(S100 > 525) ~ 1 — ®(0.1) ~ 0.4602.

16. feladat Legyen X normdlis eloszlasi p varhato értékkel és o szoérassal. Mi lesz Z := aX + b
eloszlasa?

_(z—b—ap)?

Megoldasvazlat fz(z) = == e 2@ | vagyis Z ~ N(b+ au,ac).
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