Matematika A4 - Valészintliségszamitas 9. gyakorlat
Tobbvaltozés eloszlasok

Tobbvaltozos diszkrét eloszlasok
o Egyiittes sidlyfiiggvény: p(z;,y;) =P(X =z;,Y = y;)
o X ésY figgetlen: P(X =;,Y =y;) =P(X = z;) - P(Y = y;) minden 4, j-re

o Peremstlyfiiggvény: P(X =z;) = > P(X =2,,Y =y;), PY =y;) = > P(X =2,,Y =y;)
j=1 i=1

1. feladat FEldszor egy (szabdlyos) kockéval dobunk, majd annyi (igazsigos) érmével, ahdnyast a
kockaval dobtunk. Mi a valdszintlisége, hogy a kockéval 4-est dobunk és az érmékkel 2 fejet kapunk?
Mi a valészintisége, hogy 5 fejet kapunk? Adjuk meg az egyiittes-, perem- és feltételes eloszldsokat is!

Megoldasvazlat Az X (perem)eloszldsa - a kockadobds eredménye - egyenletes az {1,2,3,4,5,6}
halmazon. A dobott fejek szama (V') fiigg a kockadobds eredményétdl, igy Y| X = 4 binomidlis n = 1,
p= % paraméterrel, ahol 1 < i < 6 egész szam. EbbOl az egyiittes eloszlas:
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ha 0 < j < i egész.
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A misik feltételes eloszlés:

P(X = i|Y = j) = Y =0)

Tehat a kérdésekre a valaszok rendre:

* X =4Y =2)= ()27 = 5,

« PY=2)=%
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2. feladat Két kockaval dobva, mi a dobott szdmok
(a) Osszegének és kiilonbségének

(b) minimuménak és maximumadnak

az egylttes eloszlasa? Fliggetlenek-e a margindlisok egymést6l? Legyen (X,Y) a részfeladatok-
nak megfelel6 valdszintiségi valtoz6 péar. Szamitsuk ki COV(X,Y") értékét!

Megoldasvazlat Jelolje U, illetve V' a két fiiggetlen kockadobés eredményét.

(a) Ha2 <n <12, =5 <m < 5 és n > m, akkor

]}D(U+V:n7U_V:m):]p<U:nJ;m’V:n—m> :P<U=n+m>~P(V:n_m)7
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Nem fiiggetlen U +V az U — V-t6l. Ezt a tényt példaul mutatja az n = 10, m = —5 valasztas,
hiszen ekkor az egyiittes valészintiség: P(U +V =n,U -V =m) =0,de P(U+V =n) =

PU -V =-5) = 5.

ami ha n 4+ m és n — m is péros, egyébként pedig 0.



Végiil
COV(X,Y)=EXY)-EX)EY)=E[U+V)U-V)]-EU+V)EWU -V) =0,

mert U, V azonos eloszlasti és (U + V) (U — V) = U? — V? (tehdt korreldlatlanok de nem fiigget-

lenek).
(b) A két valdsziniiségi vdltozé (min. és max.) egyiittes eloszldsa: ha 1 < n,m < 6, akkor

% ha n =m,

P(min(U, V) = n,max(U,V) =m) = T ha n < m,
0 egyébként.
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Definici6 alapjan kiszamolhaté, hogy E(XY) = 12,25, E(min(U, V)) = 2 E(max(U,V)) = &L
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Ebbdl COV(X,Y) = 1552, igy nem fiiggetlenek.

3. feladat Kockaval dobunk addig, amig el0szor paratlan szdm jon! Ehhez sziikséges dobasok
szamat jelolje N és legyen X az elsd paratlan dobds értéke. Mi az eloszldsa X-nek, illetve N-nek?
Figgetlen-e X N-t617 Adjuk meg az egyiittes eloszlasukat is!

Megoldasvazlat Az elsd paratlan dobéas értéke: {1,3,5} halmazbdl keriil ki egyenld valdszintiség-

gel. N eloszldsa pedig geometriai, a siker valdszintisége: % X N-t6l fuggetlen, hiszen semmilyen

informéciot nem ad az a tény, hogy N-edikre dobtunk paratlant arra vonatkozdan, hogy mi a paratlan
dobas értéke, avagy megforditva: az, hogy az elsé paratlan dobas mi lett, nem befolyasolja azt, hogy
ezt hanyadikra dobtuk ki. Emiatt egyiittes eloszlasuk szorzat-eloszlas:

1/1\"
}P’(X:x,N:n):IP’(X:x)IP’(N:n):() r=1,35n=12...

To6bbvaltozoés folytonos eloszlasok
Egyiittes eloszlasfiiggvény: F(z,y) :=P(X < z,Y <y). Tulajdonsigai:
e 0 < F(z,y) <1 minden z,y € R esetén, minden valtozdjaban balrdl folytonos és monoton névé

e lim F(z,y)= lim F(z,y)=0, L F(z,y) =1
L Flz,y) = lim F(z,y) e (z.y)

@,y)— (00,00
Egyiittes silirtiségfiiggvény: f(z,y) := % Tulajdonsagai:
e 0< f(z,y) minden z,y € R esetén

o [J flzy)dedy =1
R2

Ebbél tudunk valészintiségeket szamolni: P((X,Y) € A) f [ f(z,y)dzdy.
Peremeloszlas- és siiriiségfiiggvény (margindlis):

« Fx(z)= lim F(z,y), Fy(y) = lim F(z,y)

Y—r00 T—r00

o fx(@) = S50 = [ f@y)dy, fr() = S5 = [ f@w)d

o X ésY fiiggetlen, ha F(x,y) = Fx(z) - Fy(y), vagyis f(z,y) = fx(z)- fy (y) minden z,y esetén
Feltételes eloszlas- és siirtiségfiiggvény:

OF (z, OF (z,
o Fxpy(ely) = P(X <2|Y =) = o LD By (yla) = B(Y < y| X = 2) = 1l - lea)

OF T x OF T x
¢ el = PP _ Sl ()~ OFatu) _ s

fX|Y(1\y) Iy ()
ffxw(wly) Fy (y) dy

« Folytonos Bayes-formula: fy|x(y|z) =



4. feladat Legyen f(z,y) = 5, ha0<z<lész<y< %, egyébként pedig f(z,y) = 0.

a) Hatdrozzuk meg ¢ értékét gy, hogy f(z,y) egy slriliségfiiggvény legyen!

Hatarozzuk meg a peremeloszlas- és strliségfiiggvényeket!

)

c) Mik a feltételes eloszlds- és silirliségfuggvények?
) Mennyi E(X), E(Y), E(X|Y =y), EY|X =z), E(XY), COV(X,Y)?
)

Fuggetlen-e X és Y7

Megoldasvazlat

—

/x

Ot— =

J f(z,y)dyda =1 feltételbsl adédik, hogy ¢ = 1/2.

1/x
fx(@)= [ i dy = —Inz, ha z € (0,1), egyébként fx(z) = 0.

Ebbél integralassal Fx(z) = z(1 —Inx), ha x € (0,1).

min(y,1/y)
)= [ gyde, vagyis fy(y) =1/2,ha 0 <y <1, fy(y) = 57, hay > 1.
0
Ebbél integraldssal Fy (y) = §,ha 0 <y <1és Fy(y) =1— 2y, ha y > 1.
Fxpy (zly) = H28. alapjan:

ha y € (0,1), akkor fxy(z|y) = %, ha z € (0,y), egyéb x esetén pedig 0, vagyis
X|Y =y~ UNI(0,y),

ha y > 1, akkor fxy(z|y) =y, haz € (0, i), egyéb x esetén pedig 0, vagyis

1
X|Y =y ~ UNI (o, )
y

x

Fxiy(zly) = [ fx)v(tly)dt, amibsl

—0o0

ha y € (0,1), akkor Fx |y (z|y) = 7, ha 0 <z <y
ha y > 1, akkor Fxy(z|ly) = zy, ha 0 <z < %

(itt az eloszlasfiiggvényeket az alapjdn is fel tudtuk volna irni, hogy tudjuk, hogy a feltételes

eloszlas egyenletes).

fyix(ylz) = fgc(i’)) = 2y1m, ha 0 <z <1ésx<y< i, egyéby esetén pedig0
Fyx(ylz) = ffy|Xt|x) :%—zlnm,ha0<x<1esx<y<f
E(X)= [ afx(z)dz =1

— 00

f yfy(y)dy = oo

Mivel X \Y felteteles eloszlas egyenletes (1. (c) feladat), igy a feltételes varhaté érték
0<y<lés o, hay>1.

1/z 1

E(Y|X =) = f uhvixle)dy = | g dy =5

ll/wl .

E(XY):ffxyf(x,y)dmdy:f f %dydx:...:§
R2 0 =z

COV(XY) nem létezik, hiszen E(Y") sem létezik

(e) Nem, hiszen f(z,y) # fx(z)fy(y).
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5. feladat A (0;0), (1;0), (1;1) cstcst haromszogon vett egyenletes eloszlas esetén hatarozzuk meg
7Z =Y/X eloszlasat!

Megoldasvazlat Z értéke definiciéja alapjan 0 és 1 kozott van. Igy z € (0,1) esetén:
Fz(2)=P(Z<2)=PY <z - X)= =+ =z,

ahol(x)-ndl azt hasznaltuk, hogy a hiromszog azon részének a teriilete, ahol y < z - z, az z/2, mig az
egész haromszog teriilete 1/2 (egyenletes eloszlds miatt a valoszintiségek ardnyosak a teriiletekkel).
A kapott eloszldsfiggvénybél latjuk, hogy Z ~ UNI(0, 1).

6. feladat Vegyiink egy két dimenzids (X,Y") eloszldst, amelynek stirliségfiggvénye f(z,y) = 4ay
ha 0 < 2z < 160 < y < 1, egyébként 0. Szamoljuk ki kiilon-kiléon U = XY és V = Y/X
eloszlasfliiggvényét és siirliségfiiggvényét!

Megoldasvazlat

o U értéke definiciéja alapjan 0 és 1 kozott van. Igy u e (0,1) esetén:

11
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FU(u):]P(U<u):]P<Y<u-X> (:)1—//f(x",y)dydutz...:uQ—QuQIHU7

U u/z

ahol (x)-nal azt hasznéltuk, hogy azok a pontok az egységnégyzeten, amelyekre y < u - % NEM
teljestil az épp {(z,y) : v <z < lu/z <y <1}

Ebbdl derivdlassal a stirliségfiiggvény fu(u) = dulnu, ha u € (0,1), egyébként fy(u) = 0.

o V értéke definicidja alapjan 0 és oo kozott van. Viszont rajz alapjan latjuk, hogy v < 1ésv >1
eseteket kiilon kell kezelni. Igy v € (0,1) esetén:

1 vz
R =p <0)=pr <o) [ [epaar=.=2,
0 0

ahol (x)-nél azt hasznaltuk, hogy azok a pontok az egységnégyzeten, amelyekre y < vz teljesiil
az épp {(z,y) : 0< 2 <1,0 <y <wz}.

v € (1,00) esetén:

1 y/v

Fy(v) =P(V <v) =P (Y < uX) (21—//f(x,y)dxdy:...:1— !
0 O

202’

ahol (%)-ndl azt hasznaltuk, hogy azok a pontok az egységnégyzeten, amelyekre y < va NEM
teljestil az épp {(z,y) : 0<y <1,0<a <y/v}.

Ebbdl derivalassal a sfirtiségfiiggvény fy (v) = v, ha v € (0,1), mig fi(v) = v=3, ha v € (1,00)
egyébként fy (v) = 0.

7. feladat Egy (egységsugari) korbe szabdlyos hatszoget rajzolunk. Mi a valdsziniisége, hogy a
korben egyenletesen védlasztott pont a hatszogben is benne van?

Megoldasvazlat Mivel az egységsugari korben egyenletes eloszlds szerint valasztunk pontot, ezért

a szoban forgd valdszinliség %, ahol a kedvezd rész a hatszog tertilete, ami 6 egyenld (egy-

ségnyi) oldalt haromszog teriilete azaz 3v/3/2 az sszteriilet pedig 7, azaz

3vV3
P(a véletlen pont beleesik a hatszogbe) = 2\—[ ~ 0.827.
™



8. feladat X, X5, X5 hdrom véletlen pontot jelél a [0, 3] intervallumbél. Mi annak a valészintisége,
hogy az X5 pont X7 és X3 kozott helyezkedik el?

Megoldasvazlat A harom véletlen pont legyen fiiggetlen egymastdél. Az egyiittes stirliségfiiggvényiik
ezért a [0,3] kockdn 5= egyébként 0. Ekkor
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1 T2

3 3 3
1 1
P(X1<X2<X3): /// f(.’,El,J}Q,I’g)degdZ'le’l:f\///dfﬂgdl'gdl’l:'“:é
0<z1<x2<23<3 0
Szimmetria miatt P(X3 < X5 < X7) = %, igy a kérdezett valdsziniiség %

Megjegyzés: szimmetria miatt azt is tudjuk, hogy X1, Xo, X3 minden sorrendje egyforma valdszinti,
igy szamolas nélkil is tudhatjuk, hogy % valészintiséggel lesz X5 a kdzéps6 a harom valtozd koziil.



