Matematika A4 - Valészintliségszamitas 10. gyakorlat
Tobbvaltozoés eloszlasok, feltételes varhato érték és variancia, vegyes eloszlas

e Kovariancia: COV(X,Y) =E(XY) — E(X)E(Y), ahol E(XY) fff (x,y) - zydedy

e Feltételes varhaté érték: E(X|Y =y) f [xy (zly) - o dw
e Feltételes variancia: D*(X|Y =y) = E (X?|Y =y) — (E(X|Y =y))?

1. feladat Legyen f(x,y) = shal<z<lésaz<y< 1 egyébként pedig f(z,y) = 0.
(a) Hatérozzuk meg c értékét gy, hogy f(x,y) egy slirliségfiiggvény legyen!
(b) Hatarozzuk meg a peremeloszlis- és siirliségfiiggvényeket!
(c) Mik a feltételes eloszlds- és stirliségfiggvények?
(d) Mennyi E(X), E(Y), E(X|Y =vy), E(Y|X =2), E(XY), COV(X,Y)?
(e) Fiiggetlen-e X és Y7

)

(f) Szamoljuk ki a feltételes szérdsnégyzeteket!

Megoldasvazlat

11/z
) | [ f(z,y)dydz =1 feltételbdl adédik, hogy ¢ = 1/2.
0 =z

=

1/
) e fx(x)= [ 2i = —Inz, ha z € (0,1), egyébként fx(z) = 0.
e Ebbdl integraldssal Fx(z) = (1 —Inz), ha = € (0,1).
min(y,1/y) L L
e fy(y)= | 5;dz, vagyis fy(y) =1/2, ha 0 <y <1, fY(y)ZW’hay>1-
0

e Ebbdl integraldssal Fy(y) = 4, ha 0 <y < 1és Fy(y) = ha y > 1.

2y’

(c) o fxy(zly) = J;Ef(g)) alapjan:

ha y € (0,1), akkor fxy(z|y) = %, ha z € (0,y), egyéb = esetén pedig 0, vagyis

X|Y =y~ UNI(0, y),

ha y > 1, akkor fxy(z|y) =y, haz € (0, i), egyéb x esetén pedig 0, vagyis
1
X|Y =y~ UNI <O,>.
Y

o Fxpy(zly) = f Ixv (tly) dt, amibél

ha y € (0,1), akkor Fxy(zly) =7, ha0 <z <y
ha y > 1, akkor Fxy(z|ly) = zy, ha 0 <z < %

(itt az eloszlasfiiggvényeket az alapjén is fel tudtuk volna irni, hogy tudjuk, hogy a feltételes
eloszlds egyenletes).

o fyix(ylz) = ];E(x(i’)) = 21/1]”, ha 0 <z <1ésx<y< i, egyéby esetén pedig0
o Fyx(ylr) = ffy|Xt|9:) :%fglnx,ha0<9:<lesx<y<




oo

(d e EX)= [ zfx(z)dz=1
— 00
(oo}
e EY)= [ yfy(y)dy=o0
e Mivel X|Y feltételes eloszlas egyenletes (1. (c) feladat), igy a feltételes varhaté érték ¥, ha
O<y<l1és i,hay>1.
o) 1/x 1 1
o EY|X=2)= [ yfyixWle)dy = [ 5, dy= 3
11/z
e E(XY) = [[ayf(z,y)dedy= [ [ Zdydz=---=3
R2 0 =z

COV(XY) nem létezik, hiszen E(Y") sem létezik

(e) Nem, hiszen f(z,y) # fx () fy (y)-

(f) e Léttuk, hogy (X|Y = y) eloszldsa egyenletes, igy ebbdl a szérdsnégyzet is konnyen megha-
tarozhato:
2
0<y<lesetén D*(X|Y =y) =%, mig 1 <y esetén D(X?Y =y) = 5>

y2-
e D*(Y|X = x) szdmoldsdhoz sziikségiink van E (Y?|X = z)-ra:

1/x 1 x2 1
E<Y2‘X:$) - /y2 . 2ylnajdy: T 4111;2
z
Innen
DX(Y|X =2) =E (Y|X = 2) — (E(Y|X =2))? = v (x_ 316)2
4lnx Inx

2. feladat A (0;0), (1;0), (1;1) csticstt hdromszogon vett egyenletes eloszlas esetén hatdrozzuk meg
Z =Y/X ecloszlasét!

Megoldasvazlat Z értéke definiciéja alapjén 0 és 1 kozott van. Igy z € (0,1) esetén:

* 2
Fi(2) =P(Z < 2)=P(Y <z-X) & i;2 =2,
ahol (x)-ndl azt haszndltuk, hogy a hdromszog azon részének a teriilete, ahol y < z - x, az z/2, mig az
egész haromszog teriilete 1/2 (egyenletes eloszlds miatt a valésziniiségek ardnyosak a teriiletekkel).
A kapott eloszldsfiggvénybél latjuk, hogy Z ~ UNI(0, 1).

3. feladat Vegyiink egy két dimenzids (X,Y") eloszlast, amelynek stirliségfiiggvénye f(z,y) = 4ay
ha 0 <z < 1és0 < y < 1, egyébként 0. Szamoljuk ki kiilon-kiilon U = XY é& V = Y/X
eloszlasfliggvényét és siirliségfiiggvényét!

Megoldasvazlat

o U értéke definici6ja alapjan 0 és 1 kozott van. Igy u € (0,1) esetén:

1

11
FU(u)]P’(U<u)]P’<Y<u~X) (;)17//f(x,y)dydx:...:u272u21nu,

ahol (x)-nél azt hasznéltuk, hogy azok a pontok az egységnégyzeten, amelyekre y < u - % NEM
teljestil az épp {(z,y) : v <z < lu/z <y <1}

Ebbél derivalassal a stirliségfiiggvény fy(u) = 4ulnw, ha u € (0,1), egyébként fy(u) = 0.



V' értéke definicigja alapjan 0 és oo kozott van. Viszont rajz alapjan latjuk, hogy v < 1 ésv > 1
eseteket kiilon kell kezelni. Igy v € (0,1) esetén:

1 vz

Fy(v) =BV < v) =P (Y < vX) i’//f(x,y)dydx:._.:v;

ahol (x)-nél azt haszndltuk, hogy azok a pontok az egységnégyzeten, amelyekre y < vz teljesiil
az épp {(z,y) : 0< 2z <1,0 <y <wzx}.

€ (1,00) esetén:

y/v
*

1
Fy(v) =PV <o) =P <uX) = //fa:ydxdyf =1- !
00

202’

ahol (x)-ndl azt hasznaltuk, hogy azok a pontok az egységnégyzeten, amelyekre y < va NEM
teljesiil az épp {(z,y) : 0 <y <1,0 <z <y/v}.

Ebbdl derivalassal a sfirtiségfiiggvény fy (v) = v, ha v € (0,1), mig fi(v) = v~3, ha v € (1,00)
egyébként fy (v) = 0.

4. feladat Egy villamosmérnok A4 zh eredménye elsésorban a eyakerlatvezeté-hansulatétdl készii-
lésre szant id6tol fligg, aminek az eloszlasa egyenletes 0 és 30 6ra kozott. Ha a hallgaté x érat készilt,

akkor a zh szazalékos eredményének eloszlasa szintén egyenletes, de 3z és 3x + 10 szazalék kozott. Ha
tudjuk egy hallgaté zh eredményét, akkor mit mondhatunk a késziilésre szant idejérsl? (Vagyis adjuk
meg a feltételes slirliségfiiggvényt!)

Megoldasvazlat Legyen X a készilésre szant id6 és Y a zh eredménye szazalékban. Tudjuk, hogy

X ~ UNI(0, 30) és (Y|X = z) ~ UNI(3z,3z + 10). Vagyis fx(z) = 4, ha 0 < = < 30, mdsrészt
frix(ylz) = 10, ha 3z < y < 3z + 10. Ebbél
1
f(zy) = fyix(lz) - fx(x) = 300° 0<z<30,3z <y<3z+10.
oo
Innen fy (y f f(x,y)dz, vagyis
e
90 ay € ) )
fr(y) = 20—y
0—y  ha y € (90, 100),
0 egyébként

Ebbdl a feltételes siiriiségfiiggvény szamolhaté a fx|y (zly) = 44 képlettel.

0 <y <10 esetén fx|y(zly) = 57 ha 0 < z < ¥, azaz (X|Y =y) ~ UNI(0,%).

10 < y < 90 esetén fyy (zly) = 35, ha L5 0 <z < £, azaz (XY =y) ~ UNI (y—w, ).
90 < y < 100 esetén fx |y (z|y) = o 5> ha 5= 9 <z <30, azaz (X|Y =y) ~ UNI (%10730).

5. feladat Legyen (X,Y) eloszldsa egyenletes azon a négyszogon, aminek a csicsai

(a)
(b)

(1), (3:1), (3;2), (1;2),

(1;0), (0;1), (=1;0), (0; —1).

Adjuk meg (X,Y) egylittes slirliségfiiggvényét!

Mik a marginélis siirtiségfiiggvények és varhaté értékek?
Fiiggetlen-e X és Y7

Mik a feltételes stirliségfiiggvények, varhato értékek, varianciak?

Mennyi E(XY) és COV(X,Y)?



Megoldasvazlat

(a)

o A téglalap teriilete 2, igy az egyiittes slirliségfiiggvény f(z,y) = %, ha 1l < z < 3 és

1 <y < 2, mig a téglalapon kiviil f(x,y) = 0.
Ha 1 < = < 3, akkor

00 2
1 1
= dy= [ =dy=—.
/ f(z,y)dy /2 y=5
—o0 1
Vagyis X ~ UNI(1,3), igy E(X) = 2.
Hasonléan 1 < y < 2 esetén
1
= [ —dzx=1.
/ flz,y)d /2

Vagyis Y ~ UNI(1, 2), igy E(Y) =1, 5.
Jol 1atszodik, hogy f(x,y) = fx(x) - fy(y) minden z,y esetén (a tartomdnyra is figyelve).
Tehat X és Y fiiggetlen.

Fiiggetlenség miatt a feltételes eloszlasok megegyeznek a peremeloszlasokkal, igy
1
fX|Y(x‘y):fX(x):§7 ha1<x<3a1<y<27

E(X|Y = y) = B(X) =2, D¥(X|Y =y) = D*(X) =,

frixlr) = fy(y) =1, hal<z<3 1<y<?2
E(Y|X =) =E(Y)=1,5D*Y|X =x) =D*Y) = ok

A szorzat virhaté értéke és a kovariancia

E(XY)://xyf(x,y)dxdy:/gigydydx:---:3
R2 11

COV(X,Y) =E(XY) — E(X)E(Y) = 0
(a fiiggetlenség miatt is tudjuk, hogy a kovariancia 0).

A négyzet teriilete 2, igy az egyiittes siirtiségfiiggvény f(z,y) = 3 a négyzeten (azaz ha
—1<x<0és 717x<y<x+1vagy0<x<1esx71<y<1717) mig a négyzeten
kivil f(z,y) = 0.

Az egylittes slirliségfliggvény integraldsdbdl kapjuk, hogy fx(x) =z + 1, ha -1 <z <0
és fx(x) =1—xha0 <z < 1. Egyéb z esetén pedig fx(z) =0.

Hasonl6an (szimmetria miatt) fy (y) =y+1,ha -1 <y <0és fy(y) =1—y,ha0 <y < 1.
Egyéb y esetén pedig fy (y) = 0.

A vérhaté értékek definiciobdl szémolhaték: E(X) = E(Y) = 0 (ez abbdl is kovetkezik,
hogy a stirliségfiiggvények paros fiiggvények).

Jol 1atsz6dik, hogy f(z,y) = fx(z) - fy(y) nem teljesiil minden z,y esetén, igy X és Y
nem fiiggetlen.

Ixy (zly) = J}Ef(yy)), igy —1 <y < 0esetén fxy(z|y) = 2(y+1), egyébként pedig 0. Vagyis

ekkor (X|Y = y) feltételes eloszlasa UNI(—1—y,y+1). Ebbdl a feltételes varhato6 érték és
variancia is konnyen megallapithato:

E(X|Y =9) =0, D*X|Y =y)= (y%l)



0 < y < 1 esetén hasonléan kapjuk, hogy fxy(z|ly) = azaz most (X|Y = y)

1
2(1-y)’
feltételes eloszldasa UNI(y — 1,1 — y). Ebb6l a feltételes varhat6 érték és variancia:

E(X|Y =y) =0, DXX|Y =y)= %

Mivel az eloszlds szimmetrikus a véltozokra nézve, igy fy|x (y|z)-t szdmolva ugyanezeket
a feltételes stirtiségfiiggvényeket, varhaté értékeket és szorasnégyzeteket kapjuk, csak X és
Y (illetve z és y) szerepét mindenhol fel kell cserélni.

e E(XY) = [[ayf(z,y)dady = --- = 0 és igy a kovariancia is 0 (de a vdltozok nem
R2
fiiggetlenek).
6. feladat Siriségfiiggvények-e az alabbiak? Ha igen, adjuk meg a perem- és feltételes stirtiség-
fuggvényeket, varhatd értékeket, illetve a kovarianciat!
(a) f(z,y)=2(r+2y+y),ha0<z<1,0<y<]1,egyébként f(z,y) =0

(b) f(z,y) = N2e 2@+ ha z,y > 0, egyébként f(z,y) =0

Megoldasvazlat
(a) Ellendrizhetd, hogy [[ f(z,y)dzdy = 1, igy ez egy slirliségfiiggvény. Korabbi feladatokban
R2

latott képleteket haszndlva szdmolhatjuk a kérdezett mennyiségeket. (A szdmolasok felét meg-
spérolhatjuk, ha észrevessziik, hogy az eloszlds szimmetrikus a valtozékban.)
o fx(x)= 675—;2, ha 0 < z < 1, egyéb z esetén pedig fx(z) =0.
Hasonl6an (szimmetria miatt) fy (y) = %, ha 0 < y < 1, egyéb y esetén pedig fy (y) = 0.
E(X)=E(Y)=2

e JOl latszédik, hogy f(z,y) = fx(x) - fy(y) nem teljesiil minden z,y esetén, igy X és Y
nem fiiggetlen.

o fxy(aly) = 252 mig fyy(ylo) = 5P (mindketté 0 < 2 < 1,0 <y < 1
esetén).
E(X[Y =y) = 345, E(Y|X = 2) = 3253
B (X7 =y) = 5, B (VX = x) = 22
D(X[Y = y) = WSl p2(y|X = o) = Waiisadl
e E(XY) =18 COV(X,Y) = £.

(b) Ellendrizhetd, hogy [[ f(z,y)dzdy = 1, igy ez egy siirliségfiiggvény. Kordbbi feladatokban
R2

latott képleteket hasznalva szamolhatjuk a kérdezett mennyiségeket. (A szdmolasok felét meg-
spérolhatjuk, ha észrevessziik, hogy az eloszlds szimmetrikus a véltozékban.)

o fx(z) =Xe ™ ha 0 < z (egyéb = esetén pedig fx(r) = 0), vagyis X ~ EXP()). Hason-
16an Y ~ EXP()). Emiatt E(X) =E(Y) = 1.

o Jol latszodik, hogy f(z,y) = fx(x)- fy (y) teljesiil minden x, y esetén, igy X és Y fiiggetlen.

o Fliggetlenség miatt a feltételes strlségfliggvények, varhaté értékek és szorasnégyzetek meg-
egyeznek a peremeloszlds (EXP()\)) megfelel6 mennyiségeivel:

Ixy(zly) = Ae M fyix(ylz) = Ae M 0<=z,0<y,
E(X|Y =y)=E(Y|X =x) = %
D*(X|Y =y) =D*(YV|X =z) = =

o E(XY) ML B XE(Y) = &, COV(X,Y) = 0.



