Matematika A4 - Valésziniliségszamitas 11. gyakorlat

Paraméterbecslés
X, = (X1,Xs,...,X,) n elemll minta alapjdn akarjuk az X valdsziniiségi valtoz6 6 paraméterét
becstilni.

o Atlag: X, = L% X, torzitatlan becslés E(X)-re
i=1

(X; — &,)? torzitott becslés D(X)-re

=1

S|

o Tapasztalati szérds: § =

<
Il

o Torzitatlan becslés D(X)-re: §* = \/1 (X — Xn)?

Maximum Likelihood Becslés

Azt a 0 értéket akarjuk meghatdrozni, amire a latott X, realizdcié a legvalésziniibb. Ehhez maxima-
lizalni kell 6-ban a (X, 0) likelihood fiiggvényt:

n

o Diszkrét eset: I(X,,0) = ] P(X;|6), ahol P(X;|f) annak a valésziniisége, hogy ha az igazi
i=1
paraméter 0, akkor X;-t latunk

o Folytonos eset: I(X,,0) = [] f(X;|0), ahol f(X;|0) az X véltozé slirliségfiiggvénye X;-ben, ha
i=1
az igazi paraméter 0

Ehhez elég a L(X,,0) = log(l(X,,0)) log likelihood fiiggvényt maximalizdlni. Vagyis keressiik

azt a 6 paramétert, amire %L Xn,é =0. Azaz
« Diszkrét: 3. 2 log (]P’ <Xi|é)) =0
i=1
o Folytonos: % log (f (Xi\é)) =0
i=1

1. feladat Tegyiik fel, hogy X sulyfiiggvénye az ismeretlen 6 paraméter fiiggvényében az alabbi:

1-—260 1-6
—— B(X=5/6)= —.

50 2—-20
’ 4

P(X =0]9) = T P(X =2|0) = 1 P(X =4]9) =
Az aldbbi mintat latjuk: Xs = (0,2,4,4,5,2,5,5).

(a) Mennyi a minta 4tlaga, tapasztalati szérdsa? Adjunk a szérdsra torzitatlan becslést!

(b) Adjunk ML becslést 6 paraméterre!

Megoldasvazlat

8
> X

(a) Atlag: Xg = =L— = 2T

cosa a1 o 27\2 _ Vi91
Tapasztalati szoras: § = ] 2:1 (Xz ] ) =38 -
i=

8
Torzitatlan becslés szordsra: §* = [+ > (X; — 2



(b) Elészor vegyiik észre, hogy a valészinliségek nemnegativitdsa miatt 0 < 6 < % A log likelihood

fliggvény:
50 2—20 1-—20 1-6
L(Xg,@)—ln(4>+2ln( 1 >+2ln(4>+3ln(4)

A ZL(Xs,0) = 0 feltételbdl azt kapjuk, hogy

2 4 3

1
9 1-9 1-20 1.0 "

Koz6s nevezére hozéas és a nevezével szorzéas utdn azt kapjuk, hogy 1602 — 120 + 1 = 0. Ennek

gyokei 3i8‘/g, amibdl a nagyobb tobb, mint %7 ami nem lehet hiszen ekkor P(X = 4|6) < 0 lenne.
_ 3-V6
= 3=48,

Vagyis 6

2. feladat Legyen f(x) = a?ze™ %, ha x > 0. Adjunk ML becslést az a paraméterre tetszdleges
X, = (X1,...,X,,) minta esetén!

n n
Megoldasvazlat o f(z|a) =2lna + Inx — az, vagyis L(X,,a) =2nlna+ > lnz; —a ) z;.
i=1 i=1

n
A Z2L(X,,a) =0 feltételbs] 22 — > @i = 0. Vagyis a = 2n

= 2
i=1 S An

=1
3. feladat Egy berendezés élettartamara a kovetkez6 mintdnk van (években):
Xig = (2,3,4,2.5,3,3,3.5,4,2,4,3,3,3.5,2,3,4).
(a) Mennyi a minta 4tlaga?
(b) Adjunk ML becslést A-ra, ha feltessziik, hogy a berendezés élettartamanak eloszlasa EXP()\)!

(¢) Adjunk ML becslést p-re, ha feltessziik, hogy a berendezés élettartaménak eloszlasa N (u,1)!

Megoldasvazlat
(@) % =45 =35
16
(b) In f(z|A) =In X — Az, igy & f(z[A) = § —z. Tehdt ZL(X16,A) = > (3 — ;) = L& —49,5.

i=1

H’_‘

B L(Xi6,\) = 0 feltételbsl A = s =

=

16

xTr— 2 z ’ 16

(c) In f(z|pn) = ln(ﬁ) — o gy anf(@ln) = @ — p. Tehdt 2 L(Xig, ) = ;(m —p) =
49.5 — 16p. -

& L(X1g, ) = 0 feltételbél o = e —

3

1
4. feladat Egy cinkelt érmét dobdlunk, ahol a fej valosziniisége p.
(a) A kovetkezd adatsorunk van az elsé fej megjelenésére:
Xio = (2,3,1,2,3,3,2,1,4,4,4,2,3,2,1,4).
Adjunk ML becslést p-re!

(b) Mi az ML becslés p-re tetszéleges X,, = (a1, as,...,a,) minta esetén?



Megoldasvazlat Legyen X az els6 fej megjelenéséig a dobdsok szdma. Ekkor X ~ GEO(p), azaz
P(X =Fk|p) = (1 —p)* 1. p. Igy m(P(X =k |p)) = (k— 1) In(1 — p) + Inp. Ezt derivilva

9 k
ap M (PX =k[p)) = -

1 1—kp

1
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1-p p p(l-p)
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(a) Tehat g5 L(X16,p) = ;:1 p(l_;’) = o) ~ 15

%L(Xm, p) = 0 feltételbél p = 18,

. , , . s n —k; n i=1
(b) A fenti szdmolds alapjan Q%L(Xn,p) =3 ;(17;’) = iy~ i

S L(X,,p) = 0 feltételbdl p = —— =
D ki

i=1

5. feladat Sirliségfiiggvények-e az alabbiak? Ha igen, adjuk meg a perem- és feltételes stiriiség-
fiiggvényeket, varhaté értékeket, variancidkat illetve a kovarianciat!

(a) f(z,y) = %(x+xy+y), ha0 <z <1,0<y<1,egyébként f(z,y)=0

(b) f(z,y) = N2e 2=+ ha z,y > 0, egyébként f(z,y) = 0

Megoldasvazlat
(a) Ellendrizhetd, hogy [[ f(z,y)dzdy = 1, igy ez egy slirliségfiiggvény. Korabbi feladatokban
R2

latott képleteket haszndlva szdmolhatjuk a kérdezett mennyiségeket. (A szdmolasok felét meg-
spérolhatjuk, ha észrevessziik, hogy az eloszlds szimmetrikus a véltozékban.)

o fx(z) =52 ha 0 <z <1, egyéb z esetén pedig fx(z) = 0.

5
Hasonl6an (szimmetria miatt) fy (y) = Gy;2, ha 0 < y < 1, egyéb y esetén pedig fy (y) = 0.

E(X)=E(Y)=3
o Jol latszédik, hogy f(z,y) = fx(x) - fy(y) nem teljesiil minden xz,y esetén, igy X és YV

nem fiiggetlen.

o fxpyl(aly) = 25 mig fyy(yle) = 25 (mindketté 0 < z < 1,0 < y < 1
esetén).
E(X[Y =y) = 322, E(Y|X =) = 3242
(XY =y) = @55 B (V21X = 2) = {55
DA(X|Y =y) = LAl D2(y|X =) = LBesat]
o E(XY) =15 COV(X,Y) = 5.

(b) Ellendrizhets, hogy [[ f(z,y)dzdy = 1, igy ez egy sfirliségfiiggvény. Kordbbi feladatokban
R2

latott képleteket haszndlva szdmolhatjuk a kérdezett mennyiségeket. (A szdmoldsok felét meg-
sporolhatjuk, ha észrevessziik, hogy az eloszlds szimmetrikus a véltozdkban.)

e fx(z) =Xe ™ ha 0 < z (egyéb x esetén pedig fx(r) = 0), vagyis X ~ EXP()). Hason-
16an Y ~ EXP()). Emiatt E(X) =E(Y) = 1.

o Jol latszodik, hogy f(z,y) = fx(z)- fy (y) teljestiil minden x, y esetén, igy X és Y fiiggetlen.

o Flggetlenség miatt a feltételes stirliségfliggvények, varhaté értékek és szorasnégyzetek meg-
egyeznek a peremeloszlds (EXP())) megfeleld mennyiségeivel:

fxy(ly) =Ae ™™, fyix(ylz) = Ae 0<z,0<y,

E(XIY = y) = E(|X =) = 5,

D*(X|Y =y) =D*(YV|X = z)

=z



. E(XY)

fijgget_lenség



