Matematika A4 - Valésziniliségszamitas 12. gyakorlat
Konfidenciaintervallum, hipotézisvizsgalat

Konfidenciaintervallum

Ismeretlen paraméter lehetséges értékére egy intervallumot adunk, amiben az elvart valészintiséggel
beleesik az igazi értéke a paraméternek:

PU(X) <0 <u(X))=1-«a.
[[(X),u(X)] a konfidenciaintervallum, 1 — « a konfidenciaszint.

Kétoldalu Z-préba

X ~ N(u,0?), ahol ¢ ismert, p ismeretlen. Ekkor X, n elem{i minta alapjan p-re az 1 — «a szinthez
tartozé konfidenciaintervallum:

-  Ra/20 =~ Ra/20
X, — X,
(72 T ),

ahol z,/9 az az érték, aminél csak a/2 valésziniiséggel nagyobb egy standard normalis eloszldst
valtozd, azaz P (za/Q) =1-3.
Kétoldali T-préba

Ugyanaz a feladat, mint kétoldali Z-prébandl, de ismeretlen o-val. Ekkor p-re az 1 — « szinthez
tartoz6 konfidenciaintervallum:

v toz/Z n-10 — ta/2 n—10
Xn - ; ) Xn - )
( i NG

ahol 6 = , |

-\ 2 ; p - ; - .,
— (Xi - Xn) torzitatlan becslés a szorasra, mig tq /2 ,—1 az az érték, aminél csak

NE!

=1

a/2 valdsziniiséggel nagyobb egy n — 1 szabadsdgfoki T-eloszldst valtozd. Azaz T),_q (ta /2’71,1) =
1 — 5, ahol T,,_; jeloli az n — 1 szabadsagfokt T-eloszlds eloszlasfiiggvényét. Ennek az értékei is
tablazatbol olvashatoéak ki.

Egyoldalta Z-préba

Hasonl6 a feladat, mint kétoldald Z-prébandl, de most egy (—oo,a) (vagy (a,c0)) alakid intervallumot
akarunk meghatarozni, amibe 1 — « valdsziniiséggel beleesik p. Ekkor a megfelel6 konfidenciainterval-
lum:

(—oo, X, + Z\;g) (vagy (a, 00) esetén: (Xn — %, oo>> ,

ahol z, az az érték, aminél csak o valészintiséggel nagyobb egy standard normalis eloszlasu valtozo,
azaz ® (z4) =1— .

1. feladat FEgy normdlis eloszldsi véletlen valtozéval generaltuk az aldbbi mintét: (5, 6, 7, 4, 5.5,
6, 8, 7, 10).

(a) Adjunk X varhaté értékére 95%-os konfidenciaintervallumot!
(b) Hogyan véltozik az intervallum, ha megtudjuk, hogy az eloszlds szordsa 27

)
(¢) Adjuk meg mindkét esetben a 99%-o0s konfidenciaintervallumot is!
)

(d) Mekkora az az érték, aminél 90%-os valoszinliséggel kisebb a varhatd érték? (A szérésrdl to-
vabbra is tudjuk, hogy 2.)



Megoldasvazlat

(a) Kétoldali T-prébéat hasznalunk, mert a szérds ismeretlen. Az dtlag 6.5, s* &~ 1.77 és tp.025,8 =
2.306. Igy a keresett intervallum:

2.306 - 1. 306 - 1.
(6.5_ 306-1.77 o 2.306 177)_
V9 V9

(b) Ha a széras ismert, akkor kétoldali Z-prébéat hasznalhatunk. zg ge5 = 1.96. Vagyis az intervallum:

(6.5_ 1962 (0 1.96-2>.
V9 V9

(¢) to.005,8 = 3.355, mig z9.005 = 2.57, vagyis ismeretlen széras esetén az intervallum:

(6.5 _ 3855177 o 8.355- 1.77) )
V9 V9

o = 2 esetén pedig

2.57-2 2.57-2
6.5 — ,6.5 — .
< V9 V9 )

(d) Az egyoldali Z-probandl latott képlettel: X, + Z“\/g =6.5+ 1'\2/85'2

2. feladat Egy berendezés élettartamara a kévetkezé mintank van (években):
Xie = (2,3,4,2.5,3,3,3.5,4,2,4,3,3,3.5,2, 3,4).

Tudjuk, hogy a berendezés élettartaméanak eloszldsa N(u, 1) valamilyen ismeretlen p-re. Adjunk 90%-
os konfidenciaintervallumot a varhat6 értékre!

Megoldasvazlat Az étlag % = 3—37 maésrészt zg.05 = 1.64, vagyis az intervallum

(991.64~199+1.64~1>
32 V16 32 vi6 )

3. feladat Texasban a hémérsékletet Fahrenheit fokokban mérik. Megdallapitottdk, hogy az ottani
hémérséklet eloszldsa nyaranta N(u, 0% = 16). A kdvetkezd hémérsékleteket mérték: (82, 80, 91, 90,
85, 87, 86, 83, 84).

(a) Adj a fenti minta alapjan 90%-os szinthez konfidenciaintervallumot az atlaghémérsékletre!
(b) Ha tudjuk, hogy a varhat6 érték 86 F°, mi lesz az eloszlds, ha attériink Celsius skélara?
(5(X = 32)[F°] = Y[C?))
(c) Ha tudjuk, hogy a hémérséklet tobb, mint 90 F°, akkor mi a valdsziniisége, hogy 85 és 95 F°
kozott lesz? (A vérhaté érték még mindig 86 F°.)
Megoldasvazlat

(a) Kétoldali Z-prébaval

1.65-4 1.65-4
85.33 — ——,85.33+ —— | .
( V9 V9 )

(b) Tudjuk, hogy normaélis eloszlds linedris transzforméltja is normalis, igy csak a paramétereket
kell kiszamolni a transzformacié dltal: Y ~ N (30, o? = 4.938)

()

P90 < X <95) & (2580) — p (2080)
P(85 < X <95|X > 90) = = _ 1 7)) L9930
P(X > 90) 1— @ (2086)




Hipotézisvizsgalat

Legyen X ~ N (u,aZ), ahol p ismeretlen, o ismert és g egy adott érték. Az ismeretlen varhaté
értékrol szeretnénk eldonteni kiilonboz6 feltevéseket (nullhipotézis) valamilyen o szignifikancia-
szint mellett. A legkisebb a értéket, ami mellett mar el tudjuk utasitani a nullhipotézist, p-értéknek
nevezzik.

Kétoldalas A varhatd érték megegyezik-e az adott pg-val?
Nullhipotézis: Hy : = po.
Alternativ hipotézis: Hi : i # ug-
Elfogadjuk Hy-t, ha po benne van a kétoldalt Z-prébanal latott konfidenciaintervallumban. Ez
ekvivalens azzal, hogy Z = M esetén |Z| < z4/9. A p-érték az az o érték, amire |Z| = z, /2.
Ha ez nem teljesiil, akkor elvetjik Hy-t
Ismeretlen o esetén a T-probandl latott konfidenciaintervallumot kell hasznalni. Vagyis, ha

T= M akkor elfogadjuk a nullhipotézist, ha |T| < t,/5,—1. A p-érték az az a érték, amire
|T‘ - ta/2,n—1~

Egyoldalas A vérhaté érték kisebb (nagyobb), mint az adott ug?

Nullhipotézis: Hy : 1 < po (vagy p > po).

Alternativ hipotézis: Hy : p > po (vagy p < po)-

Ha Hy : p < po, akkor elfogadjuk Ho-t, ha &X,, < po+ Z\;f Ha U = ¥ (X" o) , akkor ez ekvivalens
azzal, hogy U < z,. A p-érték az az «, amire egyenl6ség van.

Hy : p > po esetén elfogadishoz az kell, hogy X, > g — Z\;g Vagy ezzel ekvivalensen Hj

elfogadasdhoz az kell, hogy U < z,, ahol most U = M

4. feladat Vasarléi panaszok érkeznek, hogy egy élelmiszerboltban az 1 kg-os felirati kenyér silya
kevesebb. Szeretnénk korrekt médon kivizsgalni az tigyet. Kiszallunk az iizletbe, megmériink n
véletlenszertien kivalasztott kenyeret, Xi,...,X,, a minta. Legyen n = 25 és a realizdciéban azt
talaljuk, hogy az atlaguk 0.98 kg. Tudjuk, hogy a kenyerek tomegének szérasa o = 0.05.

(a) Dontsiik el 0.05 és 0.01 szignifikancidval, hogy csalnak-e a boltban, vagyis, hogy a kenyér tome-
gének varhaté értéke eléri-e az 1 kg-ot! Mennyi a p-érték?

(b) Mit mondhatunk, ha azt szeretnénk eldonteni, hogy pontosan 1 kg a varhat6 érték?
(c) Es, ha szintén azt szeretnénk eldénteni, hogy pontosan 1 kg varhaté érték, de a szérdst most

nem ismerjiik, csak a mintabol tudjuk becsiilni, aminek torzitatlan szérasa 0.067

Megoldasvazlat

(a) po=1¢és Ho: pu> po (Hy:p < po)-

a = 0.05 esetén py — Z\%‘% =1- L{P-% =0.984 > 0.98 = Xys, igy elvetjiik a nullhipotézist.

a = 0.01 esetén pg — Z\%‘% =1- L{P-% = 0.977 < 0.98 = Xas, igy elfogadjuk a nullhipotézist.

U=y (“0 —Xn) _ 5 (10 00598) = 2. Mivel zg01 > U > z9.05, amibdl szintén az kovetkezik, hogy
99%-os smgmﬁkanmaval elfogadjuk Hot, de 95%-ossal elutasithatjuk.

®(U) = ®(2) = 0.9772 = 1 —a, ha a = 0.0228, tehit a p-érték 0.0228. Igy ennél kisebb a esetén
elfogadjuk Hy-t, ennél nagyobb « esetén elutasitjuk.
(b) Most Ho : = po (Hi: p# po).
A megfelel6 konfidenciaintervallumok:
a =0.05: (0.98 — 196005 98 4 1.96:0.05) — (0.9604,0.9996)
o =0.01: (0.98 — 257095 .98 4 257.0-05) — (0.9543,1.0057)

Jol latszik, hogy az elso esetben pp = 1 nincs benne az intervallumban, mig masodik esetben
benne van, igy a = 0.05 esetén elutasitjuk, o = 0.01 esetén elfogadjuk Hy-t



7 = ‘/ﬁ'(?_’w) = 5'(00'?085_1) = —2. Ekkor 29005 > |Z| > 20.025, amibdl ugyanazt a kovetkezte-
tést vonhatjuk le.

= 24/2, ha a = 0. , 1gy most a p-értéek 0. . /gy ennél kisebb «a esetén elfogadju o-t,
VA /2, h 0.0456, 1 érték 0.0456. 1 1 kisebb lfogadjuk H,
ennél nagyobb a esetén elutasitjuk.
Tovabbra is Hy : = po (Hy @ p # po).
A megfelels konfidenciaintervallumok:
o =0.05: (0.98 — 2:0640.06 ¢ 98 4 2:0600.06) — (0.955,1.005)
o =0.01: (0.98 — 297006 ( 98 4 2T9T0.06) — ((.946,1.014)

5
Jol latszik, hogy a mindkét esetben py = 1 benne van az intervallumban, igy elfogadjuk Ho-t.

T = \/ﬁ'(-X;n_HO) = 5'(00'9086_1) = —1.67. Ekkor t0‘005’24 > t0‘025’24 > ‘T|, amibol ugyanazt a

o .
kovetkeztetést vonhatjuk le.

|T'| =ty /2,24, ha a = 0.108, igy most a p-érték 0.108. Igy ennél kisebb a esetén elfogadjuk Ho-t,
ennél nagyobb a esetén elutasitjuk.



