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El6adasok, gyakorlatok

o Eléadasok paratlan heteken hétfén 8:15-9:45, K174
o Gyakorlatok hetente:

o Barabas Zoltan: K 10-12, K375; K 12-14, K375; Cs 12-14, K389
o Rudner Laszl6: Cs 10-12, K370
o Szbéke Marton: K 10-12, K374: K 12-14, K371
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Tudnivalék

Kovetelmények

o Két 45 perces 42 pontos zh:
o Kiilén-kiildn minimum 30%
o Szamologép, képletgyiijtemény hasznalhaté
o Pétlas: mindketté pétolhatd; lehet rontani, de csak 30%-ig

o Két 8 pontos hazi:
o Moodle-ben lesz kiirva

o Jegy: a két zh és két hazi dsszpontszama alapjan:
85-tél jeles (5),

70-tél j6 (4),

55-tél kdzepes (3),

40-t6| elégséges (2)
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https://math.bme.hu/~szokemp/a3/kepletgyujtemeny.pdf

Tudnivalék

Egyéb informaciok

Elérhetoségek:
@ Email: szokemp@math.bme.hu

@ Teams: szoke.martonpeter@edu.bme.hu

Diasorok, feladatsorok, idépontok és egyéb informéacidk:

o A targy Teams csoportjaban

e A téargy honlapjan: math.bme.hu/~szokemp/matek_a3
Tematika:

@ Differencialegyenletek Ajénlott irodalom:
Q Valésziniiségszamitas | a targyhoz késziilt jegyzet
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Tudnivalék

@ Differencislegyenletek bevezetés

© Szeparabilis differencislegyenletek

© Elsdrendii linearis egyenletek
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Differencialegyenletek bevezetés

@ Differencislegyenletek bevezetés
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Differencialegyenletek bevezetés

Mik azok a differencialegyenletek?

Definicié (Differencialegyenlet)
Egy differencialegyenlet (a tovabbiakban réviden: diffegyenlet) egy olyan
egyenlet, amiben az ismeretlen egy fliggvény, és az egyenletben az ismeretlen
fuggvény derivaltja is el6fordul.

Miért fontosak?

LA természet tdrvényeit differencial-
egyenletek irjak le.”  (Isaac Newton)

@ A problémak diffegyenletben valé megfogalmazasa a fizikdban, mérnoki
tudomanyokban, a kézgazdasdgtanban és még szamos tudomanyban
alapvetd szerepet tolt be
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Példak differencialegyenletekre

Keressiik azt az y = y(x) fliggvényt, amire

N

(@) y'=y (b) xy' = cosx —2y (c) y/ = ety
(d) y"=—=y (&) y"+2y/+5y =2 (f) (y¥/)*+2yy" =0

Ellenpélda: y = £ + x
Ez NEM diffegyenlet, mert nem szerepel benne y deriviltja

Megjegyzés:
o A félév soran csak kozonséges diffegyenletekkel foglalkozunk, azaz
olyan diffegyenletekkel, ahol a keresett y fliggvény egyvaltozéds
o Parcialis differenciadlegyenletek: tobbvaltozds ismeretlen

fuggvényekre vonatkoz6 és ezek parcialis derivaltjait tartalmazé

egyenletek, ezekrdl az Epitémérnoki matematika MSc targyon lehet
tanulni
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Differencialegyenlet rendje

Definicié (Elsé- és masodrendii differencilegyenlet)

o Egy diffegyenlet elsérendii, ha a keresett y fliggvénynek az y’
derivaltja szerepel benne, viszont magasabb rendii derivaltjai nem.

o Egy diffegyenlet masodrendii, ha a keresett y fliggvénynek az y”
masodrendli derivaltja szerepel benne, viszont magasabb rendii
derivaltjai nem.

Példaul: nézzik az el6z6 dian latott diffegyenleteket
(a) y' =y (b) xy' = cosx —2y (c) y =&t
d)y'=-y (e ¥y +2y+5y=2¢% () (y')*+2p" =0
e Elsérendii: (a), (b), (c)
e Masodrendii: (d), (e), (f)
Megjegyzés: természetesen léteznek magasabb rendl diffegyenletek is, de a

félév soran mi csak els6- és masodrendii diffegyenletekkel foglalkozunk
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N 0 oo e L
Egy differencialegyenlet megoldasa

Cél: Megtalélni az dsszes olyan y = y(x) fuggvényt, amely kielégiti az
adott osszefliggést.

Példa: Tekintsik az alabbi diffegyenletet:

Y=y (1)
Az y(x) = e~ egy megoldasa az (1) egyenletnek (hiszen ekkor y'(x) = €*)
Sét, y(x) = c - e* is megoldds minden ¢ konstansra

Megjegyzés: Nem lehet minden diffegyenlet megoldasait egy zart képlettel
leirni!

Példaul az Q/ = < egyenletnek nincs képlettel megadhat6é megoldasa,
hiszen az - figgvénynek nincs képlettel megadhaté primitiv fliggvénye.
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Kezdetiérték-probléma

Definicié (Kezdetiérték-probléma)

Egy diffegyenlethez kapcsolt kezdeti feltétel (példaul y(xp) = yo, ahol
x0,¥0 € R adott) és maga a diffegyenlet egyiittesét kezdetiérték-
problémanak (vagy Cauchy-feladatnak) nevezziik.

Miért fontos ez?

o Egy diffegyenletnek altalaban végtelen sok megoldasa van (ez az dn.
altalanos megoldas, grafikusan egy gorbesereg)

@ A gyakorlatban (pl. egy test mozgasanak leirasakor) ismerniink kell a
rendszer kiindulé allapotat

o A kezdeti feltétel megadasa (tehat egy (xo, o) pont, amin a flggvény
biztosan dtmegy) ebbdl a gorbesereghdl valasztja ki azt az egyetlen,
konkrét (partikularis) megoldast, amely a vizsgalt problémat leirja
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Differencialegyenletek bevezetés

Kezdetiérték-probléma: példa

o Diffegyenlet: y' =y
o Altalanos megoldas:

y(x) = c-€eX, ahol ce R
o Kezdeti feltétel: y(0) =3

@ Az altaldnos megoldasba
behelyettesitve az x = 0 értéket
és hasznalva a kezdeti feltételt

kapjuk, hogy 3 = c - €°
= c=3 — ————— X
o A kezdetiérték-probléma egyetlen -3 =2 _11 1 2 3
megoldasa tehat: y(x) = 3¢~ ]
21

Megjegyzés: a megoldas konnyen ellendrizheté visszahelyettesitéssel
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Differencialegyenletek bevezetés

Egzisztencia és unicitas

Kérdés: Mikor garantélt, hogy egy kezdetiérték-problémanak van (és csakis
egy) megoldasa?
o Egzisztencia: létezik megoldas

o Unicitas: egyértelm( a megoldas

Tétel (Picard-Lindelof-tétel)
Tekintsik az

Yy =F(xy), y(x)=yo (2)
alak( kezdetiérték-problémat. Ha az F és a aF fuggvények folytonosak egy

az (xp, yo) pontot tartalmazé téglalapon, akkor létezik olyan (xo — h, xo + h)
intervallum, ahol a (2) probléma megoldasa létezik és egyértelmii.

Megjegyzés: A Picard-Lindelof-tétel eredeti feltételei valdjadban gyengébbek
a fentieknél (példaul az an. Lipschitz-folytonossag is elégséges)
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Specidlis esetek

A félév soran néhany, specialis alakl diffegyenlettel fogunk foglalkozni:
O szeparabilis ma ezekkel foglalkozunk
@ elsérend lineéris
© autoném
Q egzakt
© masodrendii linearis
@ hidnyos masodrendi

@ linearis diffegyenlet-rendszerek
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Szeparabilis differencidlegyenletek

© Szeparabilis differencislegyenletek
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Szeparabilis differencilegyenletek

Szétvalaszthaté valtozéju egyenletek

Definicié (Szeparabilis differencidlegyenlet)

Egy diffegyenlet szétvalaszthaté valtozdju vagy szeparabilis, ha
y'=f(x)-gy) (3)

alakd, ahol f(x) és g(y) adott folytonos figgvények és g(y) # 0.

A megoldas Iépései:
QO Azy = % helyettesitéssel és formalis atszorzassal (3) egyenletbdl:

1
——dy = f(x)dx
g(y) )

@ Mindkét oldalt integralva kapjuk a megoldast:

Jgglwdysz(x)dx
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Szeparabilis differencilegyenletek

Mérnoki alkalmazas: Torricelli-torvény

Feladat (Torricelli-t6rvény) e B, l'Vizszint
Adott egy viztdrozd, amelynek az aljan

"z 2 . P h(t)
van egy nyilas. Hogyan valtozik a vizszint
magassaga (h(t)) az id6 fuggvényében, B Kifoly s
mikozben a tartaly Gril? 4'_N

Diffegyenlet felirasa:

@ A Bernoulli-egyenletbdl levezethetd, hogy a kidramlé viz sebessége a
vizmagassag négyzetgyokével ardnyos

o Ebbdl a kovetkezd diffegyenlet adddik:
W =—kvh (4)

ahol a k konstans a nyilas és a tartaly keresztmetszetétdl fligg
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Szeparabilis differencilegyenletek

Mérnoki alkalmazas: Torricelli-torvény

A diffegyenlet megoldasa:

Az el6z8 dian felirt i = —k+/h diffegyenlet szeparabilis, igy a korabban
latott lépésekkel meg tudjuk oldani:

© Szétvalasztjuk a valtozdkat: \%h dh = —kdt
@ Mindkét oldalt integraljuk:

Jh‘l/z dh = Jfk dt (5)

© Elvégezziik az integralasokat:

2vVh = —kt + ¢ valamilyen ¢ konstansra

@ Vagyis a (4) diffegyenlet ltalanos megoldasa:

h(t) = (C‘zkt)z (6)
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Szeparabilis differencilegyenletek

Mérnoki alkalmazas: Torricelli-torvény

= —\ -1 Vizszint
Feladat (Torricelli-torvény, folytatas) i l Sk
Tegyiik fel, hogy a tartaly kezdeti vizszint- h(t)
je t = 0 iddpillanatban h(0) = 9 méter. o
Mennyi idé utan Gril ki a tartly? ' ",—l_’\}i'fdyas

Kezdetiérték-probléma megoldasa:

e kN2 e s ,

© Helyettesitsiik be a h(t) = (CT“) altaldnos megoldasba a t =0
L £ s k0N2
értéket és a kezdeti feltételt: 9 = (CT"O) = c=6

¢ L. , . . ;. . , . . 2
@ lgy a vizszint valtozasat leird partikularis megoldas: h(t) = (3 — &t
gy p g

Ebbol kénnyen szamolhaté a kiiirlilés ideje: azt a t értéket keressiik, amire
h(t) = 0, vagyis a partikularis megoldasbdl t = 6/k
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Szeparabilis differencilegyenletek

Homogén fokszami differencidlegyenletek

Definicié (Homogén fokszamu differencialegyenlet)

A homogén fokszamu diffegyenlet egy olyan elsérendii egyenlet, amelynek

alakja - f<£) (7)

Megoldasi modszer: visszavezetjitk szeparabilis diffegyenletre

O Uj véltozot vezetiink be: u= %, azaz y = u- x

@ Derivéljuk az y = u - x egyenlet mindkét oldaldt x szerint:

y'=u -x+u
© Irjuk vissza ezt az eredeti (7) egyenletbe: v - x + u = f(u)
@ Atrendezve megkapjuk a szeparabilis diffegyenletet u-ra:
! f(u) —u
v=—— (8)

© (8) megoldasa utén az eredeti (7) diffegyenlet megoldéasa: y = u - x
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Szeparabilis differencidlegyenletek

Homogén fokszamda differencialegyenletek: alkalmazas

o Allandé keresztiranyl aramlasban (pl. foly6 sodrésa, oldalszél) haladé
jarmivek palyagorbéjének meghatarozasakor gyakran jutunk ilyen
tipust egyenletre.
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Szeparabilis differencilegyenletek

Homogén fokszami differencidlegyenletek: példa

Feladat

. 24,2 . 5 4
Oldjuk meg az y' = % differencialegyenletet!

Megoldas:
O A diffegyenlet y’ = £(¥£) alakd f(u) = % + u figgvénnyel

@ A korabban levezetett i = "4=Y |¢pletbsl u’ = L szeparabilis
diffegyenlet adédik

© A valtozdk szétvélasztésa utdn a {udu = {1 dx egyenletet kapjuk

Ve . e 4 2
Q Elvégezve az integralasokat: % = In|x| + ¢
@ Az u = % visszahelyettesitéssel kapjuk az eredeti diffegyenlet altalanos
megoldasat:
y? 2 2
— =In|x|+c¢c = = 2x“(In|x| + ¢
25 =nlx] y? = 2(n|x| + )
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Elsérendii linearis egyenletek

© Elsdrendii linearis egyenletek
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Elsérendii linearis egyenletek

Homogén és inhomogén differencidlegyenlet

Definicié (Homogén és inhomogén diffegyenlet)

o Egy diffegyenlet homogén, ha minden tagja tartalmazza az ismeretlen
fliggvényt vagy annak valamelyik derivaltjat.

o Ha egy diffegyenlet nem homogén, akkor inhomogén.
Ekkor az ismeretlen fiiggvényt és annak derivaltjait tartalmazé tagokat
nevezziik a diffegyenlet homogén részének, a tobbi tagot pedig az
inhomogén részének.

Példaul: nézziik a korabban latott diffegyenleteket
(@) =y (b) xy’ = cosx — 2y (c) y/ = ety
(d) y"=—y (e) y'+2y +5y =2~ (f)

e Homogén: (a), (c), (d), (f)
@ Inhomogén: (b), (e)
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Elsérendii linearis egyenletek

Elsérendi linearis differencidlegyenletek

Definicié (Elsérendii lineéris diffegyenlet)
Az y'+p(x)y = q(x) alaki egyenleteket elsérendii linearis diffegyenleteknek
hivjuk, ahol p(x) és g(x) adott folytonos fiiggvények.

Az y altaldnos megoldas szerkezete: y = yj, + yp, ahol
e yp az y' + p(x) - y = 0 homogén diffegyenlet altalanos megoldasa
® y, az y' + p(x)y = q(x) inhomogén diffegyenlet egy partikularis
megoldasa

25 /30
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Elsérendii linearis egyenletek

A megoldas [épései

Y =Yn+Y 9)

yh meghatérozasa:

Az y' + p(x)y = 0 homogén egyenlet szeparabilis, igy meg tudjuk hatarozni
az yp altaldnos megoldast: az eredmény egy ¢ konstanst tartalmazé formula
¥p meghatdrozasa: konstans variaciés moédszer

Q y, fliiggvényt az el6z6 l1épésben kapott formula alakjaban keressiik, de a
¢ konstanst egy ismeretlen c(x) flggvényre cseréljik

@ Az igy kapott alakot behelyettesitjik az y’ + p(x)y = g(x) inhomogén
egyenletbe, ebbdl megkapjuk ¢’(x) flggvényt

@ Innen c(x) integralassal meghatarozhaté, ebbdl pedig y, is
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Elsérendii linearis egyenletek

Mérnoki alkalmazas: keverési probléma

Feladat (Keverési probléma)

Egy V térfogati toba r vizhozammal folyik be
viz, ami k koncentraciéji szennyezbanyagot
hoz. A tébdl ugyanilyen r hozammal folyik
ki a (tokéletesen elkeveredett) viz. Mennyi a
szennyezdanyag y(t) mennyisége?

v

A szennyez8dés valtozasi sebessége (y') a beérkezd és a tdvozé mennyiségek
kiilonbsége:

o Beérkezd: k- r
e Tavozé: t6 aktudlis koncentrécidja (y/V) szorozva a kifolyé hozammal
(r)

Ebbdl egy elsérendii linearis diffegyenletet kapunk y-ra:
Y =k-r—<y (10)
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Elsérendii linearis egyenletek

Mérnoki alkalmazas: keverési probléma

Megoldas:
Atrendezve a kapott (10) diffegyenletet:
y 4oy =ker, (11)

vagyis a korabbi jeloléssel p(t) = {; és q(t) = k - r is konstans fiiggvény
A tanultak alapjan (11) altalanos megoldasat y = yj, + y, alakban keressiik
A homogén egyenlet altalanos megoldasa:

@ Az y' + {Jy = 0 homogén egyenlet szeparabilis

@ A valtozék szétvalasztasa utan az S%dy = §—{ dt egyenlet adédik

© Az integraldsokat elvégezve kapjuk a homogén egyenlet altalanos
megoldasat:

ya(t) = c-e vt (12)
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Mérnoki alkalmazas: keverési probléma

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasa:

O Konstans variacio: az el6z6 lépésben kapott (12) képlet alapjan az
inhomogén partikularis megoldast az aldbbi alakban keressiik:

yp(t) = c(t) - e vt (13)
@ Helyettesitsiik be (13) alakot az y' + {;y = k - r diffegyenletbe:
c/(t).eﬁtW+W: k-r

Q Tehat c'(t) = k-r-evt
@ Ezt integralva kapjuk meg c(t)-t: c(t) = k- V - eVt
© Ezt beirva (13) egyenletbe: y,(t) = k- V

Az eredeti diffegyenlet altaldnos megoldasa:
y(t) = yn(t) + yp(t) = coeviik.V
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Osszefoglalas

Mit tanultunk ma?

@ Differencialegyenletek alapjai:

o Alapfogalmak: rend, altalanos megoldas, partikularis megoldas,

kezdetiérték-probléma

o Picard—Lindelof-tétel
@ Szeparabilis diffegyenletek:

o Megoldasuk a valtozdk szétvalasztasaval

o Homogén fokszami diffegyenletek visszavezetése szeparabilisre
© Elsorendii linearis diffegyenletek megoldasa konstans variacios

médszerrel

Koszonom a figyelmet!
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