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Autoném differencialegyenletek

© Autoném differencialegyenletek
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Autoném differencialegyenletek

Autoném differencialegyenletek

Definicié (Autoném diffegyenlet)

Egy y = y(x) flggvényre vonatkozé diffegyenlet autoném, ha a fiiggetlen
valtozd (azaz x) nem szerepel explicit mddon az egyenletben.

Példa: autoném: y' =y, y' = (2—y)Iny
nem autoném: y’ = XtV

Tehat egy elsérendii autondém diffegyenlet altalanos alakja

y'=fly), (1)
ahol f egy adott figgvény

e Ahol f(y) # 0, ott (1) egy szeparabilis diffegyenlet, igy meg tudjuk
oldani analitikusan
@ De bizonyos esetekben hasznosabb vagy egyszeriibb, ha az analitikus
megoldas helyett vazlatosan abrazoljuk a diffegyenlet megoldasait
Cél: vazlatosan abréazolni (1) megoldasait
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Autoném differencialegyenletek

Mérnoki alkalmazas: colopverd kalapacs

Példa:

o Egy m tomegili colopverd
kalapacsra a nehézségi erd,
valamint a sebesség négyzetével
aranyos légellenéllasi er6 hat (az
aranyossagi tényezé c)

@ Az er6k nem fiiggnek attdl,
hogy midta tart az esés

o Igy a kalapacs v = v(t) esési
sebességére az alabbi autoném
diffegyenletet lehet felirni:

/ C 9
=g— — 2
Vi=g— v (2)
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Egyensulyi helyzetek

Definicié (Egyensulyi helyzetek)

Tekintsiik y' = f(y) autoném diffegyenletet. Ekkor az egyensilyi helyze-
tek (vagy kritikus pontok) az f(y) = 0 algebrai egyenlet gydkei.

Ha yo egy egyensilyi helyzet, akkor az y(x) = yp konstans fliiggvény
megoldja az y' = f(y) diffegyenletet:

@ Mivel a fiiggvény konstans, ezért y’' =0
@ Masrészt f(y) = f(y) és f(yo) = 0 (hiszen yy egy egyensilyi
helyzet), igy f(y) =0

Tehat az egyensilyi helyzetek adjdk az y' = f(y) diffegyenlet konstans
megoldasait

Megjegyzés: Az egzisztencia és unicitas tétele garantélja, hogy a tobbi
megoldasgérbe nem metszi vagy érinti a konstans megoldasokat
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Autoném differencialegyenletek

Egyensulyi helyzetek stabilitasa

Az egyensllyi helyzeteket osztalyozhatjuk stabilitds szempontjabdl:

Aszimptotikusan Instabil Félig stabil
stabil

A kornyezé kezdGérték- A kérnyezd megolda-
kel indulé megoldasok sok eltavolodnak az yy
mind yp-hoz tartanak egyensulyi helyzettdl

- , |-
o

Az egyik iranybdl koze-
lednek a megoldasok, a
masikbdl tavolodnak

—

X X
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Autoném differencialegyenletek

Egyensulyi helyzetek stabilitdsa: el6jelvizsgalat

Az y' = f(y) diffegyenlet megoldasai
@ pontosan akkor névekednek (azaz y’ > 0), ha f pozitiv,

@ pontosan akkor csokkennek (azaz y’ < 0), ha f negativ

Kovetkezmény (Stabilitas el6jelvizsgélattal)

Az y' = f(y) diffegyenlet egyensilyi helyzeteinek a stabilitdsa az f(y) figg-
vény el6jelvizsgalataval (az egyenlet megoldasa nélkiil is) kdnnyen megha-
tarozhaté.

Egy yo egyensilyi helyzet

o aszimptotikusan stabil, ha yp-tél balra f pozitiv, yo-tél jobbra
negativ,

o instabil, ha yp-tdl balra f negativ, yp-tdl jobbra pozitiv,
o félig stabil egyébként
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Autoném differencialegyenletek

Egyensulyi helyzetek stabilitasa: fazisvonalak

Példa: y' = y(y — 1)(y +1)? azaz f(y) = y(y — 1)(y + 1)?
o Egyensilyi helyzetek: -1, 0, +1

o Vizsgaljuk f eléjelét
o Fazisvonalak: nyilakat f(y)

rajzolunk f eldjele szerint: |
N 18y

e jobbra, ahol f >0
e balra, ahol f <0

o Stabilitas:

o yo— +1: 15:+1 (igz 1 1.5
= instabil 1

@ Yo = 0: —>@<— —0.4+
= aszimp. stabil +

°o yp=-—-1:—>@—> —0.6 +
= félig stabil
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Autoném differencialegyenletek

Megoldasgorbék abrazolasa

Az el6jelvizsgalat utan a megoldasgorbéket is tudjuk vazolni:
@ konstans megoldasgorbék egyensilyi helyzetekben (f(y) = 0)
@ nové megoldasgorbék, ahol f pozitiv
@ csokkend megoldasgorbék, ahol f negativ

Példaul: y' = y(y — 1)(y +1)?

Fazisvonalak:

Megoldasgorbék:
y
2 41
Y ;/
—= @@=t ——
-15 -1 -05 0.5

/
L _éz;k>{» )
——
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Egzakt differencialegyenletek

© Egzakt differencidlegyenletek
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Egzakt differencialegyenlet

Definicié (Egzakt diffegyenlet)
Tekintsiik az
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 (3)

alakd diffegyenletet, ahol M(x, y) és N(x,y) adott kétvaltozds figgvények.
A (3) diffegyenlet egzakt, ha teljesil a

oM ON

T *)

oy 0x
feltétel, és mind M(x,y), mind N(x,y) parcidlis derivaltjai folytonosak egy
egyszeresen Osszefiiggd tartomanyon (nincsenek benne ,lyukak™).

v

Megjegyzés: A (3) egyenlet dtrendezve és y' = % atirassal az
M(x,y) + N(x,y) -y’ = 0 diffegyenlettel ekvivalens
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Egzakt differencialegyenletek

A megoldas szerkezete

Tétel (Potencialfiiggvény létezése)
Ha a diffegyenlet egzakt, akkor létezik olyan F(x,y): R? — R fiiggvény,
amelyre: F E

0 N — 0

= — = —. 5
0x oy (5)
llyenkor F-et potencialfiiggvénynek hivjuk.

€S

Megjegyzés: A potencidlfiiggvény csak egy additiv konstans erejéig
meghatarozott, azaz ha F teljesiti (5) feltételt, akkor F + c is teljesiti
tetszbleges ¢ konstansra

Az &ltalanos megoldas: A (3) egzakt diffegyenlet 4ltalanos megoldasat
implicit alakban kapjuk meg:
F(x.y) = C,

ahol F potencialfiiggvény, C € R tetszdleges konstans
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Egzakt differencialegyenletek

Potencialfliggvény meghatarozasa

Tegyiik fel, hogy adott egy M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 alak( egzakt
diffegyenlet (azaz teljesil (4))

Kérdés: Hogyan tudjuk meghatarozni F-et?

@ Tudjuk, hogy M = 7' igy az M(x,y) fuggvényt integraljuk x szerint

@ Az igy kapott fiiggvényben van egy ismeretlen, csak y-tdl fiiggd c(y)
rész

© Az ismeretlen c(y) részt meghatarozzuk a ay = N azonossagbdl

Megjegyzés: Hasonlban mﬁkédik ha N(x,y)-t integréljuk y szerint, majd
a csak x-tol fliggo részt a 7 = M egyenletbdl szamoljuk ki
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Egzakt differencialegyenletek

Mérnoki alkalmazas: talajviz szivargas

o Gatak alatti szivargasnal a talajviz nyomasat és dramlasat egy fizikai
potencialfiiggvény irja le

@ Azokat a gorbéket, ahol ez a nyomas allandé (ekvipotencilis
vonalak), egy egzakt diffegyenlettel lehet leirni

Feltoltott vizgyjté

=

Gattest
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Egzakt differencialegyenlet: példa

Feladat
Oldjuk meg az (x +2y) -y’ + (2x + y) = 0 egyenletet! J

Atiras és ellendrzés:
0o Azy = % jeloléssel és atszorzassal:
(2x+y)dx+ (x+2y)dy =0 (6)

o Tehat a diffegyenletet atirtuk M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 alakira,
ahol M(x,y) =2x+y és N(x,y) = x + 2y
o Vizsgaljuk meg az egzaktsagot:

oM oN

— =1 é — =1 7

oy ox (7)
tehat teljesil a M = aN feltétel, vagyis az egyenlet egzakt, igy

létezik F(x,y) potenaalfuggveny
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Egzakt differencialegyenlet: példa

Potencialfiggvény meghatarozasa:
O Mivel ‘g—)’: = M(x, y), integraljuk M-et x szerint:

Fixuy) = [(@x+ v dx = 49+ <), ®)
ahol ¢(y) az integrélési »konstans”, ami y-tdl fugghet
@ Tudjuk, hogy N = -, ezért a kapott formulat derivaljuk y szerint:
oF 0
5 o @w oyt ely)) = x+ () ©)

© A jobb oldalnak N(x,y) = x + 2y fiiggvénnyel kell megegyeznie,
tehdt x + ¢/(y) = x + 2y, amibél ¢’(y) = 2y, igy integrélva
cly) = y? + c és az F(x, y) fuggvény: F(x,y) =x>+xy +y> + ¢

Megoldas: Tehat az (x +2y) -y’ + (2x + y) = 0 diffegyenlet altalanos
megoldasa (implicit médon megadva): x? + xy + y?> = C
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Maésodrendii linearis egyenletek

© Maisodrendii linedris egyenletek
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Maésodrendii linearis egyenletek

Mérnoki alkalmazas: épiiletek és hidak dinamikai lengései

A rugalmas szerkezetek (hidak, csarnokok, felhékarcoldk) rezgései
modellezhetok tomeg-rugo-csillapité rendszerként

Példa:

o Egy m tomegii felhdkarcoléra F(t)
kiilsé gerjesztberd (pl. szél) hat

o Legyen az épiilet szerkezeti
merevsége k, csillapitasi tényezdje

@ Ekkor az y(t) vizszintes iranyl
elmozdulast egy masodrendii
linearis diffegyenlet irja le:

my” +~vy' + ky = F(t)
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Maésodrendii linearis egyenletek

Masodrendii lineéris differencialegyenletek

Definicié (Masodrendi lineéris diffegyenlet)
Masodrendii lineéris egyenlet altalanos alakja:

y'+p(t)y +aq(t)y = g(t), (10)
ahol p(t), q(t) és g(t) adott fiiggvények.

Emlékeztetd: Ha g(t) = 0, az egyenlet homogén, kilénben inhomogén

Az y altalanos megoldas szerkezete: y = yj, + yp, ahol

e ypaz y” + p(t)y’ + q(t)y = 0 homogén diffegyenlet altalanos
megoldasa

® y, a (10) inhomogén diffegyenlet egy partikularis megoldasa

Kérdés: Hogyan hatarozhaté meg yj és y,?

Matematika A3 Autoném, egzakt és masodrendii linearis 2026. szeptember 21. 20/31



Maésodrendii linearis egyenletek Homogén rész

Fundamentalis megoldasok

Tekintsitk a homogén egyenletet:

y'+p(t)y' +q(t)y =0 (11)

Definicié (Fundamentélis megoldasok)

Az yi(t), yo(t) fuggvények a (11) fundamentalis megoldasai, ha:
@ y1(t) és ya(t) megoldasai az (11) egyenletnek, és
@ y»(t) nem konstansszorosa az y;(t) fuggvénynek.

Megjegyzés:
@ A fundamentialis megoldasok nem egyértelmiiek
@ Nincs altalanos médszer meghatarozasukra

o Mi az allandé egyiitthatos esetre tanulunk médszert, azaz amikor
p(t) és q(t) konstansok
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Maésodrendii linearis egyenletek Homogén rész

Fundamentalis megoldasok

Tétel (Altalanos megoldas)

Ha {y1,y2} fundamentalis megolddsai a homogén (11) egyenletnek, ak-
kor (11) 6sszes megoldasa felirhaté az alabbi alakban, ahol ¢, ¢; € R:

Yh = ay1+ . (12)
Analdgia: Ha v1 és v egy sik két nem parhuzamos cavi+ ow
vektora, akkor a sik 6sszes vektora eléall civi + v v
alakban
Példa: Tekintsiik az alabbi egyenletet: vi
2 2
y' =y 5y =0 (13)

o Ennek megoldédsa y;(t) = t és ya(t) = t2
@ Ezek nem egymaés konstansszorosai, igy (13) egy fundamentilis
megoldasat alkotjak, tehat (13) altalanos megoldasa: cit + cot?
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Allandé egyiitthatés homogén egyenletek

Tekintslink egy allandé egyiitthatés masodrendii homogén lineéris
diffegyenletet:

ay" + by’ +cy =0, (14)
ahol a,b,ce Résa+#0

Cél: Meghatérozni (14) egyenlet yj, altalanos megoldasat

Otlet: Keressiik a fundamentalis megoldasokat y(t) = e™ alakban!

o Behelyettesitve az y(t) = e fliggvényt (14) egyenletbe:
ar? -+ br-ef4c-et=0

o Egyszeriisités utan adédik a karakterisztikus egyenlet:
ar’ + br+c=0 (15)
o Legyenek a (15) egyenlet gyokei r; és
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Maésodrendii linearis egyenletek Homogén rész

Allandé egyiitthatés homogén egyenletek: esetek

A gyokok alapjan 3 kiilonb6z6 esetet kiilonboztetliink meg y, megadasakor:
| eset: Két kiilonb6z6 valés gyok (r # r):

o Ekkor et és e! fundamentalis megoldasai (14) egyenletnek

o gy vy, = crent + cpet
Il. eset: Egy valds kétszeres gyok (ri = r):

o Ekkor beldthatd, hogy et mellett te"! is megoldasa (14)-nek
o lgy yn = cie* + cpte

Il. eset: Komplex konjugdlt gyokpar (rn = u +iv, rn = u— iv):
o Az et és e™' megoldasok, de komplex fliggvények
o Euler-formula: e = cost + isint
o Ennek segitségével tisztan valés fundamentalis megoldasokat tudunk
képezni: y1(t) = et cos(vt), yo(t) = e“tsin(vt)
e Igy az 4ltaldnos megoldas: y, = cre“ cos(vt) + coe“ sin(vt)
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Homogén masodrendii egyenletek: példak

Feladat

Adjuk meg az alabbi differencidlegyenletek altalanos megoldasat!
Q@ y'+y —30y=0

QO y'—6y/+9y=0

Q@ Yy -4y +13y=0

:;;::It:t'isz“k“s Gyikik Altalanos megoldas (y»)
a) rP’+r-30=0 n=-6rn=>5| ce %+ ge
b) r>—6r+9=0 n=r= cedt + optedt
c) rP—4r+13=0 | np,=243i c1e®t cos(3t) + cpe®t sin(3t)
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Maésodrendii linearis egyenletek Inhomogén rész

Inhomogén egyenletek megoldasi modszerei

Tekintslink egy allandé egyiitthatés inhomogén masodrendii lineéris

egyenletet:
4 ay” + by’ + cy = g(t) (16)

Cél: a (16) egyenlet egy y, partikularis megoldasanak megtalalasa

Két mddszert tanulunk:

1. Prébafliggvény modszer:
o Csak akkor alkalmazhaté, ha g(t) specialis alaki
@ Ekkor a partikularis megoldast hasonlé alakd fiiggvénnyel kereshetjiik

2. Konstans variaciés médszer:
e Barmilyen folytonos g(t) esetén miikodik
o Nem csak konstans, de fiiggvény egyiitthatds esetben
(y" + p(t)y’ + q(t)y = g(t)) is hasznilhatd

o JellemzGen tobb szamolast igényel
26 /31
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Probafiiggvény modszer: lehetséges g(t)
Akkor lehet alkalmazni, ha (16) egyenletben g(t) specialis alaki:
polinom, exponenciélis, szinusz/koszinusz vagy ezek szorzata
Altalanosan:
g(t) = e - (An(t) - cos(vt) + Bpy(t) -sin(vt)), ahol (17)

@ u € R az exponencialis tagbdl olvashaté le,
@ v € R a szinuszos, koszinuszos taghél olvashaté le,

o A, egy n-edfokil polinom valamilyen ay, ..., a, egyilitthatdkkal:
An(t) = ant" + ap_1t" 1+ ...+ art + ap
o B, egy m-edfokl polinom valamilyen by, ..., b, egyiitthatokkal:

Bn(t) = bmt™ 4 bm_1t™ 1 + ..+ byt + by
Megjegyzés:
@ Nem kell szinuszos és koszinuszos tagnak is lennie: ha valamelyik
hianyzik, akkor a megfelel6 polinom az azonosan 0 polinom
@ Ha van mindketto, akkor v egylitthaténak meg kell egyeznie
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Maésodrendii linearis egyenletek Inhomogén rész

Prébafliggvény modszer: prébafiiggvény alakja

o Tegyiik fel, hogy (16) jobb oldalan Iévé fiiggvény alakja:
g(t) = e""(An(t) cos(vt) + Bm(t)sin(vt)) (18)

o Legyen s € {0,1,2} az u + iv komplex szdm multiplicitasa a (16)
homogén részéhez tartozé karakterisztikus egyenletben
(azaz u + iv hanyszoros gyoke az egyenletnek)
o Ekkor a partikularis megoldast az alabbi alakban keressiik
yp =t e" - (Py(t) - cos(vt) + Qk(t) - sin(vt)), ahol (19)
e k = max(n, m),
o Py, Qx ismeretlen egyiitthatds k-adfokid polinomok, azaz
Pi(t) = pt* + ...+ prit 4+ po,  Qu(t) = qut’ + ...+ g1t + qo

e Az ismeretlen po, ..., pk, qo, - - -, gk egyltthatokat a (16)
egyenletbe vald visszahelyettesitésbol kaphatjuk meg

Megjegyzés: Ha s > 1, azt rezonancianak hivjuk, ekkor az y,-ben
megjelend t° szorzd mutatja, hogy az amplitidé a végtelenbe tarthat
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Maésodrendii linearis egyenletek Inhomogén rész

Inhomogén masodrendii egyenlet: példa

Feladat
Adjuk meg az y” + y' — 30y = et diffegyenlet altalanos megoldasat! J

Homogén rész: y” +y’ —30y =0
A 25. dian lattuk:
o A karakterisztikus egyenlet gyokei = —6, rn =5,

@ A homogén egyenlet altalanos megoldasa: yj, = c;e 7% + cpedt

Inhomogén rész: g(t) = e
@ Hasznalhatjuk a prébafiiggvény-moédszert, hiszen a (17) egyenlet
jeloléseivel:
e u=5v=0
o Ay(t)=1, By(t)=0,vagyisn=m=0
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Maésodrendii linearis egyenletek Inhomogén rész

Inhomogén masodrendii egyenlet: példa

@ A prébafiiggvényt y, = t°- et - (Pk(t) - cos(vt) + Qk(t) - sin(vt))
alakban keressiik, ahol
o u=05, v =0 (spec. cos(vt) =1 és sin(vt) = 0)
e s =1, hiszen u+ iv = b egyszeres gyoke a karakterisztikus egyenletnek
o k = max(n,m) =0, vagyis Px(t) = po, Qk(t) = qo
lgy a partikularis megoldast yp = t- et py alakban keressiik

Ekkor y, = po- € +5pg - t- e’ és y) = 10pg - €' + 25pg - t - €*

© 00

Ezeket behelyettesitve az y” + y/ — 30y = ! egyenletbe:

10pg - €t +W+ po - €t +M—W= et

= €%, vagyis po = &5
O Tehat a keresett partikularis megoldas: y, = 1—11 t-edt

azaz 11pg - €%t

lgy az y” +y’ — 30y = 5! egyenlet 4ltaldnos megoldasa:
Y=Yntyp=ce Ot e’ 4+ Lo (20)
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Osszefoglalas

Mit tanultunk ma?

© Autoném diffegyenletek: y' = f(y)
o Egyensllyi helyzetek osztalyozasa f elGjele alapjan
o Megoldasgorbék abrazolasa
@ Egzakt diffegyenletek: M(x,y)dx + N(x,y)dy =0
o Megoldis felirasa potencialfiiggvénnyel: F(x,y) = C
@ Allandé egyiitthatés masodrendii lineéris diffegyenletek:
ay" +by +ey=g(t) = y=ynt
o yu: az ar® + br + ¢ = 0 karakterisztikus egyenlet gydkei alapjan 3 eset

o y, prébafiiggvény-mddszerrel:
yp = t°- et (Py(t) - cos(vt) + Qi (t) - sin(vt))

Koszonom a figyelmet!
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